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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cada una
cuatro cuestiones de la opcion elegida puntuara 2’5 puntos como maximo. Cuand
solucion de una cuestidn se base en un calculo, éste debera incluirse en la respues
da.

OPCION A

;. lim -X - -
1°) Calcule el limite: ¢ -x cosx=1
X —» 0 senx— x+ 1-cosXx

lim - - '_0.1- _
€ —xcosx-1 -£ QY 1:1 1:9 = Indet = {L'Hopital} =
X - 0 senx—x+ 1-cosx 0-0+1-1 0

lim e -(1-cos x x senx) _ lim &-cos % x senx _€"-1+0_1-1_0

= = = == =
X0 CO0S X1+ senx X -0 00s x1+senx 1-1+0 0 0

=

lim e+ senw 1-senx+x -cosx €+ O+ 0+O-1_1
X0 — ®N X+CoS X -0+1 '

= Indet = {L'Hopital} =

lim g —xcosx-1 -1
X - 0 senx— x+ 1-cosx
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2°) Calcule, utilizando la formula de integracién por partes, una primitiva F(x) de
funcién f(¥=x*e™ que cumpla F(0) = 0.

F(>)=f>3-e'x-d><:>{)%= - du=2xdx } = &)= % (- &)-[-e*2xdx=

€. dx=dvo v=—¢e"

=-k-@+d x e -de=-xX e +20=FK ()

=—x e -¢e” =—e‘x(x+1)=l

Sustituyendo el valor obtenido de | en la expresion (*):

(Ax- 2x &-2 &( x1)+ &- &| x+2A w1+ c=- (¥ +2x+2)+C=F(x)

F(x)=0 = —e‘o( o 26 )2+C= 0;-1{0+0+2+C ;;-2+C=0;,C=2

HY=-¢" (x2 + 2+ 2)+2
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39) a ) Defina el concepto de rango de una matriz.

-1 1 1
b ) Calcule el rango de la matrie=| 1 2 -1|.
-2 1 2

c ) Diga, razonadamente, si la segunda columna de la matriz anterior es combina
lineal de las otras dos.
a)

Todas las matrices, mediante transformaciones elementales, se pueden tran
mar en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cual, si tiene filas nulas estan situade
la parte inferior de la matriz y, en las filas no nulas, el primer elemento distinto de c
de una fila esta situado mas a la derecha que el primer elemento diferente de cero
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el numero de filas no nulas.

El rango de una matriz A es el rango de una matriz escalonada equivalente a £

También puede definirse el rango de una matriz por su determinante, para lo
es necesario definir menor de orden k de una matriz que es el determinante de cual

submatriz cuadrada de orden k que se puede formar con los elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayor menor que puede formarse
sea distinto de cero.

b)
El rango de A mayor o igual que uno por tener elementos distintos de cero.

: . : -1 1
La matriz A tiene rango igual o mayor que dos por‘ sler2 £0.
-11 1
|A|=| 1 2 -1=-4 1 2+ 4-1-2=0 = RangoA=2.
-2 1 2

Nota: Considerando lo anterior, se podia haber determinado el rango de A ten
do en cuenta que la tercera columna es igual que la primera con signo contrario, S
la propiedad de los determinantes que dice que cuando un determinante tiene dos |
proporcionales su valor es cero.

c)

Si la segunda columna de la matriz anterior es combinacion lineal de las ot



dos, implica que el vectoru=(121) es combinacién lineal del los vectores
v=(-11-2)y w=(1,-1 2). Como quiera que eg=-w, 0 sea, que son linealmente

dependientes, y siendfé:L ¢§¢i2 , podemos asegurar que:

La segunda columna de la matriz anterior no es combinacién lineal de las otras dc
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4°) Determine la relaciéon que deben cumpliy p para que la distancia del punto
P(1, 1 ) al plano determinado por los puntos A(1, 1, 1), B(1, 0, 0) y C(0, 2, 1) s

igual a 1.

Los puntos A, B y C determinan el plano

AB=B-A=(100-(119=(0 -1 -1)=AB

AC=C-A=(02)(129=(-110)=AC

x-1 vy z
ﬂ(BKé,A_C’)E 0 -1 -1/=0;; y—z+(x—1):O:> = x+y-z-1=0
-1 1 0

; : Ax+ By +Cz, +D
La distancia de un punto a un plano &; ;7):| %+ By +Cz +D|
A2+ B?+C?

ecuacion del plan@= Ax+ By+Cz+D=0 Yy el punto {x, y,, z).

, siendo la

Aplicando la férmula al punte(4, 1, x) y al planon= x+ y-z-1=0:

| DA+ 13 1p-1 [A+1-p-d] [A-p| ;| A-u|=+/3 o también:

P +12% +(-1) V3 NE

dP, m)=1=

A-p=43
HEV3 | By A=
A-u=-3
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OPCION B
1°) a ) Defina la nocién de minimo relativo de una funcién.

b ) Para cada x sea h(x) la suma de las coordenadas del[pui{t] de la grafica de
f(®= x*+x*+x* -x+1. Calcule los extremos relativos de h(x).

c ) ¢ Tiene h(x) algun extremo absoluto? Razone la respuesta.

a ) Defina la nocion de minimo relativo de una funcion.

Una funcion f(x), continua y derivable en el entorno de un punto de abscisa x -
tiene un minimo relativo o local para x = a, si existe un entorno del punto de abscis
tal que (¥ f(a), DalR.

De lo anterior se deduce que, para que una funcion tenga un minimo relativc
condicion necesaria que la derivada sea cero.

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos observamos las pendiel
de la funcion en los entornos del minimo:

YA

o) B _ X
Minimo relativo

En la figura se observa que las tangentes van aumentardo<t,; como la

tangente o pendiente es la derivada de la funcion, en el entorno de un minimo loca
derivadas constituyen una funcidon decreciente, por lo cual su derivada, o sea: la de
da de la derivaddf") es negativa.

: : f'
En resumen:Minimo relativo = {f”

b)
(Mx % (Fe % % %= xl= x( %+ R+ - xr1)= »+ 2+ ¢ +1=h(x)

M'y= &+ ¥+ %= &+ 3+ 3= 0= x=0;; 4+ X+2=0.



= xOR = La Unica solucion real es para x = 0.

w=_ 3t/ 9-32
2

h{x= 12¢ + &+ 2= h'(0)=2>0 = Minimo relativo para x=0.

h(0)=1 = Minimo relativo: A(0, 1)

c)
Sabiendo que la funcién h(x) es continua en R y, como quiera que el anico ex
mo relativo es el hallado:

La funcién h(x) tiene un minimo absoluto para x = 1.
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2°) a ) Represente, de forma aproximada, la cywa’+2x*+1 y la recta tangente a
dicha curva en el puntQ,(-1, 4).

b ) Senale el recinto plano limitado por el eje OY y por la curva y la recta del apartz
anterior, y calcule el area de dicho recinto.

a)
R La curva y=x*+2x*+1 es simétrica con res-
Y pecto al eje de ordenadas por cumpligsex) = y(x).

Para x = 0 la curva toma el valor 1, por lo cual
pasa por el punto A(O, 1).

Para facilitar la representacion de la curva va-
mos a determinar sus extremos relativos.

y= 40+ &= &(x*+1)=0= x=0, que es solu-
cion unica.

y'*=12¢+ 4= y'{0)=4>0 = Minimo para x=0

y(0)=1 = Minimo: A(0, 1).

X El punto de tangencia e3,(-1 4). Sabiendo

. -, .. quelapendiente a una curva en un punto es el valc
y=-8x-4 y=xt+2¢+1  {a g derivada en ese punto:

-4 y(- = 4(- P+ 4(-0=-4-4=-8=m.

La férmula de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la sigu
te: y- y=mx-x,). Aplicada al caso que nos ocupa es:

y- 4=-gx+1)=-8x-8 = Recta tangentey=-8x-4.

La representacion grafica de la situacion es la que indica la figura.

b)

Para calcular el area del recinto que se nos pide tendremos en cuenta que le
denadas de la curva son iguales o mayores que las de la recta en el intervalo (-1, O
rrespondiente al recinto.

0
S:i[(x4+ 2 +1-(-8x4)- dxzjl(x“+ 2x2+8x+5)-dx:{%5+2?xs+8—)2(2+5x} 1:
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bx+by=1
. (No es

39) Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuadenbs=b-2
- y+z=b-3

necesario resolverlo en ningun caso).

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

= T O
o T

b b
y A=|3 0
0 -1

= o O

b b
A=13 0
0 -1

El rango de A en funcion de b es el siguiente:

b b 0
|A|=|3 0 B=-BF-3b=-bb+3=0= h=0;b,=-3.
0-11

£0
Para {b } = RangoA RangoA= 3= rPincog = Compatible Determinado

Veamos ahora el rango de A’

0 0 0 1
Parab=0= A=|3 0 0 -2|= Rangode A= {G=-C}={c,cC,C}=
0 -11 -3
00 1
= |3 0 -2/=3#0 = RangoA'=3
01 -3
-3 -3 0 1
Parab=-3=| 3 0 -3 -5|= RangoA =
O -1 1 -6
-3 -3 0
={c,C,C}=|3 0 -3=99=18#0 = RangoA=3
0 -1 1

b=0
} = RangoA=2;; RangoA'=3 = Incompatilbe
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4°) Dados los puntos A(1, 1, 1), B(1, 0, 0) y C(O, 2, 1), sea r la recta que pasa por A"
y searn el plano que pasa por C y es perpendicular a r. Calcule el puatodP que se
corta r yn.

Los puntos A y B determinan el vector director de r, que es el siguiente:
v=BA=A-B=(11)-(200=(011).
x=1

La ecuacion de r dada por unas ecuaciones paramétricases A, OA0R.
z=A

Un vector normal del plano es el vector director de m=v =(0, 1, 1); la expre-
sion general de es de la formaz = y+z+D =0.

Como el planax contiene al punto C(0, 2, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

m=y+z+D=0
c(o, 2 1)

}:> 2+1+D=0;; D=-3 = m=y+z-3=0.

El punto de interseccion dey r es la solucion del sistema que forman:

m=y+x-3=0 x=1
x=1
:>/1+/1—3:O;;2)I=3;;/1=§:> y=§ = Po(l §§j
r=qy=A1 2 2 2
z=A Z:Lg
2
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