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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
Instrucciones: El alumno elegirá una de las dos opciones propuestas. Cada una de las 
cuatro cuestiones de la opción elegida puntuará 2’5 puntos como máximo. Cuando la 
solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá incluirse en la respuesta da-
da. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) a ) Diga, razonadamente, si la tercera columna de la matriz 
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combinación lineal de las dos primeras columnas. 
 
b ) Calcule el rango de la matriz A. 
 

---------- 
a )  
 Si la columna tercera es combinación lineal de las dos primeras tienen que existir 
dos valores reales α y β (sin ser los dos nulos) tales que: 213 CCC βα += . 
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La columna tercera es combinación lineal de las dos primeras. 

 
b )  
 Teniendo en cuenta el apartado anterior y a efectos de rango, la matriz A es equi-
valente a la matriz que resulta de eliminar una cualquiera de las tres primeras columnas. 
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2º) Sea r la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(1, -1, 0), y sea s la recta que pa-
sa por los puntos C(0, 1, 1) y D(1, 0, -1). 
 
a ) Calcule el plano π que contiene a s y es paralelo a r. 
 
b ) Calcule la distancia entre las rectas r y s. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos A(1, 0, 0) y B(1, -1, 0) determinan el vector ( )0,1,0 −== ABvr . 
 

Los puntos C(0, 1, 1) y D(1, 0, -1) determinan el vector ( )2,1,1 −−== CDvs . 
 
 El plano π, por ser paralelo a r y contener a s tiene como vectores directores a rv  

y sv . 
 
 Considerando, por ejemplo, el punto de s C(0, 1, 1), la expresión general de π es 
la siguiente: 
 

 ( ) ( ) 012012
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,; =−+≡⇒=−+=
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≡ zxzx

zyx

vvC sr ππ . 

 
b )  

Teniendo en cuenta que los vectores ( )0,1,0 −=rv  y ( )2,1,1 −−=sv  son lineal-
mente independientes por tener sus componentes no proporcionales, las rectas r y s se 
cruzan. 
 
 Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 
entre ambas. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepípedo 
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene como 
origen un punto A(1, 0, 0) de la recta r y como final otro punto C(0, 1, 1) de la recta s, 
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tal como se observa en la figura, siendo ( )1,1,1−== ACw . 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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3º) Determine valores de los parámetros α y b para que la función ( ) 232cos xbxxaxf ++=  
tenga un punto de inflexión en x = 0. 

---------- 
 
 Una función tiene un punto de inflexión para los valores de x que anulan la se-
gunda derivada de la función. 
 
 ( ) ( ) xbxxsenaxbxxsenxaxf 232·23·cos2·' 22 ++−=++−= . 
 
 ( ) ( ) ( )[ ]132cos·2262cos·2'' −−−=++−= bxxabxxaxf . 
 
 ( ) 1;;01;;0101·;;010·30cos·00'' ==−=−−=−−⇒= aaabaf . 
 

( ) 1infcos 232 =∈∀++= ayRblexióndepuntostienexbxxaxf  
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4º) Calcule, utilizando la fórmula de integración por partes, una primitiva F(x) de la 
función ( ) 22 · xLxxf =  que cumpla ( ) 01 =F . 
 

---------- 
 
 La fórmula de la integración por partes es la siguiente: ∫∫ −= duvvudvu ··· . 

 
 ( ) ( ) ⇒==== ∫∫∫∫ dxxLxdxxLxdxxLxdxxfxF ···2·2···· 2222  
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 Como tiene que ser ( ) 01 =F : 
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OPCIÓN B 

1º) Discuta, en función del parámetro b, es sistema de ecuaciones 
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 (no es 

necesario resolverlo en ningún caso). 
---------- 

 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro b es el siguiente: 
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2º) a ) Calcule las ecuaciones implícitas de la recta r que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y 
B(-1, 0, -1). 
 
b ) De todos los planos que contienen a la recta r, obtenga uno cuya distancia al punto 
C(0, -1, 0) sea igual a 1. 

---------- 
 
a )  
 Los puntos A(1, 0, 0) y B(-1, 0, -1) determinan el vector ( )1,0,2 −−== ABvr . 
 

 Una expresión de r por unas ecuaciones continuas es 
102

1

−
==

−
−≡ zyx

r ; en forma 

de ecuaciones continuas es como sigue:  
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b )  
 De la última expresión de r se deduce la ecuación del haz de planos α que contie-
ne a r, que tiene la siguiente expresión: ( ) 012 =−−+≡ zxy µλα . 
 
 La expresión general del haz anterior es: 02 =−−+≡ µµλµα zyx . 
 
 La distancia del punto ( )0000 ,, zyxP  al plano 0=+++≡ DCzByAxπ  viene dado 

por la fórmula ( )
222

000
0,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π ; aplicándola al punto C(0, -1, 0) y al plano 

02 =−−+≡ µµλµα zyx , es: 
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( ) µλλµµλµµλµµλµλλµµλ 2022;;024;;52;;5 2222222 =⇒=−=−+=+++=+ . 

 
 Haciendo, por ejemplo: μ = 1, λ = 2:  01221 =−−+≡ zyxπ . 

 
 Otro ejemplo:: μ = 3, λ = 6:  036632 =−−+≡ zyxπ . 
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3º) Calcule el límite: 
xsen

xee

x

lím xx

2

2
0

−−
→

−

. 

---------- 
 

{ } ⇒⇒⇒=−−=−−=−−
→

−−

HopitalLIn
sen

ee

xsen

xee

x

lím xx

'.det
0

0

0

011

0

0·22
0 2

00

2
 

 

( ) { } ⇒⇒⇒=−+=−+
→

=−+
→

⇒
−−

HopitalLIn
xsen

ee

x

lím

xxsen

ee

x

lím xxxx

'.det
0

0

0

211

2

2
0cos··2

2
0

 

 

( ) 0
2

0

1·2

11

2cos·2

0
0

==−=−−
→

⇒
−

x

ee

x

lím xx

. 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
4º) a ) Represente, de forma razonada, la gráfica de la función ( ) 12

· −= xexxf . Señale el 
recinto plano limitado por dicha gráfica, el eje OX, la recta x = -1 y la recta x = 1. 
 
b ) Calcule el área del recinto del apartado anterior. 
 

---------- 
a )  

La función ( ) 12

· −= xexxf  pasa por el origen por ser ( ) 00 =f  y está definida para 
cualquier valor real de x. 

 
( ) ( )2111 21·2··1'

222

xeexxexf xxx +=+= −−− . 
 
Por ser ( ) Rxxf ∈∀> ,0' , la función es monótona creciente. 
 
Considerando que ( ) ( ) ( )=++=++= −−−− 221··24·21··2'' 211211 2222

xexxexeexxf xxxx  

( ) ( )xfxex x ''32··2 212

=+= −  y que ( ) 00'' =⇒= xxf , la función tiene un punto de inflexión 

en el origen de coordenadas, siendo cóncava ( )∩  para x < 0 y convexa ( )∪  para x > 0. 
 
Teniendo en cuenta que ( ) ( ) ( )xfexexxf xx −=−=−=− −−− 11 22

·· , la función es simétri-
ca con respecto al origen.  

 
Siendo ( ) 1·11 0112

=== − eef  es ( ) 11 −=−f , la función pasa por los puntos A(-1, -1) y 
B(1, 1).  

 
La representación gráfica de la función ( ) 12

· −= xexxf  es, aproximadamente, la si-
guiente: 
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b )  
 Teniendo en cuenta la simetría de la función, el área pedida es la siguiente: 
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