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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cada una
cuatro cuestiones de la opcion elegida puntuara 2’5 puntos como maximo. Cuand
solucion de una cuestidn se base en un calculo, éste debera incluirse en la respues
da.

OPCION A
1 2 -3 0

1°) a ) Diga, razonadamente, si la tercera columna de la matfiz 1 -1 1| es
-10 1 -1

combinacion lineal de las dos primeras columnas.

b ) Calcule el rango de la matriz A.

a)
Si la columna tercera es combinacion lineal de las dos primeras tienen que ex
dos valores realasy B (sin ser los dos nulos) tales que=aC, + AC,.

-3 1 2 a+2f=-3|=-1-2=-3 - Sl
“1lza-| 0 |+8-|1|>  p=-1
1 -1 0 -a=1

La columna tercera es combinacién lineal de las dos primeras.

b)
Teniendo en cuenta el apartado anterior y a efectos de rango, la matriz A es €
valente a la matriz que resulta de eliminar una cualquiera de las tres primeras colum

1 2 -3 0 1 2 0
RangoA=| 0 1 -1 1 |=RangoM= 0 1 1
-10 1 -1 -1 0 -1
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=-1-2=-3#0 = RangoA=3.
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2°) Sea r la recta que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(1, -1, 0), y sea s la recta qu
sa por los puntos C(0, 1, 1) y D(1, O, -1).

a ) Calcule el plana que contiene a sy es paralelo ar.

b ) Calcule la distancia entre las rectas ry s.

a)

Los puntos A(1, 0, 0) y B(1, -1, 0) determinan el veatos AB=(0, -1, 0).

Los puntos C(0, 1, 1) y D(1, 0, -1) determinan el vestorCD=(1, -1, -2).

El planor, por ser paralelo a r y contener a s tiene como vectores directares a
y v, .

Considerando, por ejemplo, el punto de s C(0, 1, 1), la expresion generes de
la siguiente:

X y-1 z-1
n(c; v, T)s 0 -1 0 |=2+(z-9)=0= m=2x+2-1=0.
1 -1 -2

b)
Teniendo en cuenta que los vectores=(0,-1,0) y v, =(1 -1 -2) son lineal-

mente independientes por tener sus componentes no proporcionales, las rectas r
cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto A(1, 0, 0) de la recta r y como final otro punto C(0, 1, 1) de la recte



tal como se observa en la figura, siende AC=(-1, 1 1).

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

vy (vous[ Vo] e[V ov]d = d=‘7r;(»75E»W)‘
v, Uvg
0 -1 0
o 1 -1 -2
vr-(VsDW)‘ -1 1 1 |-2+1_ |-1] _ 1 1

dlr 8= == "

0 -1 0
1 -1 -2
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3°) Determine valores de los paramettgsb para que la funciénf ¥ = acos® x+ bx® + x?
tenga un punto de inflexiébn en x = 0.

Una funcién tiene un punto de inflexion para los valores de x que anulan la
gunda derivada de la funcion.

(f)x— a2cos x senx 3bx+ 2 x— a ser(2x)+3bxX +2x.
f()=- @ -cds Q+ bx+ 2- Pa -cosg2x)-Dx-1].
f ()9 B8a «cosOIB -6 £0;a +01=0;;a-1=0;; a=1.

{ = @os » bX+ ¥ tiene puntosde inf lexionObO R y a=1
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4°) Calcule, utilizando la formula de integracion por partes, una primitiva F(x) de
funcion f(x)=x? - Lx? que cumplaF(1)=0.

La férmula de la integracion por partes es la siguigntedv= u- v-|v-du.

(F)FI (f)x-dxj' % L% -dx=j X 2Lx-dx= Z-I%-Lx-dx:

1
Lx=u- du==-dx 3 1 3 1
= X :>F(x)=2-(Lx-L—IX—-—-dx]=2-(x—- Lx——j%-dsz
X 3 3

3
% dx=dv - v="r
3

3 3 3 3
= 2-[)‘—- Lx-+ -X—j+|< = 2. X (3Lx-1)+ K =2 (3Lx-1)+ K = F(x).
3 33 9 9

Como tiene que se¥(1)=0:

(3:0-0)+K =03 -2+K =03 K=2.
9 9

2.1
9

(3L1-1)+K =0 ;;

©IN

F(1)=

F(x):%(3Lx—1)+§=§[><3(3Lx—1)+1]: F()
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OPCION B
y+bz=1+b
1°) Discuta, en funcion del parametro b, es sistema de ecuacignes3-b (no es
bx-by=1-b
necesario resolverlo en ningln caso).

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 1 b 0O 1 b1l+b
M=1 0 1|yM'=[{1 0 1 3-bj|.
b -b 0 b -b 0 1-b

El rango de M en funcion del parametro b es el siguiente:

0 1 b
IM|=|1 0 1|=-B+b=-bb-)=0=h=0;;b,=1.
b -b 0

b#0
Para { } = RangoM= RangoM '= 3=n° incognitas = CompatibleDeterminado

b#1
010
Parab=0esM=|1 0 1 :‘(1) (1)‘:—17:0: RangoM =2.
00O
0101 1 01
Parab=0esM'={1 0 1 3|=|0 1 3|=1#0 = RangoM'=3.
0 001 0 01

Parab=0 = RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatilte

01 1
01
Parab=1esM=|1 0 1 :‘1 O‘:—¢0:> RangoM =2.
1-10
01 12
M'=|1 0 12|={C+C,+C,=C,} = RangoM'=2.
1-100

Para b=1 = RangoM= RangoM '=2<n° incognitas = Compatible Indeterminado
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2°) a ) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por los puntos A(1, O,
B(-1, O, -1).

b ) De todos los planos que contienen a la recta r, obtenga uno cuya distancia al p
C(0,-1,0) seaigual a 1.

a)
Los puntos A(1, 0, 0) y B(-1, 0, -1) determinan el veciot AB=(- 2, 0, -1).

., . . -1 z
Una expresion der por unas ecuaciones contlnuasés2—=6y=—l; en forma

de ecuaciones continuas es como sigue:

-2y=0 _|y=0
=TI = .
- X+1=-27 X—2z2-1=0

r

b)
De la dltima expresion de r se deduce la ecuacion del haz de plgnesontie-
ne ar, que tiene la siguiente expresi@a:Ay+ u(x-2z-1)=0.

La expresion general del haz anteriores;ux+ Ay-2uz—u =0.

La distancia del puntoR(x, v, z,) al plano n= Ax By+Cz+D=0 viene dado

por la formulad(p,, 77)=| A% B%+CZ°+D|; aplicandola al punto C(0, -1, 0) y al plano

N A?+ B2 +C?

a = ux+Ay-2uz- =0, es:

|,u -Or A -(—])—Z,U'O_:U|:1.. |_/]_/J| =1 Aty =1::

\/,U2+/12+(—2,U)2 " ,/12"'/]2"'4/12 " /5/12_'_/12 B

At =B+ A s R+2du+p?= 52+ 47 - Au=0;; 2u(2u-2)=0= A=2u.

d(C, a):1:>

Haciendo, por ejemplqu=1,A = 2: 7, = x+ 2y-22-1=0.

Otro ejemplo:u = 3,A = 6: 7, = 3x+ 6y- 62—3=0.
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.. Iim —a X
39) Calcule el limite: €-e -2
X >0 serfx

lim &-e*- -e°-2.0_1-1- i
€-e’-2x_e-e 20:11O:%:Indet:{L'Hopltal}:

x-0 serfx serf0 0
lim X lim X — - _
gret-2 | gre” 2 112 0, Indet = {L'Hopital} =
X -0 2-senx -cosx x -0 sen(2x) 0 0

lim g-e>-0_1-
= =
x -0 2-cos(2x) 2

o

1_0_
12
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4°) a ) Represente, de forma razonada, la gréafica de la furitigmx-e<*. Sefiale el
recinto plano limitado por dicha grafica, el eje OX, larectax = -1y larecta x = 1.

b ) Calcule el &rea del recinto del apartado anterior.

a)
La funcion (XY= x-e“* pasa por el origen por séf0)=0 y esta definida para
cualquier valor real de x.

f{ y=1-&"+ x-2x &= exz‘l(1+ 2x2).
Por ser (¥ >0, OxOR, la funcién es monétona creciente.

Considerando que f{"pe 2x &1 £ 2 K)+ & &= x e (142 +2)=
= 2x-&“1 (22 +3)= "(x) y que f(x)=0= x=0, la funcién tiene un punto de inflexion
en el origen de coordenadas, siendo conay@ara x < 0 y convexfl) para x > 0.

Teniendo en cuenta que- ¥=- x ¢ =-x.e“*=-£(x), la funcion es simétri-
ca con respecto al origen.

Siendo f(1)=1- =€’ =1 es f(-1)=-1, la funcién pasa por los puntos A(-1, -1) y
B(1, 1).

La representacion grafica de la funcidfw= x-e* es, aproximadamente, la si-
guiente:
vt '




b)
Teniendo en cuenta la simetria de la funcion, el area pedida es la siguiente:

T T 2 2_1=t =1-t=0
s Z-J' { ) -dx Z-Ix-e“l-dx: X X =
0 0 X-dx=3-dt | x=0-t=-1
0 —
= 5:2-%-j e de[d]’ = -er=1-1=8"1 v nos3 =S,
-1

e
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