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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cada una
cuatro cuestiones de la opcion elegida puntuara 2’5 puntos como maximo. Cuand
solucion de una cuestidn se base en un calculo, éste debera incluirse en la respues
da.

OPCION A

1°) a ) Encuentre, razonadamente, un valor del parametioa que sea compatible de-
ax+2y+z=a+l
terminado el sistema de ecuaciofesl) x- y-az=-1; .
- X+ y+z=2a

b ) Resuelva el sistema para el valondmcontrado.

a)

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para que un sistema sea compatibl
terminado tienen que tener el mismo rango las matrices de coeficientes y ampliac
ademas, ese rango tiene que ser igual al numero de incégnitas. Como el sistema qu
ocupa tiene tres ecuaciones con tres incognitas, para que el sistema sea compatib
terminado es suficiente que el rango de la matriz de coeficientes tenga rango tres, C
gue su determinante sea distinto de cero.

a 2 1
La matriz de coeficientes é6=|a+1 -1 -a|.
-1 1 1
a 2 1
IM|=|a+1 -1 - a=-a a ¥ 2 ¥ d- fa+ )= 2a+ & - 22-2=2a°-2=0 ;;
-1 1 1
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El sistema es compatibleariR~-{-+/2, v2}.

Como nos piden un valor, por ejemplo, el sistema es compatible pdia

b)
Resolviendo por la regla de Cramer:
atl 2 1
-1 -1 -a
(ol2 101 _—(a+3-1-4& +2a+ala+1)+2 _-a-I1-1-4a8 +2a+a’+a+2 _
a*-2 a®-2 a*-2

_—4a*+2a+a’® _-3a’+2a _
- 2 _ - 2 _ = X.
a -2 a -2

a a+l 1

atl -1 -a
-1 2a 1| _-at 2dat+d+ala+)-1+2a°-(a+1)* _
a*-2 - a*-2 -

y:

- a2d+2ard+a-w2a-a’-2a-1_2a°+2a°-2_2a*+a’-1)_
a’-2 a’-2 a’-2

a 2 a+l

a+l -1 -1
-1 1 2a|_-2°+(a+)+2-a-1+a-dala+l) _
a’-2 B a’-2 B

- 2a+a+ 2a+1+1—4a2—4a_—5a2—2a+2_Z
a’-2 a’-2

k*kkkkkkkkk



2°) Sean en Ros vectorese =(2,0,0), u=(10-1) y v=(-2 3 -2).
a ) Calcule el producto vectorialx u .
b ) Calcule el seno del angulaue formane y u .

c ) Calcule el angulp que formanu y v .

b)
Aplicando el concepto de producto escalar de dos vectores:

. (209{10-1) _
‘_" ‘_" 2+ G+ G P +07+(-1)

e u= ‘_»‘ r‘ cosé?:>sen90 6?

V2

_ 2+0-0 _ 2 _ 1 — 90-0=4% — 0=4% = sené?:?.

Va1 242 V2

NI

c)

Basandonos en los mismos conceptos del apartado anterior:

—

(10-1(-23-2)

H H V1 6+(-F P+ (-2f

u T/:‘U‘ W‘ COSf5 = cosf =

. -2+0+2 _ 0
VB Or1/4+9+4 34

=0 = B=90.
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39) Estudie si la recta r de ecuacign4x-2 es tangente a la grafica de la siguiente fun-
cion: f(X¥=x*+x*-x+1 en alguno de sus puntos.

La pendiente a una funcidon en un punto es igual que el valor de la derivada d
funcidn en ese punto.

La rectar tiene de pendiente m = 4.

F)= 3+ X-1= 4 3¢+ X-5=0 : X:—&\6/4+60:—24_r6\/a:—2618

a_( 5V .( 5) ( 5).,_ 125 25 5 _ - 125 75+ 45+27 _22
e I B BT I A T

En los puntos P y Q la tangente a la funcién f(x) tiene de pendiente 4.
La recta r sera tangente a f(x) en los puntos P y Q si éstos pertenecen ar:

r=sy= A 2> P(1 2= 2 4.1-24-2=2= POr.

5 22\ 22 5
r=y=4x-2 > -—, —|=> —#%#4.|——|-2= QUr.
Y Q( 3 27) 27 ( 3) QUr

Larecmr=y% -2 @ genteala funcion(f = %+ %— %1 enel puntoP(L 2).
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4°) a ) Halle, utilizando la férmula de integracion por partes, una primitiva de la funci
f(x)=1+Lx.

b ) Calcule el area de la region plana limitada por la cyevax, la recta horizontal
y=-1, Yy las rectas verticales=1y x=e.

a)

dv=dx - v=Xx

Q:)X:I (f)xdx:'[(1+ L)(dx:>{'- u- dv= U'V—IV-du}:{u:]ﬁ LX—»du=§dx} -

= F(x):(1+ Lx)-x—J-x-% d;((1+ I)x -XJ. dx(1+ L)( ¥ ¥ G ¥ XLx x+ C=xLx+C

Una primitvade { ¥=1+ Lxes F(x)= xLx.

b)
La figura representa, aproximadamente, la situacion.
AY
1 ——_____-----
-1 o) 3 X
y=-1
-1 4

|

En el grafico puede observarse que todas las ordenadas de layeurvason

iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la recta y = -1, de don
deduce que el area a calcular es la siguiente:

sje'[ Lx(-1)] - dxf( Lx1)- dx[ xLK = eLe- 1-L1= e-1-0=eu’.
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OPCION B

1 0 -1 100
1°) Dadas las matrices=|-1 -1 1|el=/0 1 0|, pruebe que la matriz inversa de
0 1 1 001

AesAt=-A2+A+2|.

La inversa de A se determina por el método de Gauss-Jordan:

1 0 -1100 10 -1l100
(A/1)=|-1 -1 1|01 0|=>{F,-F+F}={0 -1 0|1 1 0|=
0 1 1/001 01 1/001
10-11 0 0 10-11 0 0
={FR--F}=|01 0|-1-10/={F,~F-F}=|01 0|-1-10|=
01 1|0 0 1 00 1|1 1 1
100 2 11 2 1 1
= {F,-F+F}=|0 1 0/ -1 -1 0|= A'=|-1 -1 0].
001/ 1 1 1 1 1 1

1 0 -1 1 0 -1 +Fr60 001 -1+0-1

A=A-A=[-1-1 1]|-1-1 1|=|-%+H%0-0+11 1-1+1 |=

0O 1 1 0O 1 1 G0 011 -0+1+1
1 -1 -2
=0 2 1
-1 0 2

1 -1 -2 1 0 -1\ (200
-A2+A+2l=- 0 2 1 |+]-1 -1 11|+/0 2 0=
-1 0 2 0O 1 1 002

-1 1 2 3 0 -1 2 11

=l 0 -2 -1|+|-1 1 1|=|-1 -1 0|=A", como teniamos que probar.
1 0 -2 0 1 3 1 1 1
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2°) a ) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por el punto P(1, -1,
es paralela a los planes= x+y=2 Yy m, = x- y+z=1.

b ) Calcule también las ecuaciones parameétricas de r y un vector director de r.

a)

Las ecuaciones implicitas que determinan la recta r son las equivalentes a
planosu, y a, paralelos, respectivamente, a los plangsx+y=2y 7, = x- y+z=1 que
contengan al punto P(1, -1, 0).

a, =x+y=D, A _ 3
= 1-1=D,=0= a,=x+y=0.

P(1-10)
a,=x-y+z=D,
= I+1+0=D,=2 = a,= x-y+z-2=0
P(1 -1 0)
(= x+y=0
| x-y+z-2=0

Otra forma de resolver el apartado:

Xx+y—-2=0
X-y+z-1=0’
que es paralela a la recta r pedida; unas ecuaciones paramétricas de esta recta ¢
siguientes:

Los planosm =x+y=2 y 7, = x- y+z=1 determinan la rectas{

x=2-4
+y-2=0
SE{X g = y=A,x= 274, 2= 1 x+y=1-2+ A+ A=-1+2A = s= 1y =
X—y+z-1=0
z=-1+24

Un vector director de r es, =(-1 1, 2) y la expresion de r por unas ecuaciones

continuas est s—_1=T:§. La expresion de r por unas ecuaciones continuas, con
: x-1=-y-1 x+y=0
se nos pide es:= ™2 o s y :
2Xx-2=-2 2x+z2-2=0

Observacion Una misma recta puede expresarse por infinitos pares de ecuaciones
plicitas.

b)
La recta r tiene como vector director a cualquiera que sea linealmente depend
te del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan.

Los vectores normales de los planos que determinan a r son los siguien



n=(110yn =(1-11),

i ]k
nOn, =1 1 Ol=zi-k-k-j=i-j-%x=(1-1-2).
1-11

Un vector director de r eg =(1, -1, -2).

La expresion de r dada por unas ecuaciones parameétricas es:
x=1+A

rsiy=-1-A4
z=-2/
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3°) a ) Enuncie el teorema de Bolzano.
b ) Demuestre que alguna de las raices del polind{xe x* -8x-1 es negativa.

c ) Demuestre que P(x) tiene también alguna raiz positiva.

a)
El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo cerradd] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos urctuédom) tal que

f(c)=0".
b)

La funcién A x) = x* -8x-1, por ser polindmica, es continua en su dominio, que e
el conjunto de los nimeros reales.

Aplicando el teorema de Bolzano, por ejemplo, al intervalo (-1, 0):

P(- J=(- - 8(- }- =1w8-1=8>0
P(0)=-1<0
intervalo considerado, lo cual implica que:

Al menos una de las raices del polinomio P(x) es negativa, c. g. d.

}: P(x) tiene al menos una raiz real en el

c)
Considerando, por ejemplo, el intervalo (0, 3) y aplicando de nuevo el teorema
Bolzano:

P(0)=-1<0 . ) :
= P(X) tiene al menos una raiz real en el in-
P( )& 4 83 £ 8F 24 1=56>0

tervalo considerado, lo cual implica que:

Al menos una de las raices del polinomio P(x) es positiva, c. g. d.
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3X

49) Calcule la siguiente integral de una funcién racidrraj’: T x5
X X—

dx.

_-1£1+8 _-1+9 _-1+3

X +x-2=0;; x=
2 2 2

= X="2;%=1=

= ¥+ x-2=(x+2)(x-1).

3 _ 3% _ A B _ AcABx+2B_(ArBx+(- A+2B)
¥ +x-2 (x+2(x-1) x+2 x-1 X2 +X=2 X2 +X=2
A+B=3}
= - B=3;;B=1;; A=3-1=2=A
-A+2B=0

|=J-2L.dxzj.( 2 +ij.dx:2ji.dx+ i.dx:
X +X—-2 Xx+2 x-1 X+2 1

=21 x+ 2|+ L x-1]+C.
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