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MATEMATICAS lI

Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegird una de las dos opciones propuestas. Cada una
cuatro preguntas de la opcién elegida puntuard como maximo 2’5 puntos. Cuand
solucion de una cuestidon se base en un calculo, éste debera incluirse en la respues

da.
OPCION A
1 0 -1 5 0 -5
1°) Considere las matricés=| 0 -1 0[,C=|/ 0 1 1
-1 0 1 -5 -1 5
a ) Calcule la matriza=38°-C.
b ) Halle la inversa A de la matriz A.
a)
1 0 -(1 0 -1 (5 0 -5
A=38°-C=3:{0 -1 0|-/{0 -1 0|-| 0 1 1 |=
-1 0 1)|-12 0 1)\-5-1 5
2 0-2)(5 0 -5 (6 0-6Y(5 0 -5 (1 0 -1
=3./0 1 0|0 1 1|=f0 3 0|-[]0 1 1|={0 2 -1|=A.
-20 2)(-5-15)(-60 6)|-5-15)(-11 1
b)
1 0 -1/100 10-1/100
(A/1)=| 0 2 -1/ 0 1 0|=>{F,-F,+F}=|0 2 -1/ 0 1 0| =
-11 1/00 1 01 0/101
10-1/100 10-11 0 0
>{F,oF}=/01 0|10 1=>{F,oF-2FR}=|01 0|1 0 1]|=
02 -1/010 00 -1/-21 -2
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p x+y+z=0
2°) a ) Calcule el valor del parametro k para que la nee:{a y L sea paralela al
X—y-z=

plano n= kx+ y+kz=1.

b ) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, calcule la distancia de la recte
planox.
a)

La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

x=1

X+ y+z=0 X+y=-1 2
=y =z=0= ) = X=3 5 y=3-A=rs1y=-3-4.

x-y-z=1 X—y=1+A J

Z=

Un vector director de r eg =(0, -1, 1).

Un vector normal del plana = kx+ y+kz=1es n=(k, 1, k).

Para que la recta r y el plansean paralelos es necesario que el vector directc
de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
v, A= & (0~ 1){k,1Kk)=0;-1+k=0= k=1.

La rectary el plana son paralelos parak = 1

b)
La distancia de la recta r al plam@s la misma que la de cualquier punto da.r a

Un punto der es{%, —g, 1). Para k = 1 el plano resultas x+ y+z-1=0.

\ . Ax+ By, +Cz +D
La distancia de un punto a un plano &; 77)=| 2T %7 4 |.
\/A2+ BZ+CZ

Aplicando la formula al punto P y al plame x+ y+z-1=0:

d(P; m)=d(r, n):| G+ 1g)e 147 _[3-5+1- |- :g unidades

N12+12+12 J3 J3
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39 a ) Estudie el dominio de definicidn, las asintotas, los extremos relativos y los p
3

tos de inflexion de la funciém(x):@.

X

b ) Represente la funcion f(x) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado a

a)
El dominio de una funcion racional es el conjunto de los nimeros reales, exce
los valores reales de x que anulan el denominador.

¥=0= x=0= D(f)=R-{0}.

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a va
infinito; son de la forma y = k.

lim (x +1)3

X —» 00 X —» 00 X2

= = No tiene asintotas horizontales

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

. lim M_ lim (x+1)°
X2 X X0 X-X° Xo® X

im »+3x° +3x+1
= =m.

3 =

2 2

= [im [f(x)—mx]: [im [X3+3X2+3x+1_XJ: [im )(3+3x2+3x+1_x3:.

lim  3x*+3x+1
= —2:3:[‘]_
X — 00 X

Larectay = x + 3 es la asintota oblicua de la funcién.

Una funcion tiene un extremo relativo para los valores que anulan su primera
rivada.

o8 L 1R (e ) e ¥ o e _ (e Floc 2

X N

3

(x+ ¥(x-2x-2 _ (X+])2£X_2) = £(x).




f'(x)=0 = W: 0;; (x+1?(x-3) = x =-1;; x, =2.

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos se recurre a la segunda

rivada: si es negativa para los valores que anulan la primera, se trata de un maximo
es positiva, de un minimo.

f"(x):l e M P+(x+ ¥ )-(ir-x?—(x+ P*(x-2)-3x* _

_hxr 2 4 J e Flxo 3 o X3 3 Jxr 1) (x-2)

_ Exr o(x- :I)4—(x+ Yx-2] _ xt 1) X — x—(4><2 ~ 2x+x- 2 _ Y x+1)(¥ - X X +x+2):

D) o),

X4

fr(-1)= (?.1;‘ =0 = Para x = -1 no haya ni maximo ni minirggara P. I.).

f"(2):%’:;—?>0 = Minimo para x = 2
3
f(2):(2;21) :277 = Min. = A{Z 2—7j

Para que existe un punto de inflexion es condicién necesaria que se anule |z
gunda derivada y que, para los valores que la anulen, no se anule la tercera derivad:

f"(x):0:> %:0 nX+1=0;; x=-1.

() = 8- (6 )1sd _ 6 44+ )L 8- 24- 24 - 1&-24_-3x+4)
X x° x° x° X

b)
Con los datos anteriores se ha representado la funcioén f(x), que es la que ap:e
en la figura siguiente.



=
)

Pas
N

X + 3

o
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e+l _
4°) Calcule la siguiente integral definida de una funcion raciq’neﬁl% -dx.
X —
2

) ) . .. -2
En primer lugar determinamos la integral definidal —>—% . dx.

= ¥ - 3x+2=(x-2)(x-1).

- =2
& as =0 x=3EV98 31 [x,
2 2 X, =1

(X722 X2 L e 1 ke
l_'[XZ—3X+2 dx j(x—z)(x—l) dx Ix—l dx L|x 1|+C.

ejtlx;z-dx:ejtli cde[ LSt = et -19-L1= Le-0=1.
x> —3x+2 5 x—1 ? =

2
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OPCION B

1°) Considere el sistema compatible determinado de dos ecuaciones con dos incog
{x+y:1
S=
X—-y=3
al afadir a S una tercera ecuaciaa by=c. Conteste razonadamente a las siguiente:
preguntas:

, cuya solucion es el pun®(2, -1) de R. Sea S’ el sistema que se obtiene

a ) ¢Puede ser S’ compatible determinado?
b) ¢Puede ser S’ incompatible?
c ) ¢ Puede ser S’ compatible indeterminado?

x+y=1
El sistema resultg'=< x-y=3
axtby=c

a)
Un sistema es compatible determinado cuando los rangos de las matrices de
eficientes y ampliada son iguales e iguales al nimero de incognitas.

Para que S’ sea compatible determinado es necesario que la ecaadigac
se satisfaga para el purid2, -1); tiene que sera-b=c.

S es compatibledet emin ado para2a-b-c=0.

b)

Un sistema es incompatible cuando los rangos de las matrices de coeficient
ampliada son distintos. Como la matriz de coeficientes tiene rango 2, es sistema
incompatible cuando el rango de la matriz ampliada sea 3.

1 1 1
La matriz ampliadade S’ eg'=| 1 -1 3|.
a b c¢
1 1 1
IM'|=|1 -1 3#0;;- ¢3 & b a 3b- & 0;; 4a 2b-2c20 = 2a-b-c#0.
a b c

S esincompatible para2a-b-c#0.




c)
Un sistema es compatible indeterminado cuando los rangos de las matrices de
eficientes y ampliada son iguales y menor que el nimero de incognitas.

El rango de la matriz de coeficientes es 2, independientemente de los valores

ales dax, b y c, lo que supone que no puede ser menor que el numero de incégnitas
lo tanto:

El sistema S’ no puede ser compatible indeterminado
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29 En R, considere los cuatro puntos A(0, 1, 1), B(-2, 0, -1), C(-1, 1, 0) y D(-2, 2. 1),
sea r la recta que pasa por Cy D.

a ) Obtenga ecuaciones paramétricas der.

b ) Halle los puntos P de la recta r para los que el triAngulo APB sea rectangulo en P

a)
Los puntos C(-1, 1, 0) y D(-2, 2. 1) determinan el vesterCD=(-1, 1, 1).

Un vector director de r es cualquier vector que sea linealmente independiente
vector w =(- 1,1, 1), por ejemploy, =(1, -1, -1).

Considerando el punto C, la expresion de r por unas ecuaciones parametricas

X==1+A
rsly=1-4
z=-A

b)
Los puntos de r son de la formé-1+1, 1- 4, - 1).

El triangulo APB seréa rectangulo en P cuando los vect¥eg PB sean perpen-
diculares.

PA=A-P=(0,1)-(-#A,1-4,-2)=(1-2, A, 1+ A).
PB=B-P=(- 20~ J-(- #4,%A,-2)=(-1-4, -1+ A, =1+ 1).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

PAPB= 0= (¥4 A, %) {(~1-1,-1+1,-1+1)=0 ;;

141+ 24 11\/2_5=1¢5 N
6

A=A+ A+ = A+ -1+ A=A+ P =0::3P-1-2=0:: A= 5 5

P(-*1+1-19= P(0 0, -1)
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3°) a ) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b ) Aplicando el anterior teorema a la funcidfy = senx, pruebe que cualesquiera que
sean los numeros reales b se cumple la desigualdasknt- sena< b-a.

a)
El Teorema del Valor Medio del calculo diferencial, también conocido com
Teorema de Lagrange, se puede enunciar del modo siguiente:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervadg Ip] y derivable end, b), enton-

ces, existe al menos un punta(a, b) que cumple:f'(c):M”.

b-a
%Y La interpretacion geométrica puede
f(b) 2 apreciarse mas facilmente mediante la

figura adjunta.

Considerada la funcion f(x), conti-
nua en ¢, b] y derivable en (ob) existe,
por lo menos un punto N perteneciente al
intervalo @, b) en el que la recta tangente
| i a la gréfica f(x) es paralela a la cuerda
a c : & gue une los puntos P y Q de coordenada:

Ra f(4] v db f(b)).

f(a)

b)
La funcién { 3=senx es continua y derivable en su dominio, que es R, por |

cual le es aplicable el teorema del valor medio de Lagrange a cualquier intervalo fir
considerado.

Aplicando el anterior teorema a la funciéfiy= senx en el intervalda, b]:

f'(c)=w - cosc:w. Como quiera queosc<1, OcOr, implica

) n )
necesariamente que el numerador de la frac&ﬁ&%m es igual o menor que el
—a

denominador, lo cual demuestra que:

senb- sena< b-a.
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4°) a ) Dibuje el recinto plano limitado por la parabgtax* -2 y la rectay = x.
b ) Calcule el &rea de dicho recinto plano.

a)
Los puntos de corte de la pardbola y la recta se obtienen de la igualacion de
expresiones:

— 2 _
y=x 2}:)5—2:x;;x2—x—2=0;;x
y=X

2 2 x,=2- B(2 2)

_Ley1+8 _1+3 {Xﬁ-b A-1 -1)

La representacion gréfica, aproximada, de la situacion es la siguiente:

\ ]

y=x-2\ [ A=x

b)
Como se aprecia en la figura, las ordenadas de la recta son iguales 0 menore

las ordenadas correspondientes de la pardbola en el intervalo correspondiente a la <
ficie a calcular, por lo cual el area pedida es la siguiente:

&i[ x(%-2) dx:jl(— 2 + x+ Z)dx:{—i; +X—22+2x} : -

:(-%3+2_22+ 2-2}{— (_31)3 AV o )
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