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El alumno elegira una de las dos opciones propuestas. Cuando la solucién de ul
cuestidon se base en un calculo, éste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A
1°) a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funciéif (x) = x3 + 2x el anterior teorema, pruebe que cualquiera
que sean los nimeros< b se cumple la desigualdad- b <b3 — a3.

a)
El teorema del valor medio del calculo diferencial, también conocido como
teorema de Lagrange, se puede enunciar del siguiente modo:

“Si f(x) es una funcién continua en el intervatg p] y derivable en (ab),

entonces, existe al menos un punto(a, b) que cumple’(¢) = f—(b;:i (@),

»

La interpretacibn geométrica puede apreciarsé
facilmente en la figura adjunta.
. g . f(b) _Q
Considerando la funcion f(x), continua en Ip] p
y derivable end, b) existe, por lo menos un punto ) TN
perteneciente al intervalax,(b) en el que la recta |
tangente a la grafica de f es paralela a la cuerda qu¢ | |
une los puntos P y Q de coordenadas,P (0)] yQ O «a C b

[b, T (0)].

A\1”4

Xy

b)

La funciénf (x) = x3 + 2x es continua y derivable en R, por lo cual, se le puede
aplicar el teorema de Lagrange en cualquier intervalo finito que se considere, pc
ejemplo, al intervaloq; b) cona < b:
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fl(x) =3x242 = f'(c)=3c2+2.

, _ f)-f(a) 2 _ (b*+2b)-(a®+2a) _ b3+2b-ad-2a
f'(c) = — > 3cc+2 = — = — =

b3_a3
b-a ’

b3—a3+2b-2a b3-a® 2(b—a b3—a3
- 4 2bma) +2 53¢ =
b—a b—a b—a b—a

3 3

b°—a

Como quiera qudc? > 0,Vc ER = > cualquier valor negativo.

. p3—a3 -b -b
Considerand6—= > —1=-22=222 & p3_43>a—b, 0 sea:
b—a a—b b—a

a—b < b3 — a3, como teniamos que comprobar.
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2% a) Diga cuando una funcion F(x) es una primitiva de otra funcién f(x).

b) Diga como puede comprobarse, sin necesidad de hacer derivadas, si dos funcior
F(x) y G(x) son primitivas de una misma funcion.

1-sen?x

c¢) Diga si las funcioned (x) = — Y G(x) = razonando la

respuesta, si son primitivas de una misma funcion.

senx+cosx

a

: Se dice que una funcion F(x) es una primitiva de f(x) si se cumple que F'(x) =
f(x); como quiera que la derivada de F(x) + C es la misma que la de F(x), existel
infinitas funciones primitivas de una funcién dada, que son todas aquellas que s
diferencian en una constar{ie).

Lo anterior se expresa de la fornfigf:(x) - dx = F(x) + C.
b)

Dos funciones fx) y Fx(x) son primitivas de una funcién f(x) siempre que la
diferencia de las dos primeras sea constanfe) FF,(x) = C.

c)
sen x+cos x cosx
F(x) =——=1+ = cotg x + 1.
( ) senx senx g
1-sen?x cos?x CosS X
G(x) = = = = cotg x.

COosXx-senx COosXx-senx sen x

Las funciones F(x) y G(x) son primitivas de una misma funcion por
diferenciarse en una constante (1).
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: 2 1 4 1 9 4 .,
[0} — — —
3°) Siendod = (_1 _1), B = (_1 3) y C = (2 6)’ resuelva la ecuacion
matricial AX + 2B = C.

A-X+2B=C;;A-X=C—2B. Multiplicando por la izquierda porA

A1 A-X=A1-(C-2B);; I-X=A"1-(C—2B) > X=A"1-(C - 2B).

c-a=(; o-2(5 )= &-(5 =G 9

111 0 1011)=>

@/m =2, )= (R - F+Fp) = (

—110 1 -1 -—-110 1
1 01 1 1 01 1
:>{F2—>F2+F1}=>(0 “1l7 2)=>{F2—>—F2}=>(0 g _2)=>

=47 = (—11 —12)

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:

X=A"-(C-2B)= (_11 _12) ' (zly g) - (—11+—48 —22+—00)'

'\ (—59 —22)
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4°) a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntc
A0, 1, ) yB(,1,-1).

b) Calcule todos los puntos de la recta r que equidistan de los plasosg + y =
—2yn,=x—z=1.

a)
Los puntos Ay B determinan el vec#tB = OB —0A =B — A =(1,0,-2).
x=A
Considerando el punto A, la recta r pedida E‘B{y =1 :
z=1—-27
b)

Los planost; y m; tienen los siguientes planos bisectores:

x+y+2  x-z-1 N x+yt+t2=x—-z-1
im_i 12+(_1)2 x+y+2=—x+Z+1
a,=2x+y—z+1=0.

}: a;=y+z+3=0y

Los puntos pedidos son los puntos de corte de la recta r con losqlgngs

{le
r=yy=1 f 0 — 2] = =2
Y —1— 21 =>14+(1-21)+3=0;;4+1 2/1—0:»/11—2.
a=y+z+3=
x=2
2 5
R > Py (3,1,-4)
z=1-5=—-4
{le
=19y = (1 —0--
= 1— 2 >21+1-(1-20)+1=0;;

a,=2x+y—z+1=0

2042 -1+21=0;;44+1=0> 1 = —~.

1
o1
P, = y=1 > P (-1,13)

z=1+-=2
2 2
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OPCION B

x2—4x+3
x—2

1°) a) Estudie el dominio de definicion y las asintotas de la fun@ign =

b) Estudie si la gréafica de la funcidn f(x) corta a alguna asintota oblicua suya.

c) Represente, aproximadamente, la grafica de f(x) utilizando los valores f (1) y f (3).
y los datos obtenidos en los apartados a) y b).

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores de
que anulan el denominaddr(f) = R — {2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la

funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.
) . x%—4x+3 ; y )
k = lim f(x) = lim = oo = No tiene asintotas horizontales.
X—00 X—00 1

xX—

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tiends
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x —2 =0 = Larecta X = 2 es asintota vertical de la funcion.

Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, siendo:

. x . fx
m = lim &yn = lim Q—mx].
X—oo X X—00 X
) x2—4x+3 2 3,43
. X " _ . X“—=3x+
m = lim = = lim —=— = lim —; =
x—oo X X—00 X X—>00 X4 —=2X
2
) x . x2—4x+3
n=hm[u—mx]=llm( —x)=
x—oo L X X—00 x—2
. X%—4x+3-x%42x . —2x+3
= lim = lim = -2 =n.
X—00 xX—2 x—>oco X—2

Larectay = x — 2 es asintota oblicua de la funcion.

b)

Los puntos de corte de la funcidén con la asintota oblicua son las soluciones de
sistema que forman sus expresiones:

-—_f(x) _ x%—4x+3 2 axs3
Y= T x—2 }:xx_’; =x—2;;x>—4x+3=x2—-4x+4>
y=x—2

= 3 = 4?= Incompatible= La asintota oblicua no corta a la funcion.




1-4+3

Fy =11 =

1-2

0 = P(1,0).

f3)=

9—
3-2

1243

0=

Q(3,0).

La representacion grafica, aproximada, de la funcioén es la siguiente:

T
I X = Y
f(x | 77 ’;/
L » 74
N (4
1 /

AN

\N
AN

P4

><V

<

——

N\
g Sy S S RS W | S,

k*kkkkkkkkk

<




1+\/_x1

2°) Calcule la integral definida de una funcién raciohal: [ A ~dx.
i x—1 ) x-1 _ x-1 M N  Mx-2M+Nx _ (M+N)x—-2M
A= fo—Zx dx x2-2x  x(x-2) «x T x-2  x(x-2)  x(x-2)

M+N=1 IV Y & 1 N
:>_2M:_1}=>M—N—2=>A—f<x+ dx =

= f( ) dx =3 [Llx|+ Llx 2|1+ C
Resolvemos ahora la integral definida:

_ 1+V5 x-1 1 1+/5
I= fHszZ rdx = [L|x|+L|x—2|]1J+“\/—

=~ {LA+VE) +L(A+V5-2)] - [L(1+V2) + L(1 +VZ - 2)]} =
=~ {L(V5+ 1) +L(V5-1)] - [L(VZ+1) + L(VZ-1)]} =
=5 LB+ D)(VE-1)] - L[(VZ+ D(V2 - D)} =5 [LGE -1 - L2 - D)=

= la—r)=212=tpa=2122=1.2.12=12.
2 2 1 2 2 2

145 x-1 .
I—fHﬁm-dx—LZ.
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1 b+2 1
3°) Determine el rango de la matriz ﬂ<= 2 1 1), segun los valores de b.
b+1 1 b

1 b+2 1
Al =] 2 1 1{=b+2+B+2)b+1)—(b+1)—1-2b(b+2) =
b+1 1 b

=b+14+b>+b+2b+2—-b—1—-2b>—4b=—-b*—b+2=0.

b24+b-2=0;b=—""="Fop =-2,b,=1.

Rangode A = 3,vb € R — {-2,1}.

1 0 1 1 3 1
Parab:-ZesAéz 1 1>yparab=1eSA<2 1 1>.Comoen

-1 1 -2 2 1 1
ambos casos existen menores de orden dos distintos de cero, como por ejemplo s

B (1)|Y|; ?|,respectivamente:

Parab= —1yb =1= Rangode A = 2.

kkkkkkkkkk



4°) Seare, U y ¥ vectores de Rales quee x 1 = (1,0, -1)p x€=(0, 1, 1).
a) Calcule el vectofé x 1) x (v x é&).
b) Calcule el vectow = ¢ x (2u — € + 37v).

a)
A I
Exu)yx @Wxée)y=|1 0 —1|=k+i—-j=i—j+k
0O 1 1
(¢ x U) x (¥ x €)=(1,-1,1).
b)

Para la resolucion de este apartado deben tenerse en cuenta las siguien
propiedades del producto vectorial:

12.- Propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma por la izquierd
y por la derecha.

23.- Los escalares pueden extraerse del producto vectorial.
32.- El producto vectorial de un vector por si mismo es el vector nulo.

—

42 - El producto vectorial es anticonmutativdx 71 = —(7 X m).

<

3.eX%

Y
+

w=¢eXx QQu—ée+3v)=2-éxu—ex
=2-(1,0,—1) - (0,00) — 3-8 xé=(2,0,-2)—3-(0,1,1) =
= (2,0,—2) + (0,-3,-3) = (2,—3 — 5).

w=(2,-3,-5).

k*kkkkkkkkk





