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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
La prueba consta de dos opciones, A y B, de las cuales el alumno deberá elegir una. 
Cada opción consta de 5 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones 
diferentes, se considerará como elegida la correspondiente al primer ejercicio 
presentando por el alumno. Cuando la solución de una cuestión se base en un cálculo, 
éste deberá incluirse en la respuesta dada. 
 
OPCIÓN A 

1º) �) Estudie cómo es el sistema de ecuaciones: 
          3� − 5� = 33� − 3
 + 2� = 0     2� − 
 − � = 1�. 

�) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones. 
 

---------- �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

� = �3 0 −53 −3 22 −1 −1�  
 �� = �3 0 −53 −3 22 −1 −1     301�. 

 

�� = �3 0 −53 −3 22 −1 −1     301� ⇒ ��� → �� − ��� ⇒ �1 1 −43 −3 22 −1 −1     201� ⇒  

 

⇒ ��� → �� − 3���� → �� − 2��� ⇒ �1 1 −40 −6 140 −3 7      2−6−3� ⇒ �� = 2�� . 

 "�#$ � = "�#$ �� = 2 < #º '#(ó$. ⇒ +. ,. -. 
 �)  
 Se resuelve el sistema despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la 
segunda, y se parametriza una de las ecuaciones, por ejemplo, � = .: 
 

 
     3� = 3 + 5.2� − 
 = 1 + .� ⇒ � = 1 + /� .. 
 = 2� − 1 − . = 2 + �0� . − 1 − . ⇒ 
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⇒ 
 = 1 + 1� .. +234('ó#: � = 1 + /� .;  
 = 1 + 1� .;  � = ., ∀. ∈ ". 

 
********** 
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2º) Sean en ℝ� los vectores ;⃗ = =0, 1, 0), 4>⃗ = =3, −2, 2) y ?⃗ = =0, 1, 1). 
 �) Calcule el producto vectorial ;⃗ × 4>⃗ . 
 �) Calcule el ángulo A que forman 4>⃗  
 ?⃗. 
 () Demuestre que la familia de vectores �;⃗,  4>>>⃗ , ?⃗� es linealmente independiente. 
 

---------- �)  

;⃗ × 4>⃗ = B' C D0 1 03 −2 2B = 2' − 3D  ⇒   ;⃗ × 4>⃗ = =2, 0, −3). 

 �)  4>⃗ · ?⃗ = |4>⃗ | · |?⃗| · cos A ⇒ cos A = J>>⃗ ·K>⃗|J>>⃗ |·|K>⃗ | = =�,L�,�)·=0,�,�)M�NO=L�)NO�N·M�NO=L�)N =  

 = 0L�O�√QOROR·√ROQ = 0√�1·√�� = 0  ⇒   A = 90°. 
 ()  
La familia de vectores �;⃗,  4>>>⃗ , ?⃗� es linealmente independiente cuando el rango de 

la matriz que determinan es tres, o sea que, el determinante de la matriz que determinan 
tiene que ser distinto de cero: 

 

"�#$ �;⃗,  4>>>⃗ , ?⃗� ⇒ B0 1 03 −2 20 1 1B = −3 ≠ 0 ⇒ "�#$ �;⃗,  4>>>⃗ , ?⃗� = 3. 

 V4;W� W;X2YZ[�W2 \4; 3� ]�X'3'� W; ?;(Z2[;Y �;⃗,  4>>>⃗ , ?⃗� ;Y 3. '#W;^;#W';#Z;. 

 
********** 
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3º) �) Estudie el dominio de definición, los extremos relativos y las asíntotas de la 

función ]=�) = � + �_ = _NO�_ . 

 �) Teniendo en cuenta los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, 
aproximadamente, la gráfica de la función ]=�). 
 

---------- �)  
El dominio de una función racional es el conjunto de números reales excepto los 

valores reales de x que anulan el denominador. 
 `=]) ⇒ " − �0�. 
 

Es condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo (máximo 
o mínimo) que se anule su primera derivada: 

           ]�=�) = �_·_L=_NO�)·�_N = �_NL_NL�_N = _NL�_N .  

 ]�=�) = 0 ⇒ _NL�_N = 0;  �� − 1 = 0 ⇒ �� = −1, �� = 1. 

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 

si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un mínimo relativo 
y, si es negativa, de un máximo relativo. 
 

 ]��=�) = �_·_NL=_NL�)·�__a = �_NL�_NO�_b = �_b. 
 

 ]��=−1) = �=L�)b = −2 < 0 ⇒ �á�'X2 [;3�Z'?2 ^�[� � = −1. 

 

 ]=−1) = =L�)NO�L� = �L� = −2 ⇒ �á�'X2 [;3�Z'?2: d=−1, −2). 

 

 ]��=1) = ��b = 2 > 0 ⇒ �í#'X2 [;3�Z'?2 ^�[� � = 1. 

 

 ]=1) = �NO�� = �� = 2 ⇒ �í#'X2 [;3�Z'?2: g=1, 2). 

 
Asíntotas verticales: son los valores reales de � que anulan el denominador: 

 h� [;(Z� � = 0 =;C; i) ;Y �Yí#Z2Z� ?;[Z'(�3 W; 3� ]4#('ó#. 

 
Asíntotas horizontales: son los valores finitos que alcanza la función cuando � 

tiende a más infinito o menos infinito: 
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 D = lim_→±n ]=�) = lim_→±n _NO�_ = ∞ ⇒  p2 Z';#; �Yí#Z2Z�Y ℎ2['�2#Z�3;Y. 

 
Una función racional tiene asíntotas oblicuas cuando el grado del numerador es 

una unidad mayor que el grado del denominador, como es el caso que nos ocupa. Las 
asíntotas oblicuas son de la forma 
 = X� + #, siendo: 

 X = lim_→±n r=_)_ = lim_→±n
sNtus_ = lim_→±n _NO�_N = 1. 

 # = lim_→±nv]=�) − X�w = lim_→±n x_NO�_ − �y = lim_→±n _NO�L_N_ = 0. 

 dYí#Z2Z� 2�3'(4�: 
 = �. 

 �)  

 La representación gráfica, aproximada, de la función ]=�) = _NO�_  se expresa en 

la figura adjunta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
  

Y 


 = � � = 0= 0
O X 

A 

]=�) 

B 
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4º) Utilizando el cambio de variable 1 + �� = Z�, calcule una primitiva �=�) de la 

función ]=�) = _b√�O_N que cumpla que �=0) = 0. 

 
---------- 

 

�=�) = z ]=�) · W� = z _b√�O_N · W� ⇒ { 1 + �� = Z� → 2� · W� = 2Z · WZ� = √Z� − 1 ⇒ �� = M=Z� − 1)�W� = |·}|√|NL�
~ ⇒  

 ⇒ z M=|NL�)b| · |·}|√|NL� = z=Z� − 1) · √Z� − 1 · }|√|NL� = z=Z� − 1) · WZ = |b� − Z + , =   

 = |� =Z� − 3) + , = �� √�� + 1 · =1 + �� − 3) + , = �� =�� − 2)√�� + 1 + ,. 

 

 �=�) = �� =�� − 2)√�� + 1 + , ⇒ �=0) = 0 ⇒ − �� + , = 0 ⇒ , = ��. 

 �=�) = �� =�� − 2)√�� + 1 + ��. 

 
********** 
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5º) En una población se sabe que el 80 % de los jóvenes tienen ordenador portátil, el 
60 % tiene teléfono móvil, y el 10 % no tiene portátil ni móvil. Si un joven de esa 
población tiene teléfono móvil, calcule la probabilidad de que dicho joven tenga 
también ordenador portátil. 

---------- 
 

Se conoce:  �=�) = 0,8;   �=�� 	 0,6;   ��� ∩ �� 	 ��� ∪ �� 	 0,1.  
 

 Se pide: �=�|�� 	 �=�∩��
�=�� .     (*) 

 
 ��� ∩ �� 	 ��� ∪ �� 	 1 � �=� ∪ ��  ⇒ 
 
⇒ 0,1 	 1 � �=� ∪ �� ⇒ �=� ∪ �� 	 0,9. 
 
 Sabiendo que �=� ∪ �� 	 �=�� � �=�� � �=� ∩ ��  ⇒ 
 
⇒  �=� ∩ �� 	 �=�� � �=�� � �=� ∪ �� 	 0,8 � 0,6 � 0,9 	 0,5. 
 

 Sustituyendo en la expresión (*):  �=�|�� 	 �=�∩��
�=�� 	 0,/

0,�. 

 

�=�|�� 	 �=�∩��
�=�� 	 /

� 	 0,8333. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Considere las matrices d 	 x 1−1y , g = =1 −2), � = x�
y  
 � = x00y. 

 �) Obtenga la matriz d · g y calcule su rango. 
 �) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones d · g · � = �. 
 

---------- �)  d · g = x 1−1y · =1 −2) = x 1 −2−1 2 y. 

 |d · g| = � 1 −2−1 2 � = 2 − 2 = 0. 

 d · g = x 1 −2−1 2 y. 

 "�#$ =d · g) = 1. 

 �)  d · g · � = � ⇒ x 1 −2−1 2 y · x�
y = x00y ⇒ � � − 2
−� + 2
� = x00y ⇒  

 ⇒    � − 2
 = 0−� + 2
 = 0�.   

 +'YZ;X� ℎ2X2$é#;2 (2X^�Z'�3; '#W;Z;[X'#�W2. 

 
Haciendo 
 = .: 

 +234('ó#: � = 2., 
 = ., ∀. ∈ ". 

 
********** 
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2º) En ℝ� se consideran las rectas [ ≡ �3� + 2
 = 0� − 2� = −8 y Y ≡ _O�L� = �L�� = �L�L� . 

 �) Halle el valor de � para que [ 
 Y sean paralelas. 
 �) Para el valor de � obtenido en el anterior apartado, calcule la distancia entre las 
rectas [ 
 Y. 

---------- �)  
 La expresión de [ por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 [ ≡ �3� + 2
 = 0� − 2� = −8 ⇒ � = . ⇒ � = −8 + 2.; −24 + 6. + 2
 = 0; 
 

−12 + 3. + 
 = 0;   
 = 12 − 3. ⇒ [ ≡ �� = −8 + 2.
 = 12 − 3.� = .              .  
 
 Los vectores directores de las rectas son ?�>>>⃗ = =2, −3, 1) y ?�>>>⃗ = =2, −�, 1). 
 
 Dos rectas son paralelas cuando sus vectores directores son linealmente 
dependientes, o sea, sus componentes son proporcionales. 
 h�Y [;(Z�Y [ 
 Y Y2# ^�[�3;3�Y ^�[� � = 3. 

 �)  
 Se va a determinar la distancia entre las dos rectas por dos procedimientos: 
 
Primero: 
 
 Un punto de [ es d=−8, 12, 0) y un punto de Y es �=−1, 3, 1). 
 
 La distancia entre [ 
 Y es equivalente a la distancia de � ∈ Y a [. 
 
 La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que 
el área del paralelogramo que forman dos vectores es el módulo de su producto 
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura. 
 
 Para una mejor comprensión del proceso se 
hace un dibujo de la situación. 
 + = �?�>>>⃗ ∧ d�>>>>>⃗ �+ = |?�>>>⃗ | · ℎ � ⇒ �?�>>>⃗ ∧ d�>>>>>⃗ � = |?�>>>⃗ | · ℎ ⇒ 

 ⇒ ℎ = W=�, [) = W=[, Y) = �K�>>>>⃗ ∧��>>>>>⃗ �|K�>>>>⃗ | .     (*) 

 

?�>>>⃗  

d�>>>>>⃗  

S [ 

A 

P 

h = d (P, r) 

Y 
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d�>>>>>⃗ 	 v� � dw 	 v=�1, 3, 1) − =−8, 12, 0)w = =7, −9, 1). 
 

Aplicando la fórmula al punto �=−1, 3, 1) y a la recta [ ≡ �3� + 2
 = 0� − 2� = −8: 

 W=�, [) = �K�>>>>⃗ ∧��>>>>>⃗ �|K�>>>>⃗ | = �� �  � L� �1 LQ ��
M�NO=L�)NO�N = |L��O1�L�¡ O�� OQ�L��|√ROQO� = |��O/�O� |√�R = √�NO/NO�N√�R = 

 = √��O�/OQ√�R = √10√�R = ¢10�R = √5. W=[, Y) = √5 4#'W�W;Y. 
Segundo: 
 
 El haz de planos £ perpendicular a las rectas [ 
 Y tiene por ecuación general: £ ≡ 2� − 3
 + � + ` = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz £, el plano ¤ que contiene al punto �=−1, 3, 1) 
es el que satisface su ecuación: 
 

 
£ ≡ 2� − 3
 + � + ` = 0                            �=−1, 3, 1)� ⇒ 2 · =−1) − 3 · 3 + 1 + ` = 0;  

 −2 − 9 + 1 + ` = 0; −10 + ` = 0 ⇒ ` = 10 ⇒  ¤ ≡ 2� − 3
 + � + 10 = 0. 
 
 El punto V, intersección de la recta [ con el plano ¤ es el siguiente: 
 ¤ ≡ 2� − 3
 + � + 10 = 0

                [ ≡ �� = −8 + 2.
 = 12 − 3.� = .              ~ ⇒  

⇒ 2=−8 + 2.) − 3=12 − 3.) + . + 10 = 0;   
 −16 + 4. − 36 + 9. + . + 10 = 0;   14. = 42;   
 . = 3 ⇒ V=−2, 3, 3). 
 
 La distancia pedida entre las rectas es la misma que la distancia entre los puntos � 
 V, o sea, el módulo del vector �V>>>>>⃗ . 
 �V>>>>>⃗ = v� − Vw = v=−1, 3, 1) − =−2, 3, 3)w = =1, 0, −2). 
 W=[, Y) = ��V>>>>>⃗ � = M1� + =−2)� = √1 + 4 = √5. 
 W=[, Y) = √5 4#'W�W;Y. 

 
********** 

V [ 

¤ 

�=−1, 3, 1)
d Y 
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3º) Calcule, aplicando la regla de L’Hopital, el límite lim
_→0

�¦§ =�_)O=�L_)NL�¨ =©ª« _) . 

 
---------- 

 lim_→0 �¦§ =�_)O=�L_)NL�¨ =©ª« _) = 0O�L�¨� = 00 ⇒ -#W;Z. ⇒ �h′2^'Z�3� ⇒  

 ⇒ lim_→0 �·®¯� =�_)O�·=�L_)·=L�)°±²³ s´µ¶ s = −2 · lim_→0 cos � · lim_→0 ®¯� =�_)L�O_�¦§ _ =  

 = −2 · lim_→0 ®¯� =�_)L�O_�¦§ _ = −2 · �L�O00 = −2 · 00 ⇒ -#W;Z. ⇒ �h′2^'Z�3� ⇒    

 ⇒ −2 · lim_→0 L�·�¦§ =�_)L0O�®¯� _ = −2 · L�·0O�� = −2. 

 lim_→0 �¦§ =�_)O=�L_)NL�¨ =©ª« _) = −2. 

 
********** 
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4º) �� Calcule los puntos en los que las curvas 
 	 ;_ e 
 	 ��� cortan a la rectas 
� 	 0 y � = 1. 
 �) Calcule el área de la región plana limitada por las curvas 
 = ;_ e 
 = −�� y por 
las rectas � = 0 y � = 1. 

---------- �)  

 
 = ;_  � = 0· ⇒ ;0 = 1 ⇒ d=0, 1).       
 = ;_  � = 1· ⇒ ;� = ; ⇒ g=1, ;). 

 
 = −��     � = 0� ⇒ −0� = 0 ⇒ �=0, 0).      
 = −��  � = 1 � ⇒ −1� = −1 ⇒ ,=1, −1). 

 �)  
 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la que se indica 
en la figura adjunta. 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      + = z ;_�0 · W� − z −���0 · W� = z ;_�0 · W� + z ���0 · W� = z =;_ + ��)�0 · W� =  
 = ¸;_ + _b� ¹0

� = x;� + �b� y − x;0 + 0b� y = ; + �� − 1 − 0 = ; − �� = �¦L�� . 

 + = �¦L�� ≅ 2,05 4�. 

 
********** 

  

Y 

A 

� = 1 

�=0
 

O 
X 

B 


 = ;_ 

-1 

-4 3 

e 
1 

1 
C 

S 


 = −�� 
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5º) Una asociación deportiva tiene 1.000 socios, el 40 % de ellos mujeres. Están 
repartidos en tres secciones y cada socio sólo pertenece a una sección. En la sección de 
baloncesto hay 400 socios, 120 de ellos mujeres, en la de natación hay 350 socios, 180 
de ellos mujeres, y en la de tenis están el resto de los socios. Calcule la probabilidad 
de que un socio seleccionado al azar sea varón y de la sección de tenis. 
 

---------- 
 

�4C;[;Y 	 40 % W; 1.000 = 400.  2X�[;Y = 1.000 − 400 = 600. 
 

 g�32#(;YZ2 ⇒ �120 X4C;[;Y 280 ℎ2X�[;Y·. p�Z�('ó# ⇒ �180 X4C;[;Y 170 ℎ2X�[;Y· 

 �;#'Y ⇒ �100 X4C;[;Y 150 ℎ2X�[;Y·. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 � = �=¼ ∩ �) = �=¼) · �=�/¼) = 0,6 · �/0�00 = 0,15. 

 
********** 

 

0,4 

0,6 

�4C;[ 

g 

¼�[ó# 
g 

p � 

g 

p 

��0R00 

� 

��0R00   →   ^ = 0,4 · 120400 = 0,12 

�¡0R00   →   ^ = 0,4 · 180400 = 0,18 

�00R00   →   ^ = 0,4 · 100400 = 0,10 

�¡0�00   →   ^ = 0,6 · 280600 = 0,28 

�10�00   →   ^ = 0,6 · 170600 = 0,17 

�/0�00   →   ^ = 0,6 · 150600 = 0,15 
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