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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

La prueba consta de dos opciones, Ay B, de las cuales el alumno debera elegir ur
Cada opcion consta de 5 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opcione
diferentes, se considerara como elegida la correspondiente al primer ejercici
presentando por el alumno. Cuando la solucién de una cuestidon se base en un calct
éste deberd incluirse en la respuesta dada.

OPCION A
3x—5z=3
1°) a) Estudie como es el sistema de ecuaciares: 3y + 2z = 0}.
2x—y—z=1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

3 0 -5 3 0 -5 3
M=(3 -3 2 |yM=(3 -3 2 0}
2 -1 -1 2 -1 -1 1

3 0 -5 3 1 1 -4 2
2 -1 -1 1 2 -1 -1 1
1 1 -4 2

F, > F, — 3F
3 3 1 0 -3 7 =3

Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.

b)
Se resuelve el sistema despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo
segunda, y se parametriza una de las ecuaciones, por ejemplo,

3x =3+51

5 10
zx—y=1+/1}=>x—1+§/1- y—2x—1—/1_2+?/1—1—1:
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:y=1+§/1.
Solucion:x =1+21; y=1+-4 z=A4VA€ER.
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2°) Sean eiR? los vectore® = (0,1,0),u = (3,—-2,2) yv = (0,1,1).
a) Calcule el producto vectorialx .
b) Calcule el angulg que formani y v.

c) Demuestre que la familia de vectofésu, v} es linealmente independiente.

a)
i j k
exu=0 1 o0|=2—-3k = éxu=(20-3).
3 =2 2
b)
N BT TR _ u-v _ (3,-2,2)-(0,1,1) _
u-v= |u| |U| COSd) = COS¢ %13 \/32_'_(_2)2_'_22_\/22_,_(_3)2
0—-2+2 0 o
T VO+A+4+a+9 V17413 0 = ¢ =90
c)

La familia de vectore&, u, v} es linealmente independiente cuando el rango de
la matriz que determinan es tres, 0 sea que, el determinante de la matriz que determir
tiene que ser distinto de cero:

O 1 O
Rang {e,u,v} =3 -2 2|=-3+#0= Rang{e, u,v}=3.
O 1 1

Queda demostrado que la familia de vectores {€,u, v} es l.independiente.
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3°) a) Estudie el dominio de definicidn, los extremos relativos y las asintotas de la

2
funcién f(x) = x +% =Z ;1.

b) Teniendo en cuenta los datos obtenidos en el apartado anterior, represent
aproximadamente, la grafica de la funcfdm).

a)
El dominio de una funcion racional es el conjunto de nimeros reales excepto lo
valores reales de x que anulan el denominador.

D(f) = R — {0}.

Es condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo (maxim
0 minimo) que se anule su primera derivada:

_ 2xx—(x2+1)1 _ 2x%-x?-1 _ x?-1
f,(x)_ X2 - x2 - xz'
’ x2—1 2
f'x)=0= = =0, x*-1=0>x=-1x =1

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo relati\
y, Si es negativa, de un maximo relativo.

£'(x) = 2x-x?—(x%-1)-2x _ 2x%-2x2+42 2

x* x3 x3'
f'"(—1) = (_21)3 = —2 < 0 = Maximo relativo para x = —1.
_1\2
f(—1) = : 1_)1+1 = _il = —2 = Maximo relativo: A(—1,-2).

S 2 .. . _
(1) = i 2 >0 = Minimo relativo para x = 1.

1241 2 ;. .
f@) = —=1= 2 = Minimo relativo: B(1, 2).

Asintotas verticales: son los valores reales dae anulan el denominador:

Larectax =0 (ejeY) es asintota vertical de la funcion.

Asintotas horizontales: son los valores finitos que alcanza la funciéon cuando
tiende a mas infinito o menos infinito:



x%2+1

k= lim f(x)= lim

= oo = No tiene asintotas horizontales.
x—>+oo x—>too X

Una funcién racional tiene asintotas oblicuas cuando el grado del numerador €
una unidad mayor que el grado del denominador, como es el caso que nos ocupa. L
asintotas oblicuas son de la forgna mx + n, siendo:

) x2+1 2,1

. X . . X

m= lim — = lim 2—= lim —/=1.
xX—>+oo X xX—>+oo X x—>too X

2 2,4 .2
n= lim [f(x) —mx] = lim (x +1—x)= lim 222X = .
x—+oo x—+o00 X x—+oo X

Asintota oblicua: y = x.

b)

2
La representacion gréafica, aproximada, de la funt{an = xT“ Se expresa en
la figura adjunta.

/
7
& \
B
/
/// >
© X
Rl ///A x=0
74\
/% /
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4°) Utilizando el cambio de variablie+ x? = t?, calcule una primitivad (x) de la

funcionf(x) = \/% gue cumpla que(0) = 0.

14 x?=t>>2x-dx=2t-dt

F(x):ff(x)'dX=f\/%-dx=> x=\/t2_1=>x3t'd=t /(t2—1)3 R
ax = 75

J(t2-1)3  tdt at 3 .
= [ . -_tz_l_f(tz—l)-\/tz—l-_tz_l—f(tz—l)-dt—?—t+c—

=3 =N +C=3V+ T 1+2? =) +C =3 (> - 2DVaZ+ 1+ C.

F(x) =2 (2 - 2)VaZ+ 1+ C>F0)=0= -24+C=0=C=2
3 3

3"

F(x) = %(xz —DVxZ+ 1+ g
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5° En una poblacién se sabe que el 80 % de los jévenes tienen ordenador portéatil,
60 % tiene teléfono movil, y el 10 % no tiene portatil ni mévil. Si un joven de esa

poblacién tiene teléfono movil, calcule la probabilidad de que dicho joven tenga
también ordenador portatil.

Se conoceP(0) =0,8; P(T) =0,6; P(ONT)=P(OUT) =0,1.

P(TNO)

Se pideP(0|T) = R *)

P(ONT)=P(OUT)=1-P(OUT) =

=01=1-P(OUT)=P(OUT) =0,9.

Sabiendoqué(OUT)=P(0)+P(T)—P(ONT) =
= P(ONT)=PO)+P(T)—-P(OUT)=08+0,6—-0,9=0,5.

P(TNO) _ 0,5
P(T) 06

Sustituyendo en la expresion (*F.(0|T) =

P(TNO) _ 5

P(OIT) = — o5~ =5 = 0,8333.

kkkkkkkkkk



OPCION B

1°) Considere las matricds= (_11),B =1 -2)X= (;) yO0 = (8)

a) Obtenga la matria - B y calcule su rango.

b) Clasifique y resuelva el sistema de ecuacigheB - X = 0.

a)
A-B = (—11) 1 -2)= (—11 _22)
|A.B|=|_11 _22|:2—2=0.
A'Bz(—11 _22)
Rang (A- B) = 1.
b)

A-B-X=0= (—11 _22) ' (;) S (8) =z (—xx_+22yy) B (8) =

N x—2y=0}
—x+2y=0)

Sistema homogéneo compatible indeterminado.

Haciendoy = A:

Solucion: x = 24,y = A,VA €R.
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3x+2y =0 _x+1 _y-3 _ z-1
x—27=-87°%% B B

2°) EnR? se consideran las rectass { —~ = =

a) Halle el valor dex para que- y s sean paralelas.

b) Para el valor de obtenido en el anterior apartado, calcule la distancia entre las
rectasr y s.

a)

La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={3x+2y:0=>z=A:>x=—8+ZA; 2446142y =0;

x—2z=-8
x =—-8+4 24
—12+31+y=0; y=12-31 =>r=Jy =12 — 34.
z=A

Los vectores directores de las rectasisos (2,—3,1) y v, = (2,—a, 1).

Dos rectas son paralelas cuando sus vectores directores son linealmen
dependientes, 0 sea, sus componentes son proporcionales.

Las rectas r y s son paralelas para a = 3.

b)
Se va a determinar la distancia entre las dos rectas por dos procedimientos:

Primero:
Un punto de" esA(—8,12,0) y un punto d& esP(—1,3,1).
La distancia entre y s es equivalente a la distanciaRle s ar.
La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta g

el area del paralelogramo que forman dos vectores es el médulo de su produc
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion.

5= |"r_{‘AP|}=, 5 A 4P| =[] - h =
S=1v|-h

= h=d(P,r) = d(rs) = 242 ()

2



AP =[P - Al =[(-1,3,1) — (=8,12,0)] = (7,—9, 1).

: . 3x+2y=0

Aplicando la formula al punt8(—1,3,1) y a la recta = {x ZZy— 8:
i j ok o

d(P,7) = [ornaP| _ ? :2 1 _|-3i+7j-18k+21k+9i-2j| _ |6i+5j+3k| _ V62+52+32

)= 7 J22+(=3)2+12 VA+9+1 - Jyia iz

_ V36+25+9 _ V70 _ 2—\/3
Vid Viz 14 7

d(r,s) = V5 unidades.

Segundo:

El haz de planoa perpendicular a las rectay s tiene por ecuacion general:
a=2x—3y+z+D =0.

De los infinitos planos del haz, el planor que contiene al punt®(—1,3,1)
es el que satisface su ecuacion:

a=2x—3y+z+D =0

P(—1,3,1)}=>2'(_1)_3'3+1+D:0;

—2-94+1+D=0;,-10+D=0=>D=10>n=2x—-3y+2z+10=0.

El puntoQ, interseccion de la rectacon el planar es el siguiente:

n=2x—3y+z+10=0 ]
x =-—-8+4 24
rE{y=12—3/1 =
z=2A

=2(—8+21)—3(12—=31) + 1+ 10 = 0;

—16+41—-36+914+ 1+ 10 =0; 141 = 42;

1=3 =0(-23,3).

La distancia pedida entre las rectas es la misma que la distancia entre los punt
Py Q, o sea, el modulo del vectBg.

PQ=[P-Q]=[(-1,31)—(-2,3,3)] = (1,0,-2).
d(r,s) = |PQ| = J12 + (=2)2 =V1 + 4 = V5.

d(r,s) = V5 unidades.
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sen (2x)+(1-x)%-1
L (cosx)

39) Calcule, aplicando la regla de L'Hopital, el Iirﬂim%
xX—

. sen(2x)+(1-x)%-1  0+1-1
lim (2x)+(1-x) _

= % = Indet.= {L'Hopital} =

x—0 L (cosx) L1
. 2-cos (2x)+2-(1—x)-(—1 . . cos (2x)—1+x
= lim ( )_Sgn(x > _ —2-limcosx - 11m¥ =
x—0 —_— x—0 x—0 sen x

Cosx

= 2. im0t 5 170 5.0 Indet. = {L'Hopital} =
x—0 senx 0 0

= _2.1im —2-sen (2x)—0+1 __9. —-2:0+1 _—
x—0 cos x 1

. sen (2x)+(1-x)?-1 _
chlir(l) L (cosx) -

—2.
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4°) @) Calcule los puntos en los que las curyas e* ey = —x? cortan a la rectas
x=0yx=1.

b) Calcule el area de la region plana limitada por las cyrvag* ey = —x?2 y por
las rectax = 0y x = 1.

a)

— X — X
y_e}:e0=1:AmJ) y_e}:el=e:BO£)
x=0 x=1

A2 — 42
Y= x}$4ﬂ=0:0mﬁ) Y= x}:—ﬂ=—1zcmﬁn.

x=0 x=1 e

b)

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que se indic
en la figura adjunta.

YA

S:folex.dx_fol_xz 'dxzfolex'dX+f01x2 'dX:fol(ex-I-xz)-dx:

371 3 3 _
=[ex+x—] =(e1+1—)—(e"+0—)=e+l—1—0=e—z=3e -,
31, 3 3 3 3 3

S = 3"’3‘2 =~ 2,05 u2.
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59 Una asociacion deportiva tiene 1.000 socios, el 40 % de ellos mujeres. Esta
repartidos en tres secciones y cada socio solo pertenece a una seccién. En la secciol
baloncesto hay 400 socios, 120 de ellos mujeres, en la de natacion hay 350 socios, 1
de ellos mujeres, y en la de tenis estan el resto de los socios. Calcule la probabilid
de que un socio seleccionado al azar sea varon y de la seccion de tenis.

Mujeres = 40 % de 1.000 = 400. Hombres = 1.000 — 400 = 600.
saonceso =+ ({0TS). ataion= (2015
Tenis = {100 mujeres }
150 hombres
% - p=0,4-%=0,12
% - P=0.4'%=O,18
% X p=0,4-%=0,10
% - p=0,6-%=0,28
% - p=0,6-%=0,17
0 p=06 0 =015

600

P=P(WVNT)=PWV)-P(T/V)=06-2=0,15.
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