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La prueba consta de dos opciones A y B, de las cuales el alumno debera elegir ur
Cada opcidén consta de 4 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones dif
rentes, se considerara como elegida la correspondiente al primer ejercicio presenta
por el alumno. Cuando la solucion de una cuestion se base en un célculo, éste deb
incluirse en la respuesta dada.

OPCION A
0 1 1

1°) Sea la matrid = ( a 0 a) gue depende del parametr& R.
-2 a 0

a) Determine el rango de la matriz A segun los valores del parametro

X 1
b) Paraa = 1 resuelva, si existe solucion, la ecuacién matrid:ia(y) = <1>

z 1
a)
0 1 1
Al=la 0 a|=a?*—-2a=0; a(a—2)=0>a, =0,a, = 2.
-2 a 0
a+0 _
Para{ ¢2}=>RangA—3.
0 1 1 0 1
Paraa=0=>A=( 0 0 O =>|_2 0|¢0.
-2 0 0
0 1 1 1 1
Paraa=2=A=(2 0 2 =>|0 2|;t0.
-2 2 0
a=20 .
Para {a _ 2} = Rang A = 2.
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b)
0O 1 1 X 1 y+z=1
Paraa=1=><1 0 1>-<y>=<1>=> x+z=1}.
-2 1 0 z 1 —2x+y=1

El sistema resultante es compatible determinado. Resolviendo por la regla d
Cramer:

11 1 0 1 1
10 1 1 1 1
1+1-1 1 _ 1-242 1
_l1 1 ol _ -1 __1 y=1l2z 1 o _ —1__q
1-(1-2) -1 -1 -1 -1 -1
0 1 1
1 0 1
_ 1-2-1 -2
g =12 1 1l _ —2_9
-1 -1 -1

Solucion:x =y =—-1,z = 2.
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2°) Sean los punto&(2,0,1) y B(2,0,3) y la rectar dada por el punt6(1,0,2) y el
vectorv, = (—1,0,0). Determine los punta® de la recta para los cuales el area del
trianguloABP es 2.

x=1—-41
La expresion de por unas ecuaciones parametricas Es{y =0
z=2

Los puntos de son de la form®(1 — 4,0, 2).

Los puntos4, B y P determinan los siguientes vectores:
AP =[P—Al=[(1-1,0,2)—(2,0,1)] = (-1 —1,0,1).
BP=[P-B]=[(1-10,2)—(2,0,3)] = (-1 —1,0,—1).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad de
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

A, i ik
SABP=E-|AP><BP|=5- -1-1 0 1| =2;
-1-212 0 -1

I(m1=-AD)j+(1-Dj|=4; |2+2Dj|=4=>[1+1=2=>

:_itiié}ﬁfh =1= P;(0,0,2); 1, =—-3= P,(4,0,2).

Los puntos de r que cumplen la condicion pedida son P;(0,0,2) y P,(4,0,2).
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0 7 _ _(—x si x<0
3°) Sea la funciofi(x) = |x| = { X six>0
a) Estudie la continuidad y la derivabilidad fiex).

b) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimientof @ y justifique si en el
puntox = 0 la funciénf (x) tiene un minimo relativo.

¢) Dibuje el recinto plano limitado entre las funciofi€s) = |x| y g(x) =2 —x?y
calcule su éarea.

a)
La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

lim f(x) =lim(—x) =0
x—-0~ x—0

Parax =0 = lim ]t'(x):]Hn_x:()Zf(O)ﬁ
x>0+ x—0

> lim f(x) = lim f() = £(0).

La funcion f(x) es continua para x = 0.

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad es
dudosa y se estudia a continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales en ese punto.

-1 si x<0
1 si x>0

-1 si x<0
1 si x>0

fa) ={ >x=0=f(0)=]
= f'(07) # f'(0") = La funciénf (x) no es derivable en= 0.

La funcién f(x) es derivable en R — {0}

b)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivac
es positiva 0 negativa, respectivamente, en ese punto.

, _(—1six<0
f(x)‘{1 six=>0



Teniendo en cuenta el domino de la funcién, quR(¢3 = R, los periodos de
crecimiento y decrecimiento de la funcién son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(0, + ).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o0,0).

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién y los periodos de crecimiento \
decrecimiento se deduce que:

La funciéon f(x) tiene un minimo absoluto en el punto 0(0,0).

c)
Los puntos de corte entre las funciofiés) = |x| y g(x) = 2 — x? se obtienen
de la ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones.

_ 2 2 _
= = x| =2— 2=>{x<0"_x—2_x =X —x—Z—O}:
fG)=gx) = |x| YT l>0ox=2—-x2 xZ4x-2=0

x=—-1- A(-1, 1)}. f(x) = |;x|/

. vagx) =2-x?
x=+1- B(1,1) |

/

La funciong(x) = 2 — x? es una para-
bola concavdn) con vértice e (0, 2).

La representacion grafica de la situacion
es, aproximadamente, la que figura en el dibujo / 1
adjunto. |

™7

Teniendo en cuenta la simetria de las funcigifes = |x| y g(x) = 2 — x?y
de la observacién de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S=2-[[g00) = f()] dx=2-[][(2—x*) —x] - dx =

=2-f01(—x2—x+2)-dx=2-[—%3—?2+2x]0=2-[(—1—%+2)—O] =

—.23%12 7~ 933
6 3

S =§u2 =~ 2,33 u?.
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4% En un centro comercial el 35 % de los clientes utiliza carro. El 70 % de los que
utilizan carro son hombres y el 40 % de los que no utilizan carro son mujeres.

a) Calcule la probabilidad de un cliente elegido al azar sea muijer.

b) Sabiendo que un cliente elegido al azar ha sido hombre, ¢ qué probabilidad hay
que utilice carro?

a) —p=035-0,7 = 0,245

>p=035-03=0,105
> p=065-06=0,390
>p=065-04=0260

P=P(M)=P(C)-P(M/C)+P(C)-P(M/D)=035-0,3+0,650,4=

= 0,105+ 0,260 = 0,365.

b)
_ __ P(CNH) _ P(C)-P(H/C) _ 0,35:0,7 _
P=P(C/H) = P(H) ~ P(C)-P(H/C)+P(C)-P(H/D)  0,35-0,7+0,65:0,6
0245 _ 0245 _ 0,3858.

"~ 0,24540,390 0,635
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OPCION B

1 0 1 1 0 1
1°) Considere las matricds= <2 2 2) yB = <1 1 1>.
0 -1 1

a) Calcule la matriX tal queX = A%? + B% — 2AB.

b) Halle la inversal~! de la matriz A.

2 2 4
= ( 8 8 12).
-2 0 O

1 -1 2 1 1 2 2 2 4
X=A2+B2—2AB=<6 2 8>+<2 2 3)—(8 8 12).
-2 -3 1 1 2 2 -2 0 O

0 -2 -1
X=A2+B2—2AB=<O —4 —1).

1 -1 3
b)
Se obtiene la inversa de la matriz A por el método de Gauss-Jordan.
1 0 111 0 O
(AII)=<2 2 2|0 1 0>=>{F2—>F2—2F1}=>
0 —1 110 0 1
1 0 111 0 0 1 0 111 0 0
=><0 2 0[-2 1 0>:>{F2<—>F3}:><0 -1 1[0 0 1)=>
0 -1 110 0 1 0O 2 0-2 1 0




N[ =

10 1|1 0 0
=>{F2—>—Fz}=><0 1 —-1/0 0 —1>=>{F3—>F3—2F2}=>
02 0l-2 1 o0
10 111 0 0 10 1(1 0
=><0 1 —1|o0 o —1):{1«3—%1«3}:(0 1 —-1/0 0
00 2l-2 1 2 00 1l-1
1 —
F, > F, —F, 1 0 o]?2 . 1
=>{Fz_’Fz‘|‘F3} 0 1o~ 5 0
00 1-1 & 1

k*kkkkkkkkk



o _ X3 _y-5 __z-2 _ X—y—z=2
2°) Sean las rectas= == _{2x+2y_2=4.

a) Estudie la posicion relativa de dichas rectas.

b) Halle la distancia entre ambas rectas.

a)
La expresion de mediante unas ecuaciones continuas es la siguiente:
rEx—3:y—5:z—2${—x+3=3y—15}$ E{x+3y=18.
3 -1 4 4x —12=3z—-6 4x —3z=6
x+3y =18
. : 4x —3z=6
Las rectag y s determinan el siste y_—z=2
2x+2y—z=4
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
1 3 0 1 3 0 18
4 0 =3 , _[4 0 -3 6
M=11 -1 -1 JYM=11 21 21 2
2 2 -1 2 2 -1 4
Segun sean los rangosMey M' pueden presentarse los siguientes casos:
1—Rang M = 3,Rang M' = 4 = Se cruzan.
2 —Rang M = 3,Rang M' = 3 = Se cortan.
3—Rang M = 2,Rang M' = 3 = Son paralelas.
4 — Rang M = 2,Rang M' = 2 = Son coincidentes.
1 3 0
RangOdeMi{Fl‘FFg=F4}${F1,F2,F3}: 4 0 —3 =
1 -1 -1
=—-9-34+12=0= Rang M = 2.
LSy
Rang M' = >{FB>FR-F >
-1 -12 F, » F, — 2F
2 2 -1 4 4 4 1
1 3 0 18 F — —1F 1 3 0 18
=>0—12—3—66=>FZ_)3FZ:>041 22 _
0 -4 -1 -16 F3_’_F3 0 4 1 16
0 —4 -1 -32 AR 0 4 1 32



1 3 0 18 ) 1 3 0 18
=>{Fg—>F3—FZ}=> 0 4 1 22 :{F3_’_3F3}:> 0 4 1 22)_
F, > F, —F, 0 0 0 —6 F, > iF, 00 0 1

0 0 0 10 00 0 1
1 3 0 18
:(0 4 1 22>=>RangM’=3.
0 0 0 1

Las rectasr y s son paralelas.

De otra forma:

La expresion de la rectgpor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

—yv—z=2
sz{x y-z >z=41>

x—y=2+4/1}x—y=2+4)L}:>
2x+2y—z=4 2x +2y =4+ 41

xX+y=2+2A1

=>2x=4+6A x=2+31. y=x—41-2=2+31—-41-2=-21>

x =2+ 31
=S5 = {y =—-1 . Un vector director de esv, = (3,—1,4).

zZ =42

. -3 -5 -2 —
Un vector director de = x3 === 24 esv, = (3,—1,4).
Al ser linealmente dependiente los vectares v, las rectag y s son paralelas
o coincidentes. Un punto deesP(2,0,0), no pertenecem@por no satisfacer su ecua-
cion, por lo que se deduce que:

Las rectas r y s son paralelas.

b)
La distancia entre las rectas paralelas es equivalente a la distancia del punto
P(2,0,0) € s a la recta.

La distancia de un punto a una recta puede
determinarse teniendo en cuenta que el area del pa- —
ralelogramo que forman dos vectores es el médulo AP.
de su producto vectorial y, de forma geométrica, es
el producto de la base por la altura.

Un punto de la recta= x: = y__ls = Z;Z esA(3,5,2).

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.



5= |”riAP|} = [5r AAB| = [7;] - h = h = d(P,r) = 2220
S = |vr| -h [Ur |
Aplicando la formula al puntd y a la recta:
AP = [P — A] = [P(2,0,0) — (3,5,2)] = (—1,-5,-2).
i j k
. 3 -1 4
d(P ) _ |vinaP|  ||[_1 _5 _oll _ I2i-4j-15k—Kk+20i+6j| _ [22i+2j-16k|
)= oyl J32+(-1)2+42 Vori+ie - V26 -
_ 211i+j-8k| _ 2 J112+124(-8)2 2 V121+1+64 _ 2V186 _ 2V/93 _ 2V1.209
B V26 B V26 B v26 V26 V13 13
d(r,s) = V1299 yinidades.
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3°) Sea la funciofi(x) = x - Lx parax > 0.

a) ¢, Se puede definfi(0) para qug (x) sea continua por la derechaxde 0?
b) Estudie los maximos y minimos relativosfde) parax > 0.

c¢) Halle, si existe, la recta tangentg(@) enx = 1.

d) Calcule una primitivd'(x) de la funcionf (x) = x - Lx.

a)
. . . L —o00 —00
lim, f(x) = lim (x - Lx) = 0+ (=) = Indet.= xll)rngTx &5~ =
1
= Indet.= {L'Hopital} > lim %= —lim x = 0.
x—-0%t >z x-07t
£(0*) = 0.

b)

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad

Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

f’(x)=1-Lx+x-%=1+Lx.
ff(x)=0=1+Lx=0; Lx=—1=>x=e—1=§,

7 - - 1
= e > 0 = Minimo relativo para x = -

[ =1 Q) =

o r| -

f(%) — i .Le 1l = —i = Minimo: A e,—l).

e

Parax = 1 lafuncibneg(1) =1-L1=1-0=0.
El punto de tangencia &£1,0).

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su derivac
en ese punto:



f'fx)=1+Lx=>m=f'(1)=1+L1=1+0=1.
La ecuacion de la recta punto-pendienteyes:y, = m(x — x,).
y—-0=1-(x—1)=x—-1.

La recta tangente pedidaest =x —y —1 = 0.

d)

u=Lx—>du=-~dx 2 21
F(x)=[x-Lx-dx= oot =lx—[=-=-dx=
x-dx=dv—>v=x7 2 =

2 2 2 2
=x—-Lx—l-fx-dx=x—-Lx—l-x—+C=x—-(2Lx—1)+C.
2 2 2 2 2 4

Fo=% QL -1 +C,
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49) Se estima que en una partida de bombillas el 10 % son defectuosas. Si se eliger
azar 6 bombillas de esa partida, calcule:

a) La probabilidad de que ninguna sea defectuosa.
b) La probabilidad de obtener mas de 2 defectuosas.

¢) La media y la desviacién tipica de la distribucion.

a)

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
1 9
Defectuosa:p = e No defectuosa: q = o "= 6; r=0.

Sabiendo que la féormula de la probabilidad de la distribucion binomiakes

(%) p" - g™ 1a probabilidad pedida es:

p= (8) - (1—10)0 - (1)6 —1-1-0,95 = 0,531441.

10

b)
El suceso contrario a “obtener mas de 2 defectuosas” es “obtener como much
2 defectuosas”.

P=1-[@) GG O @G ) @) G-
=1- (0531441 +6-0,1-0,95 +——-0,01-0,9*) =
= 1—(0,531441 + 0,354294 + 15 - 0,01 - 0,9%) =
= 1 - (0,885735 + 0,098415) = 1 — 0,984150 = 0,01585.

c)

En una distribucién normal de las siguientes caracteristicas:

Mediaesu =n-p=6-0,1=0,6.

Desviacion tipicas = \/n-p-q =+6-0,1-0,9 = /0,54 = 0,7348.
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