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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
La prueba consta de dos opciones A y B, de las cuales el alumno deberá elegir una. 
Cada opción consta de 4 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones dife-
rentes, se considerará como elegida la correspondiente al primer ejercicio presentado 
por el alumno. Cuando la solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá 
incluirse en la respuesta dada. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) �) Discute, en función del parámetro �, el sistema 
     � + � − � = 1� + �� + �� = 1�� + 3� + � = ��. 


) Resuelve el sistema para � = 2. 
 

----------  �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son las siguientes: 
 

 � = �1 1 −11 � �� 3 1 � y �� = �1 1 −11 � �� 3 1      11��. 

 
 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
 

 |�| = �1 1 −11 � �� 3 1 � = � − 3 + �� + �� − 3� − 1 = 2�� − 2� − 4 = 0;  
 �� − � − 2 = 0;  � = �±√���� = �±√�� = �±�� ⇒ �� = −1; �� = 2.  

 !�"� #� ≠ −1� ≠ 2 % ⇒ &�' � = &�' �� = 3 = 'º )'*ó,. ⇒ .. /. 0.  
 

 Para � = −1 es �� = � 1 1 −11 −1 −1−1 3 1      11−1� ⇒ 1/� = /23 ⇒ &�', �� = 2. 
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      Para � = 2 es �� = �1 1 −11 2 22 3 1      112� ⇒ 1/� = /23 ⇒ &�', �� = 2. 

 !�"� #� = −1� = 2 % ⇒ &�' � = &�' �� = 2 < 'º )'*ó,. ⇒ .. /. 5. 
 
)  

 Para � = 2 el sistema es 
     � + � − � = 1� + 2� + 2� = 12� + 3� + � = 2�, que es compatible indeterminado, 

según al apartado anterior; despreciando una de las ecuaciones (tercera) y parametri-
zando una de las variables (z), resulta: 
   � + � = 1 + 6  � + 2� = 1 − 267     −� − � = −1 − 6� + 2� = 1 − 26 7 ⇒ � = −36.  

 � = 1 + 6 − 8−36) = 1 + 46. 
 

.9:;*)ó': =� = 1 + 46  � = −36      � = 6           , ∀6 ∈ &. 

 
********** 
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A " 

π 

!81, 1, 2) 

C 

2º) Una nave espacial sigue una trayectoria aproximadamente recta dada por la ecua-
ción " ≡ � + 1 = E� = 2� + 1. Se acerca a un asteroide situado en el punto !81, 1, 2). 

Calcule: 
 �) La distancia mínima a la que la nave pasa del asteroide. 
 
) El punto de la trayectoria de la nave más cercano al asteroide. 
 

---------- �, 
)  

 La recta " puede expresarse de la forma: " ≡ � + 1 = E� = F�GHGH . 

 
 Un vector director de la recta " es IJKKK⃗ = 82, 4, 1). 
 

El haz de planos perpendiculares a " es: M ≡ 2� + 4� + � + 0 = 0. 

La expresión de " por unas ecuaciones paramétricas es " ≡ N� = −1 + 6� = 26         � = −GH�GH6  . 
 
 De los infinitos planos del haz M, el plano O que contiene al punto !81, 1, 2) es 
el que satisface su ecuación: 
 

 
M ≡ 2� + 4� + � + 0 = 0                               !81, 1, 2)7 ⇒ 2 · 1 + 4 · 1 + 2 + 0 = 0 ⇒ 0 = −8 ⇒ 

 ⇒  O ≡ 2� + 4� + � − 8 = 0. 
 
 El punto B, intersección de " con O es la solución del sistema que forman: 
 O ≡ 2� + 4� + � − 8 = 0

               " ≡ N� = −1 + 6� = 26         � = −GH�GH6  ⎭⎬
⎫ ⇒ 28−1 + 6) + 4 · 26 − �� + �� 6 − 8 = 0;  

 −4 + 46 + 166 − 1 + 6 − 16 = 0;   216 − 21 = 0;  
 

6 − 1 = 0 ⇒ 6 = 1. " ≡ N� = −1 + 6� = 26         � = −GH�GH6  ⇒ 

  

⇒ 6 = 1 ⇒ N� = −1 + 1 = 0            � = 26 = 2 · 1 = 2      � = −GH�GH6 = −GH�GH = 0V ⇒ A80, 2, 0).  
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 La distancia pedida del punto ! a la recta " es equivalente a la distancia entre los 
puntos ! y B, o sea el módulo de W!AKKKKK⃗ W: 
 

        C8!, ") = W!AKKKKK⃗ W = X80 − 1)� + 82 − 1)� + 80 − 2)� = √1� + 1� + 2� = √6. 
 Y� C)Z[�'*)� \í')\� C^ :� '�I^ �: �Z[^"9)C^ ^Z C^ √6 ≅ 2,45 ;')C�C^Z. 
 a: b;'[9 A80, 2, 0) ^Z ^: b;'[9 C^ :� ["��^*[9")� \áZ *^"*�'9 � !81, 1, 2). 

 
********** 

  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



3º) �) Estudie el dominio, las asíntotas y los periodos de crecimiento y decrecimiento 

de la función d8�) = �eH��ef�. 

 
) Represente la gráfica de d8�) utilizando el apartado anterior. 
 *) Calcule el área del recinto limitado por la función d8�), el eje de abscisas (OX) y 
las rectas � = −1 � � = 1. 

----------  �)  
 Por tratarse de una función racional su dominio es el conjunto de los números 
reales, excepto los valores reales de � que anulan el denominador. 
 

 �� + 2� − 8 = 0;   � = f�±√2���� = f�±√�g� = f�±g� ⇒ �� = −4, �� = 2. 

 08d) ⇒ & − 1−4, 23. 
 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de � que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores reales 
de � que anulan el denominador. 
 Y�Z "^*[�Z � = −4 � � = 2 Z9' �Zí'[9[�Z I^"[)*�:^Z. 

 
 Asíntotas horizontales: Son de la forma � = h; son los valores finitos que toma 
la función cuando � tiende a ± ∞: 
 

 h = lime→n d8�) = lime→n �eH��ef� = 0. 

 Y� "^*[� � = 0 8^o^ p) ^Z �Zí'[9[� ℎ9")�9'[�: C^ :� d;'*)ó'. 

 
 Asíntotas oblicuas: son de la forma � = \� + ', 1\ ≠ 0, \ ≠ ∞3 siendo: 
 

 \ = lime→n r8e)e  y ' = lime→n sr8e)e − \�t. 
 

 \ = lime→n r8e)e = lime→n
GuHvHuwxe = lime→n �e8eH��ef�) = 0. 

 y9 [)^'^ �Zí'[9[�Z 9
:)*;�Z. 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando el valor de su primera derivada 
es positiva o negativa, respectivamente. 
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d�8�) = f�·8�e��)8eH��ef�)H = f�·8e��)8eH��ef�)H. 
 
 Por ser 8�� + 2� − 6)� > 0, ∀� ∈ &, d�8�) es positiva o negativa cuando lo sea 
la expresión −28� + 1). 
 

 −28� + 1) = 0;   � + 1 = 0 → � = −1 ⇒ {d�8�) > 0 ⇒ � < −1d�8�) < 0 ⇒ � > −1. 

 
 Teniendo en cuenta el dominio de la función, los periodos de crecimiento y de-
crecimiento son los siguientes: 
 /"^*)\)^'[9: d�8�) > 0 ⇒ �|8−∞, −4) ∪ 8−4, −1). 

 0^*"^*)\)^'[9: d�8�) < 0 ⇒ �|8−1,2) ∪ 82, +∞). 

 
 Del estudio del crecimiento y decrecimiento se deduce que la función tiene un 
máximo relativo en el punto ~8−1, 0). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 *) 
 Teniendo en cuenta que todas las ordenadas de la función en el intervalo de la 
superficie a calcular son negativas, deben cambiarse los límites de integración para que 
la superficie sea, como es lógico, positiva. 
 . = � d8�)f�� · C� = � �eH��ef�f�� · C�.      (*) 

 
La integral indefinida de la superficie re resuelve del modo siguiente: 
 

� 

A 

� = −4  

� = 2 

O p 

d8�) � = 0 4  2  

2  

−2 

−2 

−4 

−4 −6 

4  

6  
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5 = � �eH��ef� · C�.   

 
 �� + 2� − 8 = 0 ⇒ �� = −4, �� = 2. �� + 2� − 8 = 8� + 4)8� − 2). 
 

     
�eH��ef� = �e�2 + �ef� = �ef����e�2�8e�2)8ef�) = 8���)e�8f���2�)eH��ef� ⇒        � + y = 0−2� + 4y = 1% ⇒  

 ⇒    2� + 2y = 0−2� + 4y = 1% ⇒ 6y = 1;  y = �g ; � = − �g. 

 

 5 = � �eH��ef� · C� = � � �e�2 + �ef�� · C� = �g · � � f�e�2 + �ef�� · C� = 

 = �g · 8−Y|� + 4| + Y|� − 2|) + / = �g · Y �ef�e�2� + /. 

 
 Sustituyendo el valor hallado en la expresión (*): 
 

 . = �g · sY �ef�e�2�t�
f� = �g · sY �f�f�f��2� − Y ��f���2�t = �g · �Y1 − Y ��� = 

 = �g · 80 − Y1 + Y5) = �g · Y5. . = �g · Y5 ;� ≅ 0,268 ;�. 

 
**********  
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4º) Se conoce que el ganado caprino padece un 10 % la tuberculosis. La prueba de 
tuberculosis caprina no es completamente fiable, ya que da un 10 % de positivos en 
cabras realmente sanas y también da negativo en el 5 % de cabras enfermas. 
 �) Calcule la probabilidad de que la prueba sea positiva. 
 
) Calcule la probabilidad de que una cabra elegida al azar esté sana sabiendo que en 
la prueba ha dado positiva. 

---------- 
 

 
 
 
 
 
 
 
 �)  
 ! = !8+) = !8a ∩ +) + !8. ∩ !) = !8a) · !8+/a) + !8.) · !8+/.) = 
 = 0,1 · 0,95 + 0,9 · 0,10 = 0,095 + 0,090 = 0,185. 

 
)  

 ! = !8./+) = �8�∩�)�8�) = �8�)·�8�/�)�8�)·�8�/�)��8�)·�8�/�) = �,�·�,���,�·�,����,�·�,�� =  

 = �,����,�����,��� = �,����,��� = ����� = ���� = 0,4865. 

 
********** 

0,9 

0,1 

0,95 0,05 

0,10 0,90 

a'd^"\�Z 

→ b = 0,1 · 0,95 = 0,095 

.�'�Z 

8+) 

8−) 

8−) 

8+) 

→ b = 0,1 · 0,05 = 0,005 

→ b = 0,9 · 0,10 = 0,090 

→ b = 0,9 · 0,90 = 0,810 
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OPCIÓN B 

1º) Considere las matrices ~ = � 2 1−1 1�  � A = �1 23 4�. 

 �) Demuestre que la matriz A tiene inversa y calcula ~f�. 
 
) Resuelve la ecuación matricial: ~p+A� = ~. 
 

---------- �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

        |~| = � 2 1−1 1� = 2 + 1 = 3 ≠ 0 ⇒ �;^C� C^\9Z["�C9 �;^ ~ ^Z )'I^"[)
:^. 

 8~/5) = � 2 1−1 1�1 00 1� ⇒ 1�� ↔ ��3 ⇒ �−1 12 1�0 11 0� ⇒  

 ⇒ 1�� → −��3 ⇒ �1 −12 1 �0 −11 0 � ⇒ 1�� → �� − 2��3 ⇒ �1 −10 3 �0 −11 2 � ⇒  

 

⇒ #�� → �� ��% ⇒ �1 −10 1 �0 −1G� H� � ⇒ 1�� → �� + ��3 = �1 00 1�G� wG�G� H� � ⇒  

 

⇒ ~f� = �G� wG�G� H� � = �� · �1 −11 2 �. 

 
)  ~p+A� = ~;   ~p = ~ − A�;   ~f� · ~ · p = ~f� · 8~ − A�) ⇒  
 ⇒ p = ~f� · 8~ − A�). 
 

 ~ − A� = � 2 1−1 1� − �1 23 4� · �1 23 4� = � 2 1−1 1� − � 7 1015 22� = 

 = � −5 −9−16 −21�.  

 

 p = ~f� · 8~ − A�) = �� · �1 −11 2 � · � −5 −9−16 −21� = �� · � 11 12−37 −51�. 

 p = �� · � 11 12−37 −51�. 

 
********** 
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2º) Sea " la recta dada por el punto !82, −4, 1) y el vector I⃗ = 83, −4, 0), y el plano O ≡ 7� − � = 8. 
 �) Demuestre que " � O se cortan y calcule el ángulo que forman. 
 
) Calcule el plano que contiene a " y es perpendicular a O. 
 

---------- �)  
 Un vector normal del plano O es 'K⃗ = 87, −1, 0). 
 
 El vector director de " y el vector normal de O son linealmente independientes 
por no tener proporcionales sus componentes, por lo cual: 
 Y� "^*[� " � ^: b:�'9 O Z9' Z^*�'[^Z. 

 
 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 Por definición de producto escalar: 'K⃗ · IJKKK⃗ = |'K⃗ | · |IJKKK⃗ | · cos �. 
 

 cos � = �K⃗ · ¡KKKK⃗|�K⃗ |·| ¡KKKK⃗ |. Por ser M � � complementarios: Z^' M = �K⃗ · ¡KKKK⃗|�K⃗ |·| ¡KKKK⃗ |. 
 

 Z^' M = 8�,f�,�)·8�,f2,�)X�H�8f�)H��H·X�H�8f2)H��H = ���2√2���·√���g = ��√��·√�� = ��√�.��� = 

 = ���√�·� = �√� = √�� ⇒ M = �"* Z^' √�� = 45°. 
  Y� "^*[� " � ^: b:�'9 O d9"\�' ;' á',;:9 C^ 45°. 
 
)  

El plano � que contiene a " y es perpendicular a O tiene como vectores directores 
al vector normal de O y al vector director de "; su expresión general de � es: 

 

�8!; IJKKK⃗ , 'K⃗ ) ≡ �� − 2 � + 4 � − 13 −4 07 −1 0 � = 0; −38� − 1) + 288� − 1) = 0;  

IJKKK⃗  'K⃗  

" 

M 
� !"9�^**)ó' C^ " 

O 
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−258� − 1) = 0;   � − 1 = 0  � ≡ � − 1 = 0. 

 
********** 
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3º) �) Estudie los extremos relativos (máximos y mínimos) y los puntos de inflexión 
de la función d8�) = � · ^fe. 
 
) Calcule la primitiva �8�) de la función d8�) = � · ^fe que cumple �80) = 0. 
 

---------- �)  
 La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo, máximo 
o mínimo, es que se anule su primera derivada: 
 
 d�8�) = 1 · ^fe − � · ^fe = ^fe81 − �). 
 d�8�) = 0 ⇒ ^fe81 − �) = 0;  ^fe ≠ 0, ∀� ∈ &;   1 − � = 0 ⇒ � = 1. 

 
Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada: 

si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un mínimo y, si es 
negativa, de un máximo. 

 d��8�) = −^fe · 81 − �) + ^fe · 8−1) = −^fe81 − � + 1) = ^fe8� − 2). 
 

 d��81) = ^f�81 − 2) = −^f� = − �£ < 0 ⇒ �á�)\9 "^:�[)I9 b�"� � = 1. 

 d81) = 1 · ^f� = �£   ⇒   �á�)\9: ! �1, �£�.  

 
 Para que una función tenga un punto de inflexión es condición necesaria que se 
anule su segunda derivada y sea distinto de cero la tercera derivada para los valores 
que anulan la segunda. 
 d��8�) = 0 ⇒ ^fe8� − 2) = 0;   � − 2 = 0 ⇒ � = 2. 

 d���8�) = −^fe · 8� − 2) + ^fe · 1 = −^fe81 − � + 2) = ^fe8� − 3). 
 d���82) = ^f�82 − 3) ≠ 0 ⇒ !;'[9 C^ )'d:^�)ó' b�"� � = 2. 
 d82) = 2 · ^f� = �£H   ⇒   !;'[9 C^ )'d:^�)ó': � �1, �£H�.   

 
)  �8�) = � d8�) · C� = � � · ^fe · C� ⇒ # ; = � → C; = C�CI = ^fe · C� → I = −^fe% ⇒  

 ⇒ � · 8−^fe) − � −^fe · C� = −� · ^fe + � ^fe · C� = −� · ^fe − ^fe + / =  
 = −^fe · 8� + 1) + / = �8�). 
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 �80) = 0 ⇒ −^f� · 80 + 1) + / = 0; −1 + / = 0 ⇒ / = 1. 
 �8�) = −^fe · 8� + 1) + 1. 

 
********** 
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4º) La edad de los habitantes de Altojardín se distribuye normalmente, con una media 
de 36 años y una desviación típica de 12 años. 
 �) Calcule el porcentaje de habitantes de Altojardín entre 30 y 48 años. 
 
) ¿Qué edad tiene la Reina de Altojardín sabiendo que el 67 % de los habitantes tiene 
más edad que la Reina? 

----------  �)  0�[9Z:  ¤ = 36;   ¥ = 12. 
 p → y8¤;  ¥) = y836;  12). 

 

Tipificando la variable: ¦ = §f¨© = §f�g�� . 

 ! = !830 ≤ ¦ ≤ 48) = ! ���f�g�� ≤ ¦ ≤ 2�f�g�� � = ! �fg�� ≤ ¦ ≤ ����� =  

 = !8−0,5 ≤ ¦ ≤ 1) = !8¦ < 1) − «1 − !8¦ < 0,5)¬ =  
 = !8¦ < 1) − 1 + !8¦ < 0,5) = 0,8413 − 1 + 0,6915 = 1,5328 − 1 = 0,5328. 
 ­)^'^' ^'["^ 30 � 36 �ñ9Z ^: 53,28 % C^ :9Z ℎ�
)[�'[^Z C^ ~:[9o�"Cí'. 

 
)  b°p > a± = 0,67 ⇒ b �§f�g�� ≥ �f�g�� � = 0,67. 

 
 Mirando en el interior de la tabla dada de las 
áreas limitadas por la curva y80, 1), con el valor de 0,67 se obtiene: 0,44. 
 

 − �f�g�� = 0,44; −a + 36 = 5,28 ⇒ a = 36 − 5,28 = 30,72. 

 Y� ^C�C C^ :� "^)'� ^Z, �b"9�)\�C�\^'[^, C^ 31 �ñ9Z. 

 
********** 

 

O a − 3612  (negativo) 

0,67 
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