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Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

La prueba consta de dos opciones A y B, de las cuales el alumno debera elegir ur
Cada opcidén consta de 4 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones dif
rentes, se considerara como elegida la correspondiente al primer ejercicio presenta
por el alumno. Cuando la solucion de una cuestion se base en un célculo, éste deb

incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

1°) a) Discute, en funcidn del parametrpel sistema + ay +az =1

x+y—z=1}

ax+3y+z=a

b) Resuelve el sistema para= 2.

a)

a’*—a—2=0;a

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son las siguientes:

1 1 -1 1 1 -1 1
M=<1 a a)yM’=<1 a a 1).
a 3 1 a 3 1 a

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

1 1 -1
IM|={1 a a|=a—-3+ad*+a*’-3a—-1=2a*-2a—-4=0;
a 3 1

1+V1+8 _ 14V9 _ 143
= > = > :2$a1:—1;a2:2_

a#—1

Para{ }=>RanM=RanM’=3=n9incc’)g.=>S.C.D.
a+ 2

1 1 -1 1
Paraa = —1 esM’=< 1 -1 -1 1 >:>{61:C4}:RangM’=2.
-1 3 1 -1
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1 1 -1 1
Paran = 2 esM’ = (1 2 2 1) = {C; = C,} > Rang M' = 2.
2 3 1 2

a=-1

Para{azz

}=>RanM=RanM' =2 < n%incég.= S.C.1I.

b)
x+y—z=1
Paraa = 2 el sistema es + 2y + 2z = 1}, que es compatible indeterminado,
2x+3y+z=2
segun al apartado anterior; despreciando una de las ecuaciones (tercera) y parame
zando una de las variables (z), resulta:

x+y=1+121 —x—-y=-1-—-41 _
x+2y=1—2/1} x+2y=1—2/1}:>y_ 34

x=1+21—(=31) =1+ 441

x=1+447
Solucion: {y =-31 ,VAER.
z=A
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2°) Una nave espacial sigue una trayectoria aproximadamente recta dada por la ect
cionr=x+1-= % = 2z + 1. Se acerca a un asteroide situado en el pritol, 2).

Calcule:
a) La distancia minima a la que la nave pasa del asteroide.

b) El punto de la trayectoria de la nave mas cercano al asteroide.

a,b)

1
zZ+=
La rectar puede expresarse de laformes x + 1 = % = <%

N | R

Un vector director de la rectaesv, = (2,4, 1).

El haz de planos perpendiculareses:a = 2x + 4y +z+ D = 0.

x==-14+41
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es{ ¥ = 24
z = —2+1A

De los infinitos planos del haz el planor que contiene al punt®(1,1,2) es
el que satisface su ecuacion:

a=2x+4y+z+D =0
P(1,1,2)

}=>2-1+4-1+2+D=0=>D=—8=>
> n=2x+4y+z—-8=0.
El punto B, interseccion deconm es la solucion del sistema que forman:

n52x+4y+z—8=0\

x=-1+21 1,1 _ Q.
=1y =22 :>2(—1+/1)+4'2/1—E+E/1—8—0,
z=—2+:A
T
—4+41+161—1+1—-16=0; 211 —21 = 0;
x=—-1+41
A-1=0=21=1. r=4{y=24 =
Z=—%+%)l
x=—1+1=0
S>A=1={y=21=2-1=2 = B(0,2,0).

— 1,19 — _1 .1 _



La distancia pedida del pun®oa la rectar es equivalente a la distancia entre los
puntosP y B, o sea el médulo d€B|:

d(P,m)=|PB|=(0-1)2+ (2—-1)2+ (0—2)2 =V1Z+ 12+ 2% = /6.

La distancia minima de la nave al asteroide es de V6 = 2,45 unidades.

El punto B(0, 2,0) es el punto de la trayectoria mas cercano a P(1,1, 2).
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3°) a) Estudie el dominio, las asintotas y los periodos de crecimiento y decrecimientc
., 1
de la funCIOrf(X) = Ziarg’

b) Represente la gréfica d€x) utilizando el apartado anterior.

c) Calcule el area del recinto limitado por la funcfdm), el eje de abscisas (OX) y
las rectax = -1y x = 1.

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es el conjunto de los nimero
reales, excepto los valores reales apie anulan el denominador.

x2+2x—8=0; x =

—24Va¥32 _ -2+36 _ —246
2 o T2

> :X1:_4,xZ=2.

D(f) = R —{—4,2}.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgue hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores reale
dex que anulan el denominador.

Las rectas x = —4 y x = 2 son asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Son de la forgna k; son los valores finitos que toma
la funcion cuanda tiende at oo:

k—hmf(x)—ll — =0

0 X2+2x—8

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcidn.

Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, {m # 0, m # o} siendo:

m=11mf()yn—lm 1) mx].
X—oo X X—00 X
1
m = lim L% = Jim 2228 = — =
x—o0o X X—00 x x—00 xX(x24+2x—8)

No tiene asintotas oblicuas.

Una funcion es creciente o decreciente cuando el valor de su primera derivad
es positiva 0 negativa, respectivamente.



’ _ —1(2x+2)  —2:(x+1)
f (x) T (x2+2x-8)2  (x2+2x-8)2°

Por sel(x? + 2x — 6)? > 0,Vx € R, f'(x) es positiva 0 negativa cuando lo sea
la expresion-2(x + 1).

ffx)>0=>x< -1

—2(x+1) =0; x+1=0—>x=—1=>{f,(x)<0:>x>_1.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, los periodos de crecimiento y de:
crecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—o,—4) U (—4,—1).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—1,2) U (2, +0).

Del estudio del crecimiento y decrecimiento se deduce que la funcion tiene un
maximo relativo en el punté(—1,0).

t oo
,,,,,,,, . I |
: |
,,,,,,, | 4 | I
| |
| |
——————— - | i
| |
,,,,,,, : 2 {
,,,,,,, | | f() |
| |
! __/y=0: 2 Ao | ———
—6 —4: :2 4 6x
i | e
: | x=2
x =—4 i —2 |
<ﬂ\\\: L/ ,,,,,,,
i —4 \I |
| | |
Y T B m —
| | |

c)
Teniendo en cuenta que todas las ordenadas de la funcién en el intervalo de
superficie a calcular son negativas, deben cambiarse los limites de integracion para g

la superficie sea, como es logico, positiva.

1
x%2+2x—8

S= @ dx= [ dx. ()

La integral indefinida de la superficie re resuelve del modo siguiente:



1
I'= fx2+2x—8.dx'
x2+2x—8=0=>x; = —4,x, = 2. x2+2x—8=(x+4)(x—2).

1 M N  Mx-2M+Nx+4N _ (M+N)x+(-2M+4N) M+ N = 0}
(x+4)(x-1) x2+2x—8 —2M + 4N =1

x2+42x-8  x+4 x—2

2M +2N =0 1 _ 1
—2M+41v=1}:’6N‘1 N=25M=-z

= Pt () = (e ) -

x24+2x-8

E| +C.
+4

= (—Llx+4/+Llx—2D+C==-L

Sustituyendo el valor hallado en la expresion (*):

s=4 [, =5 PR - e =2 () =

== (0—L1+1L5) =15
S=%-L5u2 ~ 0,268 u2.
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4°) Se conoce que el ganado caprino padece un 10 % la tuberculosis. La prueba
tuberculosis caprina no es completamente fiable, ya que da un 10 % de positivos ¢
cabras realmente sanas y también da negativo en el 5 % de cabras enfermas.

a) Calcule la probabilidad de que la prueba sea positiva.

b) Calcule la probabilidad de que una cabra elegida al azar esté sana sabiendo que
la prueba ha dado positiva.

—~p=0,1-0,05=0,005

-p=209-010= 0,090

-p=209-090=0,810
a)
P=P(+)=P(EN+)+P(SNP)=P(E)-P(+/E) + P(S) - P(+/S) =

=0,1-095+09-0,10 = 0,095 + 0,090 = 0,185.

b)
. _P(SN4) P(S)-P(+/S) _ 0,9:0,10 _
P=P(S/+) = P(+)  P(E)-P(+/E)+P(S)-P(+/S)  0,1-0,95+0,9-0,10

0,09 0,090 _ 90

18
= = =2 =2 =0,4865.
0,095+0,090 0,185 185 37
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OPCION B

1°) Considere las matricds= (_21 D yB = (é i)

a) Demuestre que la matriz A tiene inversa y caldufa

b) Resuelve la ecuacion matricidly +B2 = A.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

|A| = |_21 } =2+ 1=3%* 0= Queda demostrado que A es invertible.
(2 111 0 -1 110 1
am=(2 1y P=rerr=(5 1l o

1 =110 -1

):){F2—>F2—2F1}=>(1 —1)0 _1)=>

0 311 2

—_

={roin)=(0 7

=>A‘1=<

b)

wrkr O
I

I
WIN - G

AX+B2=A; AX=A—B% A1 A-X=A"1-(A-B? >

=>X=A4"1-(A-B?).
a-B=(2 D_(é i)(é D= D05 %(z))z
=(—_156 —_291)'

X=A‘1°(A—BZ):§'G _21)'(—_156 —_291)=

Wl

X=1 (—1317 —1521)
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2°) Sear la recta dada por el punk{2,—4,1) y el vectorv = (3,—4,0), y el plano
n=7x—y=8.

a) Demuestre que y m se cortan y calcule el angulo que forman.

b) Calcule el plano que contiene & es perpendiculara

a)

Un vector normal del plano esn = (7, -1, 0).

El vector director de y el vector normal de son linealmente independientes
por no tener proporcionales sus componentes, por lo cual:

Larectary el plano w son secantes.

Proveccion de r

Por definicion de producto escalar: v, = |n| - |v,| - cos B.

— —

cos B = —— Por sex y f complementariosen a = —2-
7] [vr| |7L]-[vp|
sen o (7,-1,0)-(3,~4,0) 2144 25 25
T J724(-1)?+02/32+(-4)2+02  V49+1/9+16  V50-V25  v1.800
25 1 V2 V2
= = = = - = °
s a = arcsen — 45

Larectaryelplano m forman un angulo de 45°.

b)
El planog que contiene ay es perpendicularatiene como vectores directores
al vector normal de& y al vector director de; su expresion general @ees:

x—2 y+4 z-1
p(P; v,m)=| 3 —4 0 [=0; -3(z—1)+28(z—1) =0;
7 -1 0



—25(z—1)=0; z—1=0
p=z—-—1=0.
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39 a) Estudie los extremos relativos (maximos y minimos) y los puntos de inflexién
de la funcionf(x) = x - e™™.

b) Calcule la primitivaF' (x) de la funciorf (x) = x - e™ que cumplg(0) = 0.

a)
La condicidén necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo, maxime
0 minimo, es que se anule su primera derivada:

flx)=1-e*—x-e*=e*(1 —x).

ffx)=0=2e*(1—-—x)=0; e*+0,VxER; 1—x=0=>x=1.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un minimo vy, Si ¢
negativa, de un maximo.

fl'x)=——e> - Q1—x)+e™* - (- =——e*A—-—x+1) =e*(x—2).

f'f)=e1(1-2)=—-e"1= —i < 0 = Maximo relativo para x = 1.

—1.e1=1 Aximo: 1
f)y=1-e =< = Maxlmo.P(l,e).

Para que una funcién tenga un punto de inflexién es condicién necesaria que ¢
anule su segunda derivada y sea distinto de cero la tercera derivada para los valol
que anulan la segunda.

f'x)=0=2>e*(x—-2)=0; x—2=0=>x=2.

f'"x)y=—ee* - (x—2)+e* - 1=—-e*1—-—x+2)=e*(x—3).

f'"(2) = e %(2 - 3) # 0 = Punto de inflexién para x = 2.

2

—9.,"2 2 . o 2
f2)=2-e == > Puntodelnflexlon.Q(l,ez).

b)
_ . _ R u=x->du=dx
Fx)=[f(x)-dx=[x-e dxﬁ{dv:e_x_dx_)v:_e_x}ﬁ
S>x-(—e ™) —[—e ™ dx=-x-e ¥+ [eX-dx=—x-eF —e*+(C=

=—e* - (x+1)+C =F(x).



F(0)=0=>—-e"-(0+1)+C=0;-1+C=0=C=1.

Fx)=—e-(x+1)+1.
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4°) La edad de los habitantes de Altojardin se distribuye normalmente, con una med
de 36 afios y una desviacion tipica de 12 afos.

a) Calcule el porcentaje de habitantes de Altojardin entre 30 y 48 afios.

b) ¢ Qué edad tiene la Reina de Altojardin sabiendo que el 67 % de los habitantes tie
mas edad que la Reina?

a)
Datos: u=36; o= 12.

X > N(&; o) = N(36; 12).

e g . X— X—-36
Tipificando la variableZ = Tﬂ =

P=P(3oszs48)=P(3°‘36szs48‘36)=P(‘—6§zg£)=

12 12 12 12
=P(-05<Z<1)=P(Z<1)—-[1-P(Z<05)] =

=P(Z<1)—1+P(Z<05)=08413 -1+ 0,6915 = 1,5328 — 1 = 0,5328.

Tienen entre 30 y 36 afios el 53,28 % de los habitantes de Altojardin.

b)

X-36 _ E-36

p(X > E) =067 =p (- ="—") =067,

12 7 12

E —36
Mirando en el interior de la tabla dada de lagz ~ ("€9ativo)
areas limitadas por la cur&0, 1), con el valor de 0,67 se obtiene: 0,44.

E-36

TR\ 0,44; —E +36 =5,28 = EF =36 — 5,28 = 30,72.

La edad de la reina es, aproximadamente, de 31 afios.
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