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septima edicion. Espero que tengais la bondad de perdonar los errores
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selectividad, el aportarme los enunciados de los ejercicios. Destacar el
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poco cutres.

También agradecer las correcciones, aportaciones e ideas de la comisiéon coordinadora de Mate-
maéticas 11, asi como de todos aquellos que los vais viendo y me los comunicais.

La posibilidad de trabajar por exdmenes y volver a los enunciados, tras consultar la solucién,
es una idea de mi alumna Ana Villalba, un enlace al final de la solucion de cada problema que te
lleva de nuevo al examen de partida.

Algunos ejercicios tienen incorporado un video que te explica el mismo. Mi intenciéon es que poco
a poco todos lo tengan. A lo largo de este afio iré aumentando el ntimero de ejercicios que lo tienen.
En un futuro incorporaré, en algunos ejercicios, animaciones geogebra para ilustrar las soluciones.

Llevaba varios anos queriendo transformar esta herramienta en un compromiso solidario. El
libro seguira siendo de descarga gratuita si tu asi lo quieres, pero, este curso, se incorpora
a colaborar con la Caritas diocesana de Mérida-Badajoz, con la que yo colaboro como voluntario,
y que esté al servicio de los mas pobres. Al final del prélogo puedes ver un video que te explica que
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que tu consideres mas oportuno), que recoja el delegad@ y ¢él o ella que haga el ingreso. ANIMO,
PARTICIPA

Si quieres hacer algin comentario, comunicar algin error o decir algo que se te ocurra, puedes
ponerte en contacto conmigo en vicentegonzalezvalle@educarex.es.

Este libro se ira actualizando con los exdmenes que cada ano vaya poniendo la universidad, in-
corporando este ano los del curso 2022, los sextos de la EBAU. Puedes obtener la version actualizada
en la pagina http://www.vicentegonzalezvalle.es.

Por si te es 1til te recomiendo ver el curso de moodle que tengo ubicado en el aula virtual de
mi centro Pulsa en el curso de Matemaéticas Il y accede como invitado.

Este trabajo se ha hecho utilizando IATEX. Para los graficos se ha usado el software de Geogebra.
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RESUMEN TEORICO

1. Definicién de funcién continua: Una funcion es continua en un punto a si existe el valor
de la funcién en dicho punto, el limite de la funciéon cuando x tiende a a y ambos valores son

iguales, es decir:

fla) = lm f(z)

T—ra

Una funcién es continua en un intervalo abierto si lo es en cada uno de sus puntos. Sera
continua en el intervalo cerrado si lo es en el intervalo abierto y es continua por la derecha en

a y por la izquierda en b.

2. Teorema de Bolzano: Si f(x) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y toma en

sus extremos valores de signo contrario, entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) =0

f(a)

a \
f(b)

3. Teorema de los valores intermedios (Teorema de Darboux): Si f(x) es una funcion
continua en el intervalo cerrado [a, b] y k es cualquier namero tal que f(a) < k < f(b), entonces

existe al menos un namero ¢ € (a, b) tal que f(c) = k.

@)

k

f(c)=k

f(b) -~

4. Teorema de Weierstrass: Si f(z) es una funciéon continua en el intervalo cerrado [a, b], la
funcion toma un valor que es méaximo absoluto y otro valor que es minimo absoluto en [a, b],
es decir, existen dos valores ¢ y d en [a,b] tal que f(d) = m < f(z) < M = f(c) para todo
x € [a,b)].
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10.

11.

Definiciéon de derivada: Sea f(x) una funcion definida en un intervalo [a, b] y sea xg € (a, b).

Se dice que f es derivable en xg, si existe el limite:

T—TQ r — X

Si hacemos h = x — xg es evidente que cuando x — xg tenemos que h — 0. En ese caso el

limite anterior quedaria:

Podemos utilizar cualquiera de los dos limites para calcular una derivada.

Interpretacion geométrica de la derivada: La derivada de la funciéon en un punto (a, f(a))

es la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto:
myg = f'(a)

Usando la ecuacién punto pendiente tendriamos que la ecuacién de la recta tangente se cal-

cularia:

Continuidad y derivabilidad: Si una funcion f(z) es derivable en x = a, entonces f(x) es
continua en z = a.
Por el contrario una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable. Digamos que

ser derivable es “pedirle” algo mas a la funciéon que ser continua.

Regla de la cadena: La regla de la cadena es una férmula para derivar funciones compuestas.

Si tenemos dos funciones g y f tenemos que:
(go f)(z) =4 (f(z)) f'(x)

Teorema de Rolle: Si f(x) es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a,b) y f(a) = f(b),

entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

‘ f(a)=f£(b)

f'(c)=0

"N °®

Teorema del valor medio del calculo diferencial o de Lagrange: Si f(x) es una funcion

continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe un ¢ € (a, b) tal que

Puedes verlo graficamente en la figura 1

Monotonia: Estudiar la monotonia de una funcién es estudiar en qué intervalos la funcién

es creciente y en cuales es decreciente.
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Pendiente de la Pendiente de la
recta tangente recta secante

_ f(b) — f(a)
b

—a

f'(e)
(a,f(a)

Figura 1: Vista grafica del teorema del valor medio

a) Funcion creciente: Una funcion f es creciente en un intervalo (a, b) si para cualquier par
de nameros x1, o del intervalo (a,b), x1 < x3 = f(x1) < f(x2).
Si f es una funcion continua en [a, b], derivable en (a,bd) y f'(x) > 0 en todo el intervalo,

entonces la funcién es creciente en [a, b].

b) Funcion decreciente: Una funcion f es decreciente en un intervalo (a, b) si para cualquier
par de nimeros z1, z2 del intervalo (a,b), z1 < 2 = f(z1) = f(z2).
Si f es una funcion continua en [a, b], derivable en (a,b) y f/(x) < 0 en todo el intervalo,

entonces la funcion es decreciente en [a, b].
12. Maximos y minimos relativos:

a) Mdzimo relativo: Una funcion f tiene un maximo relativo en x = ¢ si existe un intervalo
abierto (a,b) tal que ¢ € (a,b) y f(c) > f(x) para todo x € (a,b);x # c.

Si f es derivable en x = ¢, f'(¢) =0y f’(c) < 0 habra un maximo relativo en x = c.

b) Minimo relativo: Una funcion f tiene un minimo relativo en x = ¢ si existe un intervalo
abierto (a,b) tal que ¢ € (a,b) y f(c) < f(x) para todo x € (a,b); x # c.

Si f es derivable en x = ¢, f'(¢) =0y f”(¢) > 0 habra un minimo relativo en z = c.

13. Puntos de inflexién: Un punto de inflexién es un punto en el que la grafica cambia de tipo
de curvatura.
Si f es derivable hasta la tercera derivada y en un punto x se cumplen que f”(z) =0y f"'(z) #

0, entonces la funcién tiene un punto de inflexiéon en z.

14. Regla de L’Hoépital: Sean f y g dos funciones derivables en un entorno de a.

!
Siel lim f(x) =0y el lim g(x) =0, y existe el lim f/ (;z:), entonces:
r—a r—a r—a g ({E)
. f(= . f'(=
lim = lim
z—a g(x T—a g ({E)

También es aplicable, como se menciona antes, a la indeterminacién del tipo —. Con ciertas
00

modificaciones pueden resolverse el resto de los tipos de indeterminacion.
15. Funcién primitiva: Una primitiva de una funcién f(z) es otra funciéon F(z) tal que F'(x) = f(x).

16. Integral indefinida: La integral indefinida de una funciéon f(z) es el conjunto F(z) + K de

todas sus primitivas. Se representa por:

/f(:c)dz:F(:c)+K tal que F'(z) = f(z) y K € R
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17. Integracion por partes: El método de integracién por partes se basa en la derivada de un

18.

19.

20.

21.

22.

producto y se utiliza para resolver algunas integrales de productos. Hay que descomponer la

integral en dos partes, a una la llamaremos u y a la otra dv. Aplicaremos la siguiente férmula:

/udvzu~v—/vdu

Teorema del valor medio del calculo integral: Si f es una funciéon continua en [a, b],

entonces existe un ¢ € [a, b] tal que:
b
[ t@yde= 1) - a)

Puedes verlo graficamente en la figura

Area de la funcién
\ N\ A=13.01
f(c)

Area bajo f(c)

A =13.01

Regla de Barrow: Si f es una funcion continua en [a, b] y G es una primitiva suya, entonces:
b
[ #@)de =) - @)
a

Definicion de matriz: Una matriz es una tabla de ntimeros distribuidos en filas y columnas.

Se representa por:

a11 a2 -+ Q1n

a1 Q22 - a2n
A= (aij)mxn -

Am1 Am2 Amn

Se dice que es de dimension m X n, es decir, que tiene m filas y n columnas.

Matriz traspuesta: Dada una matriz de dimensiéon m x n se llama matriz traspuesta a la

matriz de orden n X m que se obtiene al intercambiar las filas por las columnas.

Producto de matrices: Dadas dos matrices A y B, tales que el nimero de columnas de la

matriz A es igual al namero de filas de la matriz B, es decir,
A € men y B € MTLX;D

se puede realizar el producto A - B, resultando una matriz C que tiene el mismo ntumero de
filas que A y el mismo nimero de columnas que B, es decir, C' € M, xp.
Cada elemento de esta matriz C' se obtiene multiplicando cada fila de A por todas y cada una

de las columnas de B.



XIV

23.

24.

Matriz inversa: Una matriz cuadrada de orden n se dice que es regular o invertible, si existe

otra matriz cuadrada del mismo orden, a la que denominamos A~!, de tal forma que:
A A=At 4=1

siendo I la matriz unidad de orden n, esto es,

Para que una matriz tenga inversa tiene que cumplir que |A| # 0. En este caso la matriz

inversa se calcula de la siguiente forma:

At = @ [Adi(A)!

donde Adj(A) es la matriz adjunta de A, cuyo elemento ij-ésimo es el menor de orden n-1
obtenido quitando a la matriz A la fila y la columna en las que esta dicho elemento.

Propiedades de los determinantes:

a) Linea nula: Si una linea es nula el valor del determinante es cero.

b) Linea igual o proporcional: Si tenemos dos lineas iguales o proporcionales el determinante

vale cero.

¢) Linea combinacion lineal de las demds: Si hay una linea que es combinacion lineal de las

demas el determinante vale cero.
d) Cambiar dos lineas paralelas: Si intercambiamos dos lineas paralelas, su determinante

cambia de signo.

=27 = = =27

~N =~ =
co ot N
S o W
e
Tt 00 N
S O w

e) Cambiar una linea por una combinacion lineal: Si en una matriz se cambia una linea
por una combinacién lineal de ella (sin multiplicarla ni dividirla por ningin nimero) con
las restantes, su determinante no varia. Esto nos permite hacer ceros aplicando Gauss

siempre que no multipliquemos por nada la linea que vamos a cambiar.

Fy=Fp—2F;

N &~ =

2
)
8

o O W

1 2
2 1
7 8

o O W

f) Determinante de la matriz traspuesta: El determinante de una matriz y su traspuesta
coinciden.

Al = 4

g) Determinante de la matriz inversa: El determinante de la matriz inversa es igual al

inverso del determinante de la matriz.

1
A= —
A7 A
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25.

26.

27.

28.

h) Multiplicacion por un nimero: Si multiplicamos una linea de una matriz por un nimero,

el valor del determinante de dicha matriz queda multiplicado por dicho ntmero.

1 10 3 1 2 3
4 25 6 |=5-14 5 6
7 40 0 7 8 0

El primer determinante se diferencia del segundo en que hemos multiplicado la segunda
columna por 5. En la practica lo que podemos hacer es lo que vemos en el ejemplo

anterior, es decir, sacar factor comtin un ntmero que esté multiplicando a la linea.

i) Determinante del producto de dos matrices: El determinante del producto de dos matrices

es igual al producto de los determinantes.
|A- Bl = |A]- | B

Rango de una matriz: El rango de una matriz es el nimero maximo de columnas (filas
respectivamente) que son linealmente independientes. El rango de una matriz es el maximo

orden de sus menores no nulos.

Sistemas de Cramer: Un sistema decimos que es de Cramer si tiene el mismo nimero de
ecuaciones que de incognitas y el determinante de la matriz de lo coeficientes es distinto de

cero. En un sistema de Cramer, cada incognita es el cociente de dos determinantes:

a) El determinante del denominador es el determinante de la matriz de los coeficientes.

b) El determinante del numerador es el que resulta de sustituir, en el determinante de los
coeficientes, la columna correspondiente a los coeficientes de la incognita que se despeja,

por lo términos independientes.

o 1Al
;=

| Al
Donde x1, 29, -, x, son las incognitas del sistema.

Teorema de Rouché-Friobenius: Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y s6lo

si el rango de la matriz de los coeficientes (C) es igual al rango de la ampliada (A):

Un sistema es compatible <= Rg(C) = Rg(A)

Consecuencias del teorema: Sea A - X = B un sistema de ecuaciones y n el nimero de
incognitas. Entonces ocurre:

a) Si RgC = Rg A =n = El sistema es compatible determinado.

b) Si RgC = Rg A < n = El sistema es compatible indeterminado.

¢) Si RgC < Rg A —> El sistema es incompatible.
Definiciéon de vector: Un vector fijo es una segmento orientado. Se representa por ﬁ . El
punto A es el origen y el punto B el extremo. Las caracteristicas de un vector son:

a) Mddulo: Es su longitud. Se representa por Lﬁ |

b) Direccion Es la direccion de la recta que lo contiene.

c¢) Sentido El que va del origen al extremo.
Un vector libre es, pues, el conjunto de los vectores del espacio que tienen mismo modulo, mis-

ma direccién y mismo sentido. Y cada vector fijo que pertenezca al vector libre lo llamaremos

representante de ese vector libre.
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29. Combinacion lineal: Un vector ¥ es combinacion lineal de un conjunto de vectores i, us, - - , Uy,

si podemos encontrar nameros reales x1, xs,- - ,x, de tal forma que:
=121 Ul +To-Up+ -+ Ty - U

30. Operaciones con vectores:

a) Suma de vectores: Para sumar o restar vectores analiticamente se suman o se restan sus

coordenadas.

Geométricamente se harfa como se ve en la grafica 2.

SUMA DE VECTORES

C D
—_—
B CD
_—
AB
— e
A AB + CD

Figura 2: Suma y resta de vectores

b) Producto de vectores por un escalar: Para multiplicar analiticamente un ntumero por un
vector, se multiplica el niimero por las coordenadas del vector..
Geométricamente el resultado es un vector que tendria la misma direccion que el vector,
el médulo queda multiplicado por el niimero y el sentido sera el mismo si el namero es

positivo y el contrario si es negativo.

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

4

31. Propiedades de las operaciones con vectores:

a) Suma:

<y
_|_
g
1
=1
_|_
=
_|_
&

- Asociativa: 4 + (
- Elemento neutro: 4+ 0 =4
- Elemento opuesto: @ + (—i@) = 0

(
Conmutativa: € +7 =17

b) Producto por escalares:
- Asociativa: k- (K’ - @) = (k- K') -4
- Distributiva respecto a la suma de vectores: k - (@ + ) =
- Distributiva respecto a los escalares: (k+ k') -4 =k

Elemento unidad: 1 -4 =4
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32. Dependencia e independencia lineal de vectores: Dado un conjunto de vectores v1,v3,- - - , Up,
se dice que estos vectores son linealmente dependientes si existen ntimeros aq,as, - - ,ay, NO

todos iguales a cero, tal que:
a1 -1 +ag U+ -+ ay Uy =0

Si la tnica forma de conseguir eso es que todos sean nulos decimos que los vectores son
linealmente independientes.

Mas concretamente, un conjunto de vectores es linealmente dependiente si uno de ellos puede
ponerse como combinacién lineal de los deméas. Si ninguno puede ponerse como combinacién

de los demas el conjunto se dice que es linealmente independiente.

33. Producto escalar. Propiedades. El producto escalar de dos vectores no nulos, es el nimero

que se obtiene al realizar el siguiente producto:
w0 =ldl-|0 - cosa

donde « es el angulo que forman los dos vectores.

Si alguno de los vectores es el vector nulo el producto escalar es cero.

Si tenemos las coordenadas de los vectores, es decir, si @ = (z1,y1,21) ¥ U = (22,y2, 22) €l
producto escalar queda:

U- V=21 -T2+ Y1 Y2+ 212
El producto escalar tiene las siguientes propiedades:

L . o o2
a) El producto escalar de un vector por si mismo es un niimero real positivo: @-4 = |@|” > 0
Si # = 0 el producto escalar sera cero.
b) Conmutativa: @ -0 =74

¢) Asociativa: k- (@-0) = (k-4)-7=u- (k-7

g

d) Distributiva: @ - (0 + @) =4 -0+ @ -

34. Producto vectorial. Propiedades: El producto vectorial de dos vectores linealmente inde-

pendientes es un vector que se representa por ¢ x ¥ que tiene las siguientes caracteristicas:
a) Mddulo: Se obtiene con el siguiente producto:
|@ x 9] = |d| - |0] - sena

donde « es el angulo que forman los vectores @ y v.
b) Direccion: La ortogonal a los dos vectores 4 y ¥.
¢) Sentido: El de avance de un tornillo que rota de @ a v.
Si los vectores son linealmente dependientes el producto vectorial es el 0.

Analiticamente, si tenemos que 4@ = (x1,y1,21) ¥ U = (x2,y2,22), el producto vectorial se

calcula usando la siguiente formula:

it 7 k
UxXv=|11 11 =1
T2 Y2 22

El producto vectorial tiene las siguientes propiedades:
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a) Anticonmutativa: € x 7= —Ux @

b) Asociativa: k- (€ x 0) = (k- @) x ¥ =4 x (k- 0)

¢) Distributiva: @ x (T + @) =d x 0+ 4 x @

d) Interpretacion geométrica: El modulo del producto vectorial de los vectores @ y ¥ es el

area del paralelogramo definido por @ y v.
A =i x v
Anéalogamente, el area de un tridngulo determinado por tres puntos A, By C se calcula

A:%‘ﬁxﬁ’

Producto mixto: El producto mixto de tres vectores es el ntimero que se obtiene al realizar

usando la féormulas:

las siguientes operaciones:

—

[@, ¥, W] =4 - (0 x &)

Analiticamente, si tenemos que @ = (x1,¥1,21), U = (2,Y2,22) y W = (x3,ys, 23), el producto

mixto se calcula usando la siguiente féormula:

1 Y1 21
[@,U,W] =] 2o Yo 29
T3 Ys Zz3

Interpretacion geométrica: El volumen de un paralelepipedo determinado por tres vectores,

i, Uy w, es el valor absoluto del producto mixto de esos tres vectores.

<y

V= [[@, v, o]

Anéalogamente, el volumen de un tetraedro determinado por cuatros puntos A, B, C'y D se
1
v -1 |[a, .38

Ecuaciones de la recta: Una recta queda determinada por un punto y un vector director.

calcula usando la férmula:

cualquier otra forma puede reducirse a esta. Sea A(a,az,as) dicho punto y @(vy,vq,vs) el

vector. Las distintas ecuaciones de la recta son:

a) Ecuacion vectorial: £ = d +t - ¥ donde t € R. En coordenadas tendriamos, (z,y,z) =
(a1,az2,a3) + t(v1, vz, v3)
b) Ecuaciones paramétricas: Igualando coordenada a coordenada obtendriamos la dicha

ecuacion:
r=a;+t-v;

T y=as+t-ve ;tER

z=uag+1t-vs

¢) Ecuacion continua: El pardmetro ¢ tiene que valer lo mismo en todas las ecuaciones, luego
despejando en cada una e igualando todo obtenemos esta ecuacién. Si una coordenada

del vector es cero se ‘permite’ poner cero en el denominador.

xr —ax Yy —as Z — as

U1 V2 U3

d) Ecuaciones implicitas: De la anterior doble igualdad sacamos, igualando dos a dos, dos

ecuaciones. Otra forma de expresar las ecuaciones implicitas es poner la recta como corte
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de dos planos, es decir,
Ar+By+Cz+D =0
Arz+By+Cz+D =0

37. Ecuaciones del plano: Un plano queda determinado por un punto y dos vectores o un punto
y su vector normal. Cualquier otra forma puede reducirse a esta. Sea A(aq,as, az) dicho punto

y @(u1,u2,us) y v(v1,va, v3) los vectores citados.

a) FEcuacion vectorial: ¥ =d+ X @+ p - ¥, donde A\, u € R. En coordenadas tendriamos,
(2,9, 2) = (a1, a2, a3) + A(u1, uz, uz) + p(v1, vz, v3)

b) Ecuaciones paramétricas: Igualando coordenada a coordenada obtendriamos la dicha

ecuacion:
T=a;+A-u+p-v;

T y=as+AXus+pu-vy ; A, p€eR
z=az+ A -us+p-v3

¢) Ecuacion general o implicita: Tiene la siguiente forma Az + By + Cz + D = 0. Para

obtenerla, se desarrolla el determinante:

r—ay Y—az ZzZ—ag
Uy Uo us =0

U1 V2 U3

d) Ecuacion si conozco el vector normal: El vector normal, 7i(A, B, C), es ortogonal a cual-

quier vector ﬁ donde A y X son puntos del plano, por tanto la ecuaciéon saldra de
A(x —a1)+ Bly—a2)+ C(z—a3z) =0

Es obvio observar que las coordenadas del vector normal coincidiran con los coeficientes

de x, y y z respectivamente.
38. Posiciones relativas entre rectas y planos:

a) Posicion relativa entre dos rectas: Sila recta r viene determinada por A(as, az,as) y por
@(u1,u2,u3) y la recta s por B(by,be,b3) y por ¥(vy,ve,v3), para estudiar la posicion

relativa de las dos rectas seguiremos los siguientes pasos:

e Si el vector 4 y el vector ¥ son proporcionales entonces las rectas son paralelas o
coincidentes. Para distinguir esto ultimo utilizamos el vector 1@ . Si este también es
proporcional a los anteriores entonces seran coincidentes. Si no lo es seran paralelas.

e Si los vectores @ y ¥ no son proporcionales entonces las rectas se cortan o se cruzan.
En el primer caso los vectores @, Uy ﬁ son linealmente dependientes (estan en el
mismo plano) y en el segundo, dichos vectores seran linealmente independientes. En

la practica calcularemos el determinante:

by —a1 by —ax b3 —as
M = Ul U2 us
(% V2 V3
Si sale cero las rectas se cortan, pero si sale distinto de cero las rectas se cruzan.

b) Posicion relativa entre una recta y un plano: Sila recta viene determinada por A(aq, as, as)
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y por ¥(vy,vs,v3) y el plano tiene ecuacion general m = Ax + By + Cz = D, es decir, el

vector normal es 71(A, B, C) se tiene que

e Siv-71=0= U L 7 se pueden dar dos casos:
- Si A € m = la recta esta contenida en el plano.
- Si A ¢ m = la recta es paralela al plano.

e Si ¥-17 # 0 = la recta corta al plano en un punto.

c¢) Posicion relativa de dos planos: Dados los planos 7 = Ax + By+ Cz+ D =0y 7' =
A’z + B'y + C'2 + D’ = 0 pueden darse tres casos.
A B C D .
e Si Yy el = los planos son coincidentes.
A B C D ) )
e Si T B oD = los planos son paralelos.
A
A
d) Posicion relativa de tres planos: Consideremos los planos m = Az + By + Cz + D = 0,
7 =Ar+By+Cz+D =0y x"=A"s+ B'y+ C"2+ D" = 0. Para estudiar la

posicién relativa de estos tres planos vamos a considerar el sistema que forman dichos

B A C
e Si # 5 © bien T #* o = los planos se cortan en una recta.

planos. Tendremos en cuenta también lo visto en el apartado anterior.

A + By + Cz + D = 0
Az + By + C'z2 + D = 0
A//l' + B//y + C//Z + D// h_ O

Se nos pueden producir los siguientes casos:

- RgC = RgA = 1 = El sistema serda compatible indeterminado y necesitaremos
2 parametros, por lo que el conjunto de soluciones sera un plano (uno cualquiera
de ellos). Este caso es facil distinguirlo, pues las ecuaciones de lo tres planos seran

proporcionales.

- RgC =1 # 2 = RgA — El sistema sera incompatible y pueden producirse dos
casos que distinguiremos mirando las ecuaciones de los planos y comparandolas dos

a dos (aplicamos lo visto en el apartado anterior)
o Tres planos paralelos.
o Dos coincidentes y uno paralelo a ellos.

- RgC =2 = RgA = Fl sistema es compatible indeterminado y necesitaré un para-
metro. Por tanto los planos se cortan en una recta. Una vez méas pueden producirse

dos casos, que distinguiremos mirando las ecuaciones de los planos:
o Dos coincidentes y uno que los corta.
o Los tres planos son distintos y se cortan en una recta.

- RgC = 2 # 3 = RgA —> Fl sistema sera incompatible y distinguiremos de nuevo

dos casos, que una vez mas aclararemos mirando las ecuaciones de los planos.
o Los tres planos se cortan dos a dos formando una superficie prismatica.
o Dos planos son paralelos y uno los corta.

- RgC =3 = RgA — Sistema compatible determinado y por lo tanto los tres planos

se cortan en un punto.

39. Distancias: En este apartado vamos a ver las férmulas que nos permiten calcular las distan-
cias entre los distintos elementos del espacio. Vamos a considerar los puntos A(ay, as, a3), B(by, ba, b3)

y P(p1,p2,ps). Asi mismo seran @ y U vectores directores de rectas. Tendremos
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a) Distancia entre dos puntos: La distancia entre dos puntos es el moédulo del vector que

une los dos puntos:

d(A, B) = ]ﬁ‘ —\VAB-AB= /(b —a1)® 1 (bs —a2)2 + (bs —a3)?

b) Distancia de un punto a una recta: Si el punto es Py la recta viene determinada por el

punto A y el vector ¥, la formula que nos permite calcular la distancia es

‘ﬁxﬂ"

d(P,r)=+———
T
¢) Distancia entre dos rectas: La distancia entre dos rectas es la menor distancia entre ellas.
Por tanto, si las rectas se cortan o son coincidentes la distancia es cero. Si son paralelas
sera la distancia de un punto cualquiera de una de ellas a la otra. Si las rectas se cruzan

la distancia la calcularemos con la siguiente férmula:

48,7

| 2 T

d(r,s) =

d) Distancia de un punto a un plano: Si tenemos el punto P(pi,pa,ps) y el plano 7 =
Ax + By + Cz 4+ D = 0 la distancia viene dada por:

_ |Ap1 + Bpa + Cps + D)

A2 + B? + C?

e) Distancia de una recta a un plano: Si la recta esta contenida en el plano o lo corta la

d(P, )

distancia sera cero. Si la recta es paralela al plano la distancia sera la de cualquier punto
de la recta al plano.

f) Distancia entre dos planos: Si los planos se cortan o son coincidentes la distancia sera
cero. Si los planos son paralelos la distancia sera la de cualquier punto de uno de los

planos al otro.

40. Angulos: Para el caso de las rectas y los planos vamos a utilizar los vectores directores de
las rectas (@, @) y los vectores normales de los planos (7, n/). Comencemos por el calculo del

angulo que forman dos vectores.

a) Angulo formado por dos vectores: Para calcular el angulo que forman dos vectores usamos

la expresion del producto escalar

— =

U

S

_,| — (x = arc cos m

w-0=|U-|0 cos a = cos a =
0

g

b) Angulo formado por dos rectas: Si las rectas son paralelas o coincidentes el angulo for-
mado es cero. Si se cortan o se cruzan el angulo se calcula con la siguiente formula:

|@ - U] -V
5 —— (X = arccos ———;
|l - |7] |l - |7

cos o =

c¢) Angulo formado por una recta y un plano: Si la recta esta contenida en el plano o es
paralela a él, el angulo sera cero. Si la recta corta al plano el angulo formado se calcula

usando la siguiente formula:

|@ - i -
senaq = ——— == @ = arcsen

— —

| - |7| | - |7|

|_‘ _’|
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d) Angulo formado por dos planos: Si los planos son coincidentes o paralelos el angulo sera

cero. Si los planos se cortan el angulo se calcula usando la siguiente féormula:

|7 | |7 1|
COsa:iﬁa:arCCOSi
|7l - n'] 7] - [n']

41. Paralelismo y perpendicularidad:

a) Paralelismo:

e Fntre rectas: Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son proporcionales.

e Recta y plano: Una recta es paralela a un plano si su vector director es ortogonal al

vector normal del plano.
e Fntre planos: Dos planos son paralelos si sus vectores normales son proporcionales.
b) Perpendicularidad:
e Fntre rectas: Dos rectas son perpendiculares si sus vectores directores son ortogona-
les.

e FEntre recta y plano: Una recta es perpendicular a un plano si el vector director de

la recta es proporcional al vector normal del plano.

e FEntre planos: Dos planos son perpendiculares si sus vectores normales son ortogo-

nales.

42. Recta que corta perpendicularmente a otras dos: Para calcular dicha recta vamos a
seguir los siguientes pasos:
a) Se hallan los vectores directores @ y ¢ de las rectas r y s.
b) Un vector director de la recta que estamos buscando seria el producto vectorial de @ y
U =1U X U.
¢) Vamos a expresar la ecuacion de la recta en forma general, es decir, como corte de dos
planos:

e El plano 7 que contiene a la recta r y al vector 7.

e El plano n’ que contiene a la recta s y al vector 7.

<l

o

<l
-

43. Regla de Laplace: La probabilidad de un suceso A, de un espacio muestral F, formado
por sucesos elementales equiprobables, es igual al nimero de casos favorables dividido por el

nimero de casos posibles.

P(A) = N° de casos favorables al suceso A

N° de casos posibles
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

Probabilidad condicionada: La probabilidad del suceso B condicionada por el su-

ceso A es la probabilidad de que se realice B sabiendo que ha ocurrido A.

P(ANB)
P(B/A) = ————=
(B/A) = ~50h
Las probabilidades condicionadas, en los diagramas de arboles, son las probabilidades de las

segundas ramas y sucesivas.

Sucesos dependientes e independientes: Los sucesos A y B son independientes si la
probabilidad de uno de ellos no depende de que se haya verificado el otro. En otro caso se

llaman dependientes.

Regla del producto o de la probabilidad compuesta: Dicha regla dice que si Ay, A, As, - -

son sucesos dependientes, entonces:
P(AiNAyNAsn---NA,) =

= P(A)) - P(A3/Ay) - P(A3/A; N As) - P(An /A1 N Ao -0 Ap_y)

En la practica, dice que la probabilidad de un camino es igual al producto de las probabilidades

de las ramas que forman dicho camino.

Regla de la suma o de la probabilidad total: En la practica dice que si un suceso
esta formado por varios caminos, la probabilidad de dicho suceso es igual a la suma de las

probabilidades de los caminos que lo forman.

Teorema de Bayes: El teorema de Bayes dice que si Ay, A, - A, es un sistema completo

de sucesos y S es un suceso cualquiera para el que se conocen las P(S/A;), entonces:

P(A;NS)
P(A;/S)= ————=
En la practica se tienen que dividir la probabilidad del camino que contiene a A; y a S entre
la probabilidad de que ocurra S, que no es otra que la suma de todos los caminos que contiene
as.

Distribuciéon de probabilidad de una variable discreta: La funcion de probabilidad de
una variable discreta es una distribucién teérica que asocia a cada valor, x;, de la variable

aleatoria su probabilidad, p;. Se representa por f(x;) = P(z;) = p;
Parametros de una variable discreta: Podemos dar como calcular tres pardmetros:
n
= Media: p= > pix;
i=1

n
» Varianza: V = Y fiz? — p?
i=1

= Desviacion tipica: o = V'V

Distribucién binomial. Caracteristicas: Una distribucién binomial de n pruebas o
ensayos es una distribucion discreta que se representa por B(n,p) y tiene las siguientes carac-

teristicas:

a) El suceso de cada prueba solo tiene dos posibilidades: El suceso A, que se llama éxito y

su contrario que se llama fracaso.
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92.

53.

o4.

55.

96.

b) La probabilidad de éxito se representa por P(A) = p y la probabilidad de fracaso por
P(A) = q, donde ¢ = 1 — p. Dichas probabilidades son constantes durante cada prueba

del experimento.
¢) El resultado de cada prueba es independiente de los resultados obtenidos en las pruebas

anteriores.

Calculo de la probabilidad en una distribucion binomial: Si tenemos una distribucion

binomial B(n,p) cuya variable es z, la probabilidad de obtener k éxitos es:
n _
Pz =k) = <k>pk g "

Parametros de una distribucién binomial: En este caso concreto los parametros podemos
calcularlos con las siguientes formulas:

= Media o esperanza matemaética: u = np

= Varianza: V =npq

» Desviacion tipica: o = V'V
Distribucién de probabilidad de una variable continua: Una funcién de probabilidad
de una variable continua es una distribucién teoérica que esta caracterizada por dos funciones:
la funcion de densidad y la funciéon de distribucion.

a) Funcion de densidad: Es una funcion que tiene las siguientes caracteristicas:

i) f(z) = 0 para todo valor x de la variable.

ii) El area comprendida entre el eje X y la funciéon f(z) en su dominio es 1.

b) Funcion de distribucién: Es la funciéon que mide la probabilidad de que la variable

tome valores menores o iguales que un cierto valor de x:

Distribuciéon N(0,1): Una distribucién normal estandar es la que tiene p = 0, y desvia-

cion tipica o = 1. La variable se representa por la letra z y su funcion de densidad es

Calculo de la probabilidad en una distribucién normal estindar. Caso general:

Dicho caso es aquel en el que se cumple k > 0, P(z < k) = P(z < k)

Estas probabilidades se calculan utilizando una tabla. Los demas casos pueden reducirse a

aplicaciones de este.
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57. Distribucién N(u, o). Tipificacion de la variable: Si la distribucion normal no es estan-
dar, puede tipificarse, es decir, transformar en una distribucion N(0,1). Para ello se aplica el

cambio de variable:
T— [
o

z =
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JUNIO 2000
Opcién A

1. Calcular, integrando por partes, el valor de

2
/ 22nzds
1

Solucién

2. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es M. Hallar un
sistema equivalente tal que todos los elementos de la diagonal principal de la nueva matriz

asociada sean nulos:

N o= O
== W

Solucién

3. Calcular la distancia del punto de coordenadas (1, 1,2) al plano que pasa por los puntos de
coordenadas (1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1).

Solucion

4. Determinar el dominio de definicién de la funcion f(z) =z —In (Jc2 — 1) y representar su

grafica, calculando los intervalos de crecimiento y los extremos (maximos y minimos relativos).

Solucién
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JUNIO 2000
Opciéon B

. Definir el concepto de derivada de una funcion f(x) en un punto = = a, y explicar su relacion

con los maximos relativos de la funcion.
Solucion

. Calcular la distancia del punto de coordenadas (3,5,0) a la recta que pasa por los puntos de
coordenadas (0,1,2) y (0,1,1).

Solucion
. Dar un ejemplo de un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incognitas que sea incompatible.
Solucion

. Calcular el area limitada por la parabola y = /222, la circunferencia 22 +y% = 1 y el eje OX,

que aparece rayada en la figura .

Solucion
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SEPTIEMBRE 2000
Opcién A

1. Definir la suma y el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices que no pueden

sumarse ni multiplicarse.

Solucion
2. Representar graficamente la funciéon
f(x):2x3—%2—x+%
. Cuantas raices reales positivas tiene este polinomio?
Solucion
3. Determinar una funcion f(x) cuya segunda derivada sea f”(x) = xe®.
Solucion

4. Hallar la ecuacién de una circunferencia que, siendo tangente a la recta y = /3 x, sea tangente
3
al eje de abcisas en el punto (3,0). (Indicacion: tg60° = /3, tg30° = %)

Solucion
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SEPTIEMBRE 2000
Opciéon B

1. Calcular la derivada en el punto = = 1 de la funcion f(z) = 2~ Y/2Inz.

Solucion
2. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin el parametro a:
(a —3)x + 4z = 2
T - 2z = -1
- 4+ ay + 2z = a
Solucion
3. Calcular, con el cambio de variable t? = x + 3, el valor de:
/ 6 zdx
1 VT + 3
Solucion

4. Determinar una recta que sea paralela al plano de ecuacion x + y 4+ z = 3, que corte a la recta

de ecuaciones z = 0, z = 0, y que también corte a la recta de ecuaciones z =1, y = 0.

Solucién
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JUNIO 2001
Opcién A

1. Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relaciéon con los conceptos de angulo y

distancia entre dos puntos.

Solucion
2. Representa la gréfica del polinomio
f(x) =22 + 32% — 0'2
(Cuantas raices reales negativas tiene este polinomio? ;y cuantas positivas?
Solucion

3. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién z — 2y + z = 1 y que también sea

paralela al plano que pasa por los puntos de coordenadas (2,0,1),(0,2,1) y (1,-1,0).
Solucion

4. Determinar una constante positiva a sabiendo que la figura plana limitada por la parabola

y = 3az? + 2z, la recta y = 0 y la recta x = a tiene area (a? —1)2.

Solucion
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JUNIO 2001
Opciéon B

1. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segtn el valor del parametro a:

ar — ay + az =a
(3—2a)z 1
x 4+ (a—1)y =0
Solucién
2. Calcular el valor de:
/ U rdx
o e
(puede hacerse con el cambio de variable t = —2% y con el cambio de variable t = 22).
Solucion

3. Dadas las funciones f(x) = 22 + 7 y g(z) = senz + cosz, calcula la derivada en x = 0 de las
funciones f(g(z)) y 9(f()).

Solucion

4. Calcular un vector de modulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas (1,0,2) y
(2,1,0).

Solucién
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SEPTIEMBRE 2001
Opcién A

1. Enunciar el teorema de Bolzano. Calcular, con un error menor que una décima, una raiz

positiva del polinomio 23 + = — 1
Solucion

2. Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién x + z = 2 y corte perpendicular-

mente a la recta de ecuaciones x +y =0,y + 2z = 2.

Solucion
3. Determinar todos los ntimeros reales = para los que es positivo el determinante
3 -3 T
l—-2z x+1 -1
2 0 T
Solucion

3

4. Representar graficamente el recinto plano limitado por la curva y = z° — z y su tangente en

el punto de abscisa x = 1. Calcular su area.

Solucion
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SEPTIEMBRE 2001
Opciéon B

. Definir el concepto de primitiva de una funcién y explicar su relaciéon con el concepto de

integral definida.

Solucion
. Calcular todas las matrices X tales que AX + B = X, donde
(1) (2 2)
Solucion
. Entre todos los rectangulos de area dada jcuél es el de perimetro minimo?
Solucion

. Qué angulo deben formar dos vectores no nulos € y ¥ para que ambos tengan el mismo

modulo que su diferencia € — .

Solucion
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JUNIO 2002
Opcién A

1. Definir el concepto de derivada de una funcion f(z) en un punto x = a y explicar su relacion

con el crecimiento de la funcién.

Solucion
2. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segiin el valor del parametro a:
a y + (a+1) 2 =a
a T + z =a
+ a zZ =a
Solucion

3. Representar graficamente la figura plana limitada por las pardbolas y = 4 — 22, y = 22 — 4.

Calcular su area.
Solucién

4. Hallar dos vectores linealmente independientes que sean ortogonales al vector € de coordenadas
(1,1,3).

Solucion



XXXV

JUNIO 2002
Opciéon B

. Representar la grafica de la funcion f(z) = 2z + (22)~!, determinando los intervalos donde

es creciente.

Solucion
. Calcular la matriz X tal que AX = B, donde
1 2 1 2
A= ,B=
0 1 3 4
Solucion
. Calcular el valor de la integral
1
/ xe *dx
0
Solucion

. La base de una piramide es un cuadrado ABCD de 2 metros de largo y su vértice V' estéa
situado a una altura de 3 metros sobre el centro de la base. Calcular el d&ngulo que forman los
planos ABV y BCV.

Solucion



XXXVI

SEPTIEMBRE 2002
Opcién A

1. Representar la gréfica de la funcion f(z) = 23 + 273, determinando sus extremos (maximos

y minimos relativos).
Solucion

2. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regién donde la coordenada = es

positiva, por la recta x = 1, la hiperbola xy = 1, y la recta 6y — x + 1 = 0. Calcula su area.
Solucion

3. La matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es M. Hallar un
sistema equivalente tal que los tres coeficientes que estan por encima de la diagonal principal

de la nueva matriz asociada sean nulos:

0 1 -1
M=] -1 0 2
0 4 4
Solucion
4. Determinar si el plano 3x—2y+z = 1 es perpendicular a la recta de ecuaciones —x = 3y + 3z,y + 2z = —1.

Determinar también si es paralelo a la recta que pasa por los puntos de coordenadas (1, —1,1)
y (—1,-1,0).

Solucién



XXXVII

SEPTIEMBRE 2002
Opciéon B

1. Enuncia la regla de L’Hopital y calcula el limite

. 1—cos(2mx)
lim —————=
z—1  (x—1)2

Solucion
2. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segin los valores del parametro a:

ay + az =0
x + 2z =0

dc — 2y + az =a
Solucion

3. Calcular el area del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos de coordenadas (1,0, 1),
(2,0,2),(3,1,3) y (1,2,1).

Solucion
4. Calcular una primitiva de la funcién f(z) = (2% + 1)_1 x que se anule en z = 2.

Solucion



XXXVIII

JUNIO 2003
Opcién A

1. Determinar el valor del parametro a para que las siguientes ecuaciones lineales sean linealmente
dependientes
r + y + =z =1
3r + 2y + 2z =1
y + 2z =a

Solucion

2. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta y = x — 2 y la parabola de

ecuacién y? = z. Calcular su 4rea.
Solucion

3. Representar graficamente la funcion f(x) = e* — ex, determinando sus extremos relativos

(maximos y minimos relativos). ;Existe algtn valor de  en que f(z) sea negativo?
Solucion

4. Determinar una constante a para que el plano de ecuacién ax + y + z = 2 forme un éngulo

de /3 radianes con el plano z = 0.

Solucion



XXXIX

JUNIO 2003
Opciéon B

. Enunciar el teorema de Bolzano y determinar si el polinomio z* — 422 — 1 tiene alguna raiz

real negativa.

Solucion
. Calcular el valor de la siguiente integral, donde In denota el logaritmo neperiano:
¢ dr
/e x(lnx)
Solucion

. Determinar una recta tangente a la parabola y = 2 — 22 que sea paralela a la recta de ecuaciéon
20 +y = 4.

Solucién

. Calcular dos nimeros naturales a,b menores que 10 y tales que la siguiente matriz A tenga

rango 2:

w O N
= Ot N
S Q S

Solucién



XL

SEPTIEMBRE 2003
Opcién A

Dar un ejemplo de una sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incégnitas que sea compatible

e indeterminado. Interprétalo geométricamente.
Soluciéon

Con un alambre de dos metros se desea formar un cuadrado y un circulo. Determinar el lado

del cuadrado y el radio del circulo para que la suma de sus areas sea minima.
Solucion

Calcular el valor de la integral (puede hacerse con el cambio de variable t = e~%):

/1 dr
o €*+1

Solucion

Sabiendo que los lados de un rectangulo ABC'D miden 1 y 3 metros, calcular el producto
escalar de los vectores C@ y Aﬁ, y el modulo del producto vectorial de los vectores C@ y
—
BA.

Solucion



XLI

SEPTIEMBRE 2003
Opciéon B

. Definir el producto de matrices. Dar un ejemplo de dos matrices A, B con 2 filas y 2 columnas,

tales que A - B no coincida con B - A.
Solucion

. Determinar un plano que, pasando por el origen de coordenadas, sea paralelo a la recta de
ecuaciones z + y = 1,y + 2z = 2, y también sea paralelo a la recta que pasa por los puntos de
coordenadas (1,1,0) y (0,1,1).

Solucion

. Representar graficamente la figura plana limitada por la curva y = e”, su recta tangente en

el punto de abcisa x = 0, y la recta x = 1. Calcular su area.
Solucion
72.

. Determinar en qué puntos es negativa la derivada de la funcion f(z) = e®z

Solucién



XLII

JUNIO 2004
Opcién A

1. Definir el concepto de primitiva de una funcion. ;Existe alguna primitiva de la funcion f(z) =

2~ ! que no tome ningtn valor positivo en el intervalo 1 < z < 2?
Solucion

2. Calcular la ecuacion del plano que pasa por los puntos de coordenadas (1,0,0); (0,1,1);

(1,2,0). Determinar la distancia del punto (2,1, 1) a dicho plano.
Solucion

3. Determinar el mayor adrea que puede encerrar un triangulo rectangulo cuyo lado mayor mida

1 metro.

Solucion

4. Determinar todas las matrices X tales que A- X = X - A, donde:

(1)

Solucién



XLIII

JUNIO 2004
Opciéon B

. {Qué relacion hay entre los coeficientes de las ecuaciones
ar+by+cz=d,dzx+by+cdz=d
de dos planos paralelos? Razonar la respuesta.
Solucion

. Hallar una matriz con tres filas y tres columnas que tenga tres elementos nulos y tal que

ninguno de sus menores de orden dos sea nulo.
Solucion

. Representa graficamente el recinto plano limitado, en la regiéon donde la abcisa x es positiva,

por la curva y = 2% 4+ x , y por la recta y = 2x. Calcular el area.
Solucién

. Si la grafica de una funcion f(x) es:

y=fx)

representar aproximadamente la grafica de la derivada f'(x).

Solucion



XLIV

SEPTIEMBRE 2004
Opcién A

1. Definir el concepto de rango de una matriz. Dar un ejemplo de una matriz con 3 filas y 4

columnas que tenga rango 2.
Solucién

2. Determinar una recta que sea paralela al plano que pasa por los puntos de coordenadas
(1,1,0);(1,0,1) y (0,1,1), que también sea paralela al plano = + 2y + 3z = 0, y que no esté
contenida en ninguno de estos dos planos.

Solucion

3. Representar graficamente la figura plana limitada en el primer cuadrante (x > 0,y > 0) por

la recta y = = y la curva = 33. Calcular su éarea.
Solucion

4. Se desea construir un paralelepipedo rectangular de 9 litros de volumen y tal que un lado de
la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes de sus lados para que el area total de

sus 6 caras sea minima.

Solucion



XLV

SEPTIEMBRE 2004
Opciéon B

. Enunciar el teorema de Bolzano y usarlo para probar que la ecuacién = = cosx tiene solucién

positiva.
Solucion

. {Puede aumentar el rango de una matriz cuadrada de 3 filas al sustituir un coeficiente no nulo

por 07,y permanecer igual?. Justificar las respuestas.

Solucion
. Calcular el valor de la siguiente integral:
2
/ /22 — 1dx
1
(puede hacerse con el cambio de variable 22 — 1 = ¢3.
Solucion

. Determinar los puntos de la curva plana y®> = 2z en que la recta tangente es perpendicular a

la recta y + 6z = 0.

Solucion



XLVI

JUNIO 2005
Opcién A

1. Determinar un valor del parametro a para que el siguiente sistema de ecuaciones lineales sea
compatible e indeterminado.
r 4y +z a
z -y +z =1
rz =3y +z =0

Solucion
2. Representar graficamente el recinto plano limitado por las curvas y = e®, y = e~ %, y por la
recta x = 1. Calcular su area.
Solucion
3. Hallar la derivada en z = 0 de la funciéon f(f(x)), donde f(z) = (1 +z)~ 1.
Solucion

4. Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la recta

x—1 'y =z-1

1 1 -1

Solucién



XLVII

JUNIO 2005
Opciéon B

1. Dar un ejemplo de un sistema de 3 ecuaciones lineales con tres incognitas que sea incompatible.

Interprétalo geométricamente.
Solucion
2. Calcular el valor de la siguiente integral:
/ ) ln—fdx
1T
(puede hacerse por partes).
Solucion

3. Representar graficamente la funcion f(z) = x — 2senz en el intervalo —7w < z < 7, determi-

nando sus extremos (méximos y minimos relativos).
Solucion

4. Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4 cm, calcular el coseno del angulo PAC,
donde P es el punto medio del lado BC'"

Solucién



XLVIII

SEPTIEMBRE 2005
Opcién A

1. Enunciar el Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial. Usarlo para demostrar que para

cualesquiera numeros reales x < y se verifica que cosy — cosz <y — x.

Solucién

2. Resolver el sistema de ecuaciones lineales

[

w

Il
8 & w

Solucion

3. Si A, By C son los puntos de coordenadas (1,0,0);(0,1,0) y (0,0,1) respectivamente

a) Calcular el 4rea del triangulo que forman los puntos A, By C.

b) Determinar el angulo que forman los vectores zﬁ y ﬁ

Soluciéon

4. Calcular una primitiva de la funcion f(z) = (z + 1)22=%/2 que se anule en = 1.

Solucion



XLIX

SEPTIEMBRE 2005
Opciéon B

. Dar un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas que sea compatible e indeter-

minado. Interpretarlo geométricamente.

Solucion
. Hallar la derivada en el punto « = 0 de la funcion f(f(z)), donde f(x) = senx.
Soluciéon

. Hallar un vector de modulo 1 que sea ortogonal a los vectores de coordenadas (0,1,1) y
(2,1,0).

Solucion

. Representar graficamente el recinto plano limitado por la recta © —y = 1 y por la curva de

ecuacion y = y/x — 1. Calcular su area.

Solucion



JUNIO 2006
Opcién A

. Calcula
14+xz—¢€*
=0  sen2x

Solucién

4

. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = z*, su recta tangente en el

punto (1,1) y el eje OY. Calcular su area.
Solucion

. Determina la relaciéon que debe existir entre a y b para que los puntos de coordenadas
(1,0,0), (a,b,0), (a,0,b) y (0,a,b) estén en un plano.

Solucion

. Sea A una matriz cuadrada tal que A% = A + I, donde I es la matriz unidad. Demuestra que

la matriz A es invertible.

Solucién



LI

JUNIO 2006
Opciéon B

. Define el concepto de méximo relativo de una funcion f(z) y enuncia su relacion con las

derivadas sucesivas de f(x).
Solucién
. Halla una primitiva de la funcion f(z) = ze®.

Solucién

. Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,2,3) y por la recta de ecuaciones
r+y=1Ly+z=1.

Solucion

. Discute el sistema de ecuaciones lineales

r + 2y — z = 2
x + (14+by — bz = 2b
r + by + (1+bz = 1

segin los valores de b.

Solucién



LII

1.

SEPTIEMBRE 2006
Opcién A

Resuelve el sistema de ecuaciones lineales

r +2y —z =1
r +y -z =1

T —z =1
Solucién

Calcula el angulo que forma el plano z + y + z = 0 con la recta de ecuaciones x +y = 1,
y+z=1.

Solucion

Dada la funcién
senx + sen(x + 1)

fz) =

cosx — cos(x + 1)

en el intervalo 0 < x < 2, calcula su derivada, simplificindola en lo posible. ;Es constante

esta funcion f(z)?
Solucién

Enuncia la regla de Barrow. Representa la grafica de la funcién

@) = /1 “tat

Soluciéon



LIII

SEPTIEMBRE 2006
Opciéon B

. Determina el plano que pase por los puntos de coordenadas (1,0,0) y (0,1,0), y sea paralelo

a la recta
z 4y +z =2
r -y +z =2

Solucién

. Escribe un ejemplo de una matriz de rango 2, con 3 filas y 4 columnas, que no tenga ningin

coeficiente nulo.
Solucion

. Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funciéon
f(x) = (1+22)~tx. A partir de los resultados obtenidos, dibuja la grafica de la funcién f(x).

Solucion

. Representa la figura plana limitada por la grafica de la funciéon f(x) = cosz, en el intervalo

T 7r .
—3 <z< 5 ¥ por la recta y = —. Calcular su area.

Solucion



LIV

JUNIO 2007
Opcién A

1. a) Enuncia la regla de la cadena para derivar funciones compuestas.

b) Dada la funcion h(z) = e5"/(#) calcula el valor de su derivada en x = 0, sabiendo que

f0)=0y f/(0)=1.

Solucion
2. Representa graficamente el recinto plano limitado por las pardbolas y = 1 — 22 e y = 222 y
calcula su érea.
Solucion
3. a) Calcula el rango de la matriz A, segtn los valores del parametro a
1 2 3 a
2 4 6 8
3 6 9 12
b) Escribe las propiedades del rango que hayas usado.
Solucion

4. Determina la relacion que debe existir entre a y b para que el punto P = (0,a,b) esté en el
plano determinado por los puntos A = (1,0,0),B = (1,1,1) y C = (0,2, 1).

Solucion



LV

JUNIO 2007
Opciéon B

1. Determina los puntos de la pardbola y = 22 que estan a minima distancia del punto P = (0, 1).
Soluciéon

2. Calcula el valor de la integral

10
/ (. —2)Y3da
3

Solucion

3. a) Enuncia el Teorema de Rouché-Frobenius.

b) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segtin los valores del parametro a:

rx +y +z =a
z 4y H4az =1
r +ay +z =1

Solucion

4. Escribe un vector de modulo 1 que sea ortogonal al vector de coordenadas (1,2,1).

Solucion



LVI

SEPTIEMBRE 2007
Opcién A

1. a) Enuncia el Teorema de Rolle.

b) Prueba que la funcion f(z) = 23+ 2? — 2 — 1 satisface las hip6tesis en el intervalo [—1, 1]

y calcula un punto del intervalo abierto (—1,1) cuya existencia asegura el Teorema de
Rolle.

Solucion

2. Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = 223, su recta tangente en

el origen de coordenadas y la recta = 2. Calcula su area.

Solucién

3. Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Sisabemos que el determinante de la matriz 24 es [2A] = 8. ;Cuanto vale el determinante

de A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas usado para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de x se cumple que |24| = 8, siendo A la matriz

T 1 1
A= z+1 2 2
T 2—x 1

Solucion

4. Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano x +y + 2z = 1

con los ejes coordenados.

Solucion



LVII

SEPTIEMBRE 2007
Opciéon B

1. a) Enuncia el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral.

b) Calcula el punto al que se refiere dicho teorema para la funcién f(z) = 322 + 1 en el

intervalo [0, 3]

Solucién
2 —x.

2. Para la funcion f(z) =z e

a) Comprueba que la recta y = 0 es una asintota horizontal en +oo.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢) Con los datos anteriores, haz una representacion aproximada de la grafica de la funciéon

flx)=a% e "
Solucion

3. Calcula la matriz X tal que A%2- X = A, donde
1 2
A =
1 1

4. a) Determina la posicion relativa de plano  — y + z = 2 y la recta de ecuaciones

Solucion

y+1 242

b) Calcula la distancia entre la recta y el plano anteriores.

Solucién



LVIII

JUNIO 2008
Opcién A

1. a) Enuncia la condicion que se debe cumplir para que una recta y = [ sea asintota horizontal

de una funciéon f(z) en +oo.

b) Calcula las asintotas verticales y horizontales (en +o00 y en —oo) de la funcion

3r—1

2 —1

fx) =
Solucion
2. Calcula el valor de la siguiente integral (puede hacerse con el cambio de variable ¢t = In(z))

¢ 1
/1 x (14 ln(az))dm

donde [n denota el logaritmo neperiano.
Solucion

3. Discute, en funcion del parametro a, el sistema de ecuaciones (NO es necesario resolverlo en

ningin caso)

-r + 2y + z =
ax — Yy + 2z =
2z + (a—1)z =

Solucién

4. Sean 4 y ¥ dos vectores ortogonales de modulo 4 y 3 respectivamente. Calcula el modulo de

los vectores 4 + ¥ y 4 — ¥, indicando los resultados tedricos en que te basas para ello.

Solucion



LIX

JUNIO 2008
Opciéon B

1. Calcula el siguiente limite:

Solucion

2. a) Representa graficamente el recinto plano limitado por la recta y+2x—6 = 0 y la parabola
y=—a?+2z+3.

b) Calcula su 4rea.

Solucion
3. Determina el rango de la matriz A segtn los valores de b:
-1 2 b
A= b -3 -1
0 2 1
Solucion

4. Sean d@ y b dos vectores no proporcionales del espacio real tridimensional. ; Qué relacion existe
entre las direccciones de @ y b y la direccion de su producto vectorial? jCuénto vale el modulo

del producto vectorial de @ y b?

Solucion



LX

SEPTIEMBRE 2008
Opcién A

1. a) Calcula el siguiente limite
. In (502 + 1)
lim ———~

z—0 €T

b) Indica, razonadamente, el valor que debe tomar a para que la siguiente funcion sea

continua:
a st =20
fz) =
n (x2 + 1)
. si ©#0

Nota: In denota el logaritmo neperiano.
Solucion

2. Calcula la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto (0,1) (es decir, f(0) = 1) y que tiene
2z

x2 41

como derivada la funcion f'(z) =
Solucion

3. a) Define el concepto de rango de una matriz.

b) Determina razonadamente si la tercera fila de la matriz A es combinacion lineal de las

dos primeras

Solucion

4. a) Determina la recta que pasa por el punto (1,1,1) y es perpendicular al plano z +y = 1.

b) Calcula el punto donde la recta obtenida corta al plano dado = +y = 1.

Solucién



LXI

SEPTIEMBRE 2008
Opciéon B

1. Halla los puntos de la curva de ecuacién y = 2% — 222 + 1 donde la recta tangente es paralela

alarectay+x—2=0.
Solucion

2. a) Define el concepto de primitiva de una funcion.

2

b) Di, razonando la respuesta, si las funciones Fy(x) = senz y Fy(x) = —cos®x son primi-

tivas de una misma funcioén.

Solucion
3. Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales, segtin el valor del parametro a:
ax + ay = 0
T + zZ = a
-2y + az = a
No es necesario resolver el sistema en ningtn caso.
Solucion

4. a) Determina el plano que pasa por el punto de coordenadas (1,1,1) y corta perpendicu-

larmente a la recta
x—1 'y z+1

2 1 1

b) Calcula el punto donde se cortan la recta y el plano.

Solucion



LXII

JUNIO 2009
Opcién A

1. Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Sabemos que el determinante de A es |A| = 2. Calcula

los siguientes determinantes:

a) [24].

b) [A-1].

d

)
)
c) |A- At| (At es la traspuesta de la matriz A).
) Determinante de la matriz obtenida al intercambiar las dos primeras columnas de A.
)

e) Determinante de la matriz que se obtiene al sumar a la primera fila de A la segunda

multiplicada por 2.

Solucion
2. Dadas las rectas
. rT+y+2=0 - r + y + =z
N r—y+z=1 | ax + + bz
determine la relaciéon que debe existir entre a y b para que:
a) r y r’ sean paralelas.
b) r y 7’ sean perpendiculares.
Solucion

3. a) Diga cuando un punto (zo, f(z¢)) es de inflexién para una funcion f(x).

b) Calcule los coeficientes a y b del polinomio p(z) = ax® — 322 + bx + 1 para que su grafica

pase por el punto (1, 1), teniendo aqui un punto de inflexion.

¢) Diga, razonadamente, si en el punto (1,1) la funcion p(z) es creciente o decreciente.
Solucion

4. a) Exprese f(z) = z - |z| como una funcién definida a trozos y dibuje su grafica de forma

aproximada.
b) Calcule la integral definida f_ll x - |z|dx.

¢) Calcule el area del recinto plano limitado por la grafica de f(x), el eje OX, la recta

r=—-1ylarectax =1.

Solucion



LXIII

JUNIO 2009
Opciéon B

1. Calcule los méaximos y minimos relativos de la funcion f(z) = § + cosx en el intervalo

0 < z < 27. Tenga en cuenta que los angulos se miden en radianes.

Solucion
2. a) Escriba la férmula, o regla, de integracion por partes.
b) Apliquela para calcular la siguiente integral indefinida
/ r?cosxdx
Solucion
3. Determine el rango de la matriz A siguiente segiun los valores del parametro b:
0 b b
A= 0 1
b -2 0
Solucion

T = A
r y= -2
z= 1 + A

b) Determine la recta s que esta contenida en el plano IT y corta perpendicularmente a r.

Solucion



LXIV

SEPTIEMBRE 2009
Opcién A

1. Considere las matrices:

a) Diga razonadamente cudl es el rango de la matriz A - B.

b) Clasifique y resulva el sistema de ecuaciones:
A-B-X=0
Solucién

T = A
=0
2. Considere las rectas r: ¢ y = - A ys: { Tty

rT—z=
z= 1
a) Compruebe que r y s son coplanarias.

b) Obtenga las ecuaciones de la recta que corta a r y a s, y es perpendicular a ambas.
Solucion

3. a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Aplique dicho teorema para probar que, cualquiera que sea el valor del namero real a, la
ecuacion 22 — 12z + a = 0 no puede tener dos soluciones distintas en el intervalo cerrado
[-2,2].

Solucién

4. Dada la parabola de ecuacién y = —a% — 2x + 3, sea r su recta tangente en x = —1 y sea s su
recta tangente en x = 1.
a) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola, la recta r y

la recta s.

¢) Calcule el area de dicho recinto.

Solucion



LXV

SEPTIEMBRE 2009
Opciéon B

1. a) Calcule el limite

,oet—1
lim
x—0 x

b) Diga, razonadamente, el valor que debe tomar ¢ para que la siguiente funcion sea conti-

nua:

r—1
¢ st x#0
x
fz) =
c st =0
Solucion
2. a) Calcule una primitiva de la funciéon racional
1
@) =102
b) Calcule la integral [ —L—dz (puede utilizarse el cambio de variable ¢ = senx).
Soluciéon
1 1 1
3. Considere la matriz A = a b ¢
a®> b?

a) Calcule el determinante de A y compruebe la igualdad
Al = (b—a)(c—a)(c—b)

b) ;Qué relacion debe existir entre a, b y ¢ para que el rango de la matriz A sea igual a 17

Justifique la respuesta.

Solucion
r= 1 4+ A
4. a) Compruebe quelarectar: y= A esperpendicular al plano Il : z +y 4+ 2z = 1.
z= A

b) Calcule los dos puntos de la recta 7 cuya distancia al plano II es igual a v/3 unidades.

Solucion



LXVI

1. a)
b)
c)
2. a)
b)
3. a)
b)

JUNIO 2010
FASE GENERAL
Opcién A

Enuncie el teorema de Bolzano.

Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién e* = —2x2+2 tiene soluciones.

(Puede ser ttil dibujar las graficas de las funciones f(x) = e y g(z) = —222 + 2.)

Determine un intervalo de longitud 1 donde se encuentre alguna soluciéon de la ecuacién
e® = —22% + 2.

Solucion

2
T 4

Represente, de forma aproximada, la recta x = 1 y las curvas y = S Y=Y senale el

2

recinto plano limitado por ellas.

Calcule el area de dicho recinto.

Solucion
Discute el sistema de ecuaciones lineales:
2 — y + z
-z + y - z =0
y — z
Resuelve el anterior sistema.
Solucién

4. Calcula el angulo que forma el plano v/3z — z = 3 con la recta de ecuaciones = +y = 1,

y —x = —1 (Los angulos se miden en radianes)

Solucion



LXVII

JUNIO 2010
FASE GENERAL
Opciéon B

1. a) Escriba la "regla de la cadena" para la derivacion de funciones compuestas.

b) Calcule, y simplifique en lo posible, la derivada de la funciéon

1 — cosx
=in|—— 0<
f(x) n(l—l—cosx)’ r<m
Solucion
2. a) Diga cuando una funcién F'(x) es primitiva de otra funcion f(z).
b) Calcule una primitiva F(z) de la funcién f(z) = ze®" que cumpla F(0) = 0.
Solucion
3. Determine el rango de la matriz A segun los valores de b:
1 2 1
A= b+1 1 1
1 b b—-1
Soluciéon

4. De todos los planos que pasan por los puntos P = (0,0,—1) y @ = (1,0,0), calcule uno que
sea paralelo a la recta de ecuaciones x +y=1,z—2=0

Solucion



LXVIII

JUNIO 2010
FASE ESPECIFICA
Opcién A

1. Calcule el limite

et —xcosxr — 1

lim
z—0 senx — x + 1 — cosx

Solucion

2. Calcule, utilizando la formula de integracion por partes, una primitiva F(z) de la funcion
f(x) = 2%~ que cumpla F(0) = 0.

Solucion

3. a) Defina el concepto de rango de una matriz.

b) Calcule el rango de la matriz

-1 1 1
A= 1 2 -1
-2 1 2

¢) Diga, razonadamente, si la segunda columna de la matriz A anterior es combinacion

lineal de las otras dos columnas.
Solucién

4. Determine la relacion que deben cumplir A y p para que la distancia del punto P = (A, 1, )
al plano determinado por los puntos A = (1,1,1), B = (1,0,0) y C = (0,2,1) sea igual a 1.

Solucion



LXIX

JUNIO 2010
FASE ESPECIFICA
Opciéon B

1. a) Defina la nocion de minimo relativo de una funcion.

b) Para cada x sea h(x) la suma de las coordenadas del punto (z, f(x)) de la grafica de

f(x) = a* + 23 + 22 — 2 + 1. Calcule los extremos relativos de h(x).

» ;Tiene h(z) algin extremo absoluto? Razone la respuesta.
Solucion

2. a) Represente, de forma aproximada, la curva y = 2 + 222 + 1 y la recta tangente a dicha

curva en el punto Qo = (—1,4).

b) Sefiale el recinto plano limitado por el eje OY y por la curva y la recta del apartado

anterior, y calcule el area de dicho recinto.

Solucion
3. Discute, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones
br + by = 1
3x + bz = b-—2
- ¥y 4+ z = b-3
(no es necesario resolverlo en ningin caso).
Solucion

DD

4. Dados los puntos A = (1,1,1), B = (1,0,0) y C = (0,2,1), sea r la recta que pasa por A y
B, y sea II el plano que pasa por C'y es perpendicular a r. Calcule el punto Py en el que se

cortan r y II.

Solucién



LXX

SEPTIEMBRE 2010
FASE GENERAL
Opcién A

1. Diga, razonando la respuesta, qué valor debe tomar ¢ para que sea continua la funcién:

c siz=0
f@=3 .
ef —1—z i
—Q — siw #0
Solucion
2. Calcule el valor de la integral
2 /p—1\*?
[(5)
1 8
Solucion

3. a) Diga, justificando la respuesta, si es de Cramer el siguiente sistema de ecuaciones:

y -  z 1
—x 4+ 4z = 0
2y — z =1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.
Solucion

4. Fijados los puntos A = (1,0,0) y B = (0,1,0), obtenga la relacion que deben cumplir los
namero reales A y u para que el punto P = (A, 11, 0) sea tal que el tridngulo ABP tenga area

igual a 1.

Solucion



LXXI

SEPTIEMBRE 2010
FASE GENERAL
Opciéon B

1. Halle todos los puntos de la grafica de la funcién f(z) = 23 + 22 + x + 1 en los que su recta

tangente sea paralela a la recta de ecuacion 2z —y = 0.
Solucion

2. a) Represente, de forma aproximada, el recinto plano limitado por la parabola y = 222 y la

parabola y = 2 + 4.

b) Calcule el area de dicho recinto.
Soluciéon

3. a) Sean By C matrices cuadradas de orden 3. Diga cuando, por definicion, C' es la matriz

inversa de B.

b) Diga razonadamente si la matriz

N

I
S = =
—_ O
_ = O

tiene inversa, y si la respuesta es afirmativa calcule la matriz A=1.
Solucion

4. Sea 6 el angulo formado por los vectores @ = (A, 1,0) y ¥ = (1, u,0), donde A y p son namero

reales.

a) Obtenga la relacion que deben cumplir A y u para que se cumpla que cosf = 0.

b) Obtenga la relacion que deben cumplir A y p para que se cumpla que senf = 0.

Solucién



LXXII

SEPTIEMBRE 2010
FASE ESPECIFICA
Opcién A

1. Considere las funciones f(x) = sen’z y

S|
T) = dt, 0 <x <1

Calcule la derivada de la funcion F(z) = g(f(x)), 5= < « < 7. Simplifique en lo posible dicha

derivada.

Solucion

2. a) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la hipérbola zy = 1, su

recta tangente en el punto (1,1) y la recta z = 2

b) Calcule el area de dicha region plana.

Solucién
3. Discuta, en funcién del parametro a, el sistema de ecuaciones
r + vy = a+1
—2r — y + az = -2
(a+l)z + y — =z = 2
(no es necesario resolverlo en ningtn caso).
Solucion

4. Considere las rectas 7‘:{ . y s :{ Y .
y=z =z

Obtenga un punto P de r y un punto @) de s tales que el vector 1@ tenga moédulo igual a 1

y sea ortogonal al vector (—1,0,1)

Solucion



LXXIII

SEPTIEMBRE 2010
FASE ESPECIFICA
Opciéon B

1. a) Estudie el dominio, los extremos relativos, la curvatura (intervalos de concavidad y de
convexidad) y los puntos de inflexion de la funcion f(x) = In(1 + 22?) (In denota el

logaritmo neperiano).

b) Represente la gréifica de f(z) = In(1 + 2?) utilizando los datos obtenidos en el apartado

(a).

Solucion
2. Calcule las primitivas de la funciéon
B 1
f(z) = prompertL Y o 0
(Puede utilizarse el cambio de variable t = e®.)
Solucion
3. Determine el rango de la matriz A segin los valores de a:
0 1 2
A= a+1 -1 a-2
-1 a+1 2
Solucion

4. a) Determine el plano IT que pasa por el punto (1,0,1) y es perpendicular a la recta de

ecuaciones z +y+z2=0,z—2z=1.

b) Calcule el punto en el que se cortan r y II.

Solucion



LXXIV

JUNIO 2011
Opcién A

1. a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Pruebe que cualquiera que sea la constante a la funcién f(x) = 2% — 522 + Tz + a cumple
las hipotesis de dicho teorema en el intervalo [1, 3]. Calcule un punto del intervalo abierto

(1,3) cuya existencia asegura el teorema de Rolle.
Solucion

2. a) Represente, de forma aproximada, la figura plana limitada por la curva y = —2(x — 1)3,
su recta tangente en el punto (1,0) y la recta = 0 (Puede ser ttil calcular los cortes de

la curva y = —2(x — 1)3 con los ejes coordenados.)

b) Calcule el area de dicha figura plana.

Solucion
. z 1 .
3. Calcule las matrices de la forma X = < 0 ) que cumplen la ecuacion:
1 0
X Xt=
0 1
donde X? es la matriz traspuesta de X
Solucion
. . . . . z=0
4. a) Estudie, en funciéon de los parametros a y b, la posicion relativa de la recta r : { 0
y =

yelplanoll=z+y+az =0.

b) Para cada una de las posiciones obtenidas, diga como es el sistema formado por las tres
ecuaciones
x =0, y =0, r+y+az=5>

Solucién



LXXV

JUNIO 2011
Opciéon B

1. a) Enuncie el Teorema del Valor Medio del Céalculo Integral.

b) Calcule el punto al que se refiere dicho teorema para la funcion f(xr) =e® +1 en el

intervalo [0, 1].
Solucién

2. a) Estudie las asintotas, los extremos relativos y los puntos de inflexion de la funcion

flz) =xze ™.
b) Represente, utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, la grafica de la funcion
f(z) =ze ™.
Solucion
3. Discuta, en funcion del parametro a, el sistema de ecuaciones
- + 2y + z =
x + (a—1y + az = 0
ar + 29 4+ =z = -1
(no es necesario resolverlo en ningtn caso).
Solucién
+y=0 v=1
x =
4. Considere las rectas 7 : Y yr:is y=2X\
r—z=1 N
z =

a) Determine el plano IT que contiene a la recta r y corta perpendicularmente a la recta s.

b) Calcule el punto donde se cortan el plano II y la recta s.

Solucion



LXXVI

SEPTIEMBRE 2011
Opcién A

1. a) Diga, razonadamente, si la tercera columna de la matriz A siguiente es combinacion lineal

de las dos primeras columnas:

1 2 -3 0
A= 0 1 -1 1
-1 0 1 -1

b) Calcule el rango de la matriz A.
Solucién

2. Sea r la recta que pasa por los puntos A = (1,0,0) y B = (1,—1,0), y sea s la recta que pasa
por los puntos C' = (0,1,1) y D = (1,0,—1).

a) Calcule el plano II que contiene a s y es paralelo a r.

b) Calcule la distancia entre las rectas r y s.
Soluciéon

3. Determine valores de los pardmetros a y b para que la funcion f(x) = a cos?z +bx> + 2% tenga

un punto de inflexién en z = 0.
Solucion

4. Calcule, utilizando la formula de integracion por partes, una primitiva F(z) de la funcion

f(z) = 22 - Inz? que cumpla F(1) = 0.

Solucién



LXXVII

SEPTIEMBRE 2011
Opciéon B

1. Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

y + bz = 1+45b
x + z = 3-b
bx — by = 1-b

(no es necesario resolverlo en ningin caso).

Solucion

2. a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por los puntos A = (1,0,0) y
B(-1,0,-1).
b) De todos los planos que contienen a la recta r, obtenga uno cuya distancia al punto

C = (0,—1,0) sea igual a 1.

Solucion
3. Calcule el limite
, e —e -2
lim ———
z—0 sen?x
Solucion
4. a) Represente, de forma aproximada, la grafica de la funcion f(z) = ze®” 1. Sefiale el
recinto plano limitado por dicha grafica, el eje OX, la recta z = —1 y la recta x = 1.

b) Calcule el 4rea del recinto del apartado anterior.

Solucién



LXXVIII

JUNIO 2012
Opcién A

1. Discuta, en funciéon del parametro a, el sistema de ecuaciones

r —y + 2z = a
- + Yy — az =
x +ay +(14+a)z = -1

(no hay que resolverlo en ningtn caso).
Solucion

2. Calcule todos los vectores de modulo 2 que son ortogonales a los vectores @ = (1,—1,—1) y
v=(-1,2,1).

Solucién

2

3. a) Determine el punto (z,y) de la pardbola y = x* en el que la suma x + y alcanza su

minimo valor.

b) Explique por qué dicho minimo es absoluto.
Solucion

4. a) Calcule los puntos de corte de la recta 2y — x = 3 y de la recta y = 1 con la rama

hiperbolica zy = 2, x > 0.
b) Dibuje el recinto plano limitado por las tres curvas del apartado anterior.

¢) Calcule el area de dicho recinto.

Solucion



LXXIX

JUNIO 2012
Opciéon B

1. Calcule la matriz inversa de la matriz A = B2 —2-C, siendo

1 0 1 1 0 0
B=|o0 -1 0], C=11 1 -1
1 0 1 -1 1
Solucién
2. Calcule la distancia del punto P = (3,—1,2) a la recta
r—y+z=1
T
r+2=0
Soluciéon

3. Considere la funcion f(z) = |z| + |z — 2|.

a) Exprese f(z) como una funciéon definida a trozos.
b) Dibuje la grafica de f(x).

c¢) Escriba el intervalo abierto de la recta real formado por los puntos en los que f(x) es

derivable y se anula su derivada.
Solucion

4. Calcule la siguiente integral de una funcion racional:

2
/gj +1dx.
2 -1

Solucion



LXXX

SEPTIEMBRE 2012
Opcién A

1. a) Calcule el siguiente limite (In denota el logaritmo neperiano):

lim z-lnx
x—0t

b) Estudie los extremos relativos, las asintotas y el signo de la funcion f(z) = z-In x definida

en el intervalo abierto (0, +00).

¢) Utilizando los datos obtenidos en los apartados a) y b) represente de forma aproximada

la grafica de la funcion f(z) del apartado b)
Solucién

2. a) Diga cuando una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(z).

b) Haciendo el cambio de variable t = /& — 1, calcule la primitiva de la funcion f(x) =z - Vo — 1
cuya grafica pasa por el punto (1,0) del plano.

Solucién

3. Calcule los valores de a para los que el determinante de la matriz B es igual a 32, |B| = 32,
siendo B=2-A%y

Solucion

4. Dados el plano II de ecuaciéon x 4+ z = 1 y los puntos A = (1,0,0) y B = (0, 1,0), calcule los
valores de ¢ para los que el punto P = (0,0,¢) cumple “area del tridngulo ABP”="“distancia
de P aII".

Solucién



LXXXI

SEPTIEMBRE 2012
Opciéon B

_1‘2

1. a) Estudie las asintotas de la funcion f(z) =e
b) Calcule los extremos relativos y los puntos de inflexion de f(z).

¢) Utilizando los datos obtenidos en los apartados a) y b), haga la representacion grafica

aproximada de la funcion f(z).
Soluciéon

2. Calcule, utilizando la formula de integracién por partes, una primitiva F(z) de la fucnion
f(x) = (z +1)? senz que cumpla F(0) = 1.

Solucion
3. (Existe alguna matriz X = ( v ) que cumpla
z
1 2 1
X =X-
11 -1
y sea NO nula? Razone la respuesta.
Solucion

4. Sea II el plano determinado por los puntos A = (1,0,0), B =(0,1,0) y P = (0,0,¢), y sea la

{ r—y=23
recta 1 :

a) Obtenga la ecuacion implicita de II.
b) Determine los valores de ¢ para los que r y II son paralelos.

¢) Determine los valores de ¢ para los que r y II son perpendiculares.

Solucion



LXXXII

JUNIO 2013
Opcién A

a) Encuentre, razonadamente, un valor del parametro a para el que sea compatible deter-
minado el sistema de ecuaciones:

ax + 2y + 2z = a+1
(a+1)z — y — az = -1
- + y + =z = 2a

b) Resuelva el sistema para el valor de a encontrado.

Solucion
2. Sean en R? los vectores € = (2,0,0), @ = (1,0,—1) y ¥ = (=2,3, —2).
a) Calcule el producto vectorial € X .
b) Calcule el seno del angulo 6 que forman €'y 4.
¢) Calcule el angulo ¢ que forman @ y 9.
Solucion

3. Estudie si larecta r de ecuacion y = 4x—2 es tangente a la grafica de la funcion f(x) = 23 + 22 —x + 1
en alguno de sus puntos.

Soluciéon

4. a) Halle, utilizando la férmula de integracion por partes, una primitiva de la funciéon f(z) =1+ Inz.

b) Calcule el area de la region plana limitada por la curva y = lnz, la recta horizontal
y = —1, y las rectas verticales c =1 y =z =e.

Solucion



LXXXIII

JUNIO 2013

Opciéon B
1. Dadas las matrices
1 0 -1 0 0
A= -1 -1 11, I= 0 1 0 ,
0 1 1 0 0

pruebe que la matriz inversa de A es A1 = —A2 4+ A+ 21.
Solucion

2. a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por el punto P = (1,—1,0) y es

paralela a los planos Iy =z +y=2ylh =z —-y+2=1.

b) Calcule también las ecuaciones paramétricas de r y un vector director de 7.
Solucion

3. a) Enuncie el teorema de Bolzano.
b) Demuestre que alguna de las raices del polinomio P(z) = 2* — 8z — 1 es negativa.

¢) Demuestre que P(x) tiene también alguna raiz positiva.
Solucion
4. Calcule la siguiente integral de una funcién racional:

/Ldm
24+ —2

Solucion



LXXXIV

SEPTIEMBRE 2013

Opcién A
-1 3 =z Y
1. Dadas las matrices A = 2 3 0 y B = -2 1 -2 |, estudie si existen
0 1 1 2 x Y

numeros reales = e y tales que la matriz B es la inversa de la matriz A.
Solucion

2. En R3, calcule la distancia del punto P = (1,—1,2) a la recta r que pasa por los puntos
A=(0,-1,1) y B=(1,0,1).

Solucion
3. a) Defina a trozos la funcion f(z) =2 — x - |z| y represéntela graficamente.
b) Estudie la derivabilidad de f(z) en toda la recta real.
c¢) Calcule la funcion derivada f’(z) para los valores de = que exista.
Solucion

4. Calcule el valor de la integral definida

1
2
/O <962f_1 + (2z — 1)6302730 + 27rsen(27rx)) dx .

Solucion



LXXXV

SEPTIEMBRE 2013
Opciéon B

1. a) Estudie para cuales valores del parametro m es compatible determinado el siguiente

sistema de ecuaciones:

l1-2m)zx — y — z = -1
m-1z + y — 2z = 2
mlx + y + z = 3

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones para m = 0.

Solucién

2. Fijados los puntos A = (1,1,0) y B = (1,0, 1), calcule todos los puntos de la forma X = (0, A, u)

para los que el tridngulo ABX es equilatero.

Solucion

3. a) Estudie el dominio de definicién, las asintotas, los extremos relativos y los puntos de

inflexion de la funcién 3

flz) = W .
b) Represente la funcion f(x) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado a).

Solucion

4. a) Dibuje el recinto plano limitado por la pardbola y = 1 — 22, el eje OX, la recta x =0

y la recta x = 2.

b) Calcule el 4rea de dicho recinto.

Solucion



LXXXVI

JUNIO 2014
Opcién A

1. a) Estudie como es el sistema de ecuaciones:

z 4y —4z = 2
2t -y —z =
r -2y +3z = -1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

Solucion
) =0 r+y=1
2. Considere en R? las rectas 7 : RS Y .
z=0 r—y=1
a) Obtenga un vector director de la recta s.
b) Obtenga el plano II que contiene a 7 y es paralelo a s.
c) Obtenga el plano II que contiene a r y es perpendicular a s.
Solucion

3. a) Enuncie la condicion que se debe cumplir para que una recta x = a sea asintota vertical

de una funcién f(x).

b) Calcule las asintotas verticales y horizontales (en —oo y en +00) de la funcion

2+z—1
22 —x—2"

f(x) =
Solucion

4. Calcule el area de la region plana limitada por la grafica de la funcion f(x) = cosz, el eje

OX y las rectas x =0, = = 27.

Solucién



LXXXVII

JUNIO 2014
Opciéon B

1. a) Calcule el determinante de la matriz

1 0 1
A= 0 0 2
0 -1 0

b) Calcule la matriz inversa de A.

¢) Calcule el determinante de la matriz B = %A?’ sin obtener previamente B.
Solucién
2. a) Dado el plano II; de ecuacion z = 0, escriba las ecuaciones de dos planos Ily y II3 tales

que los planos IIy, Iy y I3 se corten dos a dos pero no exista ningin punto comun a los

tres.

b) Clasifique el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos II;, II5 y IIs.
Solucion

3. a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Aplique el teorema de Bolzano para probar que la ecuacién cosx = 22 —1 tiene soluciones

positivas.

c) ;Tiene la ecuacion cosz = 22 — 1 alguna solucién negativa? Razone la respuesta.
Solucion
4. Calcule la siguiente suma de integrales definidas
2 _9 2
/ —dr + / (— senx - €% 4 cos?x - ese““‘) dx ,
1 X ™
cuyas integrales indefinidas asociadas son inmediatas.

Solucion



LXXXVIII

JULIO 2014

Opcién A
1 0 -1 0 -5
1. Considere las matrices B = 0 -1 0|, C= 0 1 1
-1 0 1 -5 -1 5

b)
2. a)
b)
3. a)
b)

Calcule la matriz A = 3B2 — C.

Halle la inversa A~! de la matriz A.

Solucion

r+y+2=0

sea paralela al
r—y—z=1

Calcule el valor del parametro k para que la recta r : {

plano II de ecuacién kx +y + kz = 1.

Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, calcule la distancia de la recta r al

plano II.
Solucion

Estudie el dominio de definicion, las asintotas, los extremos relativos y los puntos de

inflexion de la funcion
(x+1)3

2

flz) =

Represente la funcion f(x) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado a).

Solucion

4. Calcule la siguiente integral definida de una funciéon racional:

e+1
-2
[
2 4 —3zr+2

Solucion



LXXXIX

1.

JULIO 2014
Opciéon B

Considere el sistema compatible determinado de dos ecuaciones con dos incégnitas
rT—y=23
cuya solucién es el punto Py = (2, —1) de R2. Sea S’ el sistema que se obtiene al afiadir a S
una tercera ecuacion ax + by = c. Conteste razonadamente las siguientes preguntas:
a) (Puede ser &’ compatible determinado?

b) ;Puede ser &’ incompatible?

¢) ;Puede ser &’ compatible indeterminado?

Solucion

}

2. En R3, considere los cuatro puntos A = (0,1,1), B = (2,0, —1),C = (=1,1,0) y D = (-2,2,1),

4.

y sea r la recta que pasa por C'y por D.

a) Obtenga ecuaciones paramétricas de r.

b) Halle los puntos P de la recta r para los que el tridngulo APB sea rectangulo en su

vértice P.
Solucion

a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando el anterior teorema a la funcion f(x) = senz, pruebe que cualesquiera que

sean los nimeros reales a < b se cumple la desigualdad senb —sena < b — a.
Solucion

a) Dibuje el recinto plano limitado por la parabola y = 22 — 2 y la recta y = .

b) Calcule el 4rea de dicho recinto plano.

Solucion



XC

JUNIO 2015
Opcién A

1. Discuta, en funcién del parametro b, el sistema de ecuaciones

T + y = b
-2z — y + (b—-1)z = -2
bx + y — z = 2

(no es necesario resolverlo en ningin caso).

Solucion

2. En R3, considere el plano II : ax + by + cz = d, la recta r : { o 0 y el punto P = (1,0, 1).
y =

a) Obtenga como deben ser los nimeros reales a, b, ¢, d para que el plano II contenga a la

recta r.

b) Supuesto que II contiene a r, pruebe que la distancia del punto P a II es menor o igual
a l: d(P,1I) < 1.

Solucion

3. a) Estudie los extremos relativos y los puntos de inflexién de la funcién f(z) = In (1 + z2).

b) Estudie sila recta r de ecuacion y = —r—1+In 2 es tangente a la grafica de f(z) = In (1 + 22)

en algin punto de inflexion de f(z).
Solucion

4. Calcule la siguiente suma de integrales definidas

e—1 1 T
/ dxr + / cos x - 5" T dx
0 T + 1 0

Solucion



XCI

JUNIO 2015
Opciéon B

1. Determine la relacion que debe existir entre los parametros = e y para que las matrices

1 1
A= < T ) y B = ( T ) conmuten, es decir, para que A- B = B - A.

Y Y

Solucion

2. Dados en R? los planos II; =2 +y—2=1y Il =2z — y + 2z = 1, obtenga el conjunto H de

los puntos de R? que distan igual de dichos planos.

Solucion

Enuncie el teorema de Bolzano.

Utilizando el teorema de Bolzano, encuentre un intervalo de la recta real en el que la

funcion polinémica p(x) = 32° — z + 1 tenga alguna raiz.

Utilizando el teorema de Bolzano, demuestre que las graficas de las funciones

f(x) =e® +1In(1+2%) y g(z) = €* + 1 se cortan en algiin punto.
Soluciéon

Represente, aproximadamente, la grafica de la funcion g(z) = sen (2z) definida en el

intervalo [0, 7].

Calcule el area de la region plana limitada por la grafica de la funcion g(z) = sen (2z),

el eje OX y las rectas z =0, x = 7.

Solucion



XCII

JULIO 2015
Opcién A

1. a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcién f(x) = 22 + 2x el anterior teorema, pruebe que cualesquiera que

sean los ntimeros reales a < b se cumple la desigualdad a — b < b® — a?.

Solucién

2. a) Diga cuando una funcion F(z) es una primitiva de otra funcion f(z).

b) Diga cémo puede comprobarse, sin necesidad de hacer derivadas, si dos funciones F'(x)

y G(x) son primitivas de una misma funcion.
¢) Diga, razonando la respuesta, si las funciones

senx + cosx 1 —sen?z

Pla) = SREEESE Gy =

senzx cosST -senz
son primitivas de una misma funcion.

Solucion

3. Resuelva la ecuacion matricial AX 4+ 2B = C, siendo
2 1 4 1 9 4
A= , B= , C= .
-1 -1 -1 3 2 6

4. a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos A = (0,1,1) y
B=(1,1,-1).

Soluciéon

b) Calcule todos los puntos de la recta r que equidistan de los planos Iy = x +y= -2 y

Ilh=2x—2=1.

Solucién



XCIII

JULIO 2015
Opciéon B

1. a) Estudie el dominio de definicion y las asintotas de la funcion

2 —4r+3

fa) = ==

b) Estudie si la grafica de la funcion f(z) corta a alguna asintota oblicua suya.

¢) Represente, aproximadamente, la grafica de f(z) utilizando los valores f(1) y f(3), y los

datos obtenidos en los apartados a) y b).

Solucion
2. Calcule la siguiente integral definida de una funcién racional:
/1+V5 r—1
— - d.
14v3 T¢—2x

Solucion

3. Determine el rango de la matriz A segun los valores de b:

1 b+2 1

A= 2 1 1

b+1 1 b
Solucion

4. Sean €, i y ¥ vectores en R? tales que € x @ = (1,0,—1), @ x &= (0,1,1).

a) Calcule el vector (€ x @) x (¥ x €).

b) Calcule el vector i = € x (24 — €+ 37).

Solucion



XCIV

JUNIO 2016
Opcién A

1. Considere la funcién f(x) = sen? z (tenga en cuenta que el angulo x se mide en radianes).

a) Estudie los extremos relativos de f(x) en el intervalo 0 < = < .

b) Estudie los puntos de inflexion de f(x) en el intervalo 0 < z < T

2
Soluciéon
2. Calcule la primitiva F'(z) de la funcion
f(z) = —2:102 —2ze' " 4 21 cos(z?)
e—x
que cumpla F'(0) = 1.
Solucion
3. Discuta, en funcion del pardmetro b, el sistema de ecuaciones
3y + bz = b-2
br + by = 1
-z + 2z = b-3
(no es necesario resolverlo en ningtn caso).
Solucion

4. Considere en R? los puntos 4 = (1,1,—1) y B = (0,1,1) y los planos II; : z +y = 0 y
Iy :z—2=0.

a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos A y B.

b) Obtenga un punto P de la recta r cuya distancia al plano II; sea el doble de su distancia
al plano Iy, esto es, d(P,II;) = 2d(P,115).

Solucion



XCV

JUNIO 2016
Opciéon B

1. Considere la funcién definida a partir de los parametros a, 5 € R:

2?2 - 32+« siz <0
flz) = .
— 2?2+ px+p+1 siz>0
a) Obtenga la relacion que debe haber entre a y 8 para que f sea continua en z = 0.

b) Calcule o y 8 para que f sea derivable en z = 0.

c¢) Para los valores a y 3 obtenidos en el apartado (b), jes f’ derivable en 2z = 07 Razone

la respuesta.
Solucion

2. a) Calcule los puntos en los que la recta y =  — 1 y el eje OX cortan a la parabola
y=—x%+6x—5.
b) Dibuje, aproximadamente, el recinto plano limitado entre la parabola y = —2% + 6z — 5

ylarectay =z — 1.

¢) Calcule el area de dicho recinto plano.

Solucién
0o 2 =2 1 0 1
3. Considere las matrices A = 2 -1 2 , B= 0 1 0
2 2 0 -1 0 1
a) Calcule la matriz C = 24 — B2.
b) Halle la inversa A~! de la matriz A.
Solucién

4. Sean en R? los vectores @ = (1,1,0) y © = (—1,0,1).

a) Calcule el producto vectorial @ X .

)

b) Obtenga un vector €7 de R que cumpla cos (e}, a’).

- =

c) Obtenga un vector €3 de R® que cumpla sen (6/2,\7)>

Solucion



XCVI

JULIO 2016
Opcién A

1. Determine los nimeros reales a y b sabiendo que el sistema de ecuaciones lineales

ar + by + 3z = 2
r + 2y — 2z =0
3r — y + z =1

tiene al menos dos soluciones distintas.

Solucion

2. En R3, sea II el plano de ecuacién z — z = 2, v sea r la recta que pasa por los puntos
A=(1,0,0)y B=1(0,0,0b).

a) Calcule un vector director de la recta r.

o

Determine b para que r y II sean perpendiculares.

)
)

¢) Determine b para que r y II sean paralelos.
)

o,

[ Esta r contenida en IT para algin valor de b7 Razone la respuesta.

Solucion

3. a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Dado un namero real A, utilice el teorema de Rolle para probar que el polinomio P(z) =

23 + 2 + X no tiene dos raices distintas.

c) ;Tiene el polinomio P(z) = ® + x + ) alguna raiz? Justifique la respuesta.
Solucion
4. Calcule el valor de la integral definida
e 1
———dx,
/0 Vr+1

donde a = (e—1)2. [El calculo de la integral indefinida puede hacerse con el cambio de variable
t = \/z (es decir, z = t?), o también con el cambio de variable u = /z + 1.

Solucién



XCVII

JULIO 2016
Opciéon B

0 1 -1 2

1 -1 2 0
1. Dadas las matrices A = y B = ( >7 obtenga las matrices X que

cumplen la igualdad AX + B? — 24 = 0.

Solucién

2. En R?, considere el punto P = (1,0,1) y los planos II; = x+2z =0, Il = y — z = 0. Obtenga

un plano I3 que cumpla a la vez las siguientes condiciones: (i) P € IIs; (ii) II; corta a II5 en

una recta; (iii) los planos II; IIy y II5 no tienen puntos en comun.

Solucion

Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontales de la

funcion
20 —1

—$2+.’L' :

fz) =

Utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, aproximadamente, la

grafica de la funcion f(x).
Soluciéon

Escriba la “regla de la cadena” para la derivacion de funciones compuestas.

Calcule la derivada de la funcion

f(z) =In(cos’z) , ——<z<

T T
2 2"

Obtenga, utilizando el apartado b), una primitiva G(x) de la funcién g(z) = tgx que
cumpla G(0) = 1.

Solucién



XCVIII

JUNIO 2017
Opcién A

1. a) Estudie como es el sistema de ecuaciones:

3z -5z = 3
3r —3y +2z = 0
2¢c —y —z =1

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

Solucion
2. Sean en R? los vectores € = (0,1,0), @ = (3,-2,2) y 7 = (0,1, 1).
a) Calcule el producto vectorial € X 4.
b) Calcule el angulo ¢ que forman @ y v.
¢) Demuestre que la familia de vectores {€, @, v} es linealmente independiente.
Solucion

3. a) Estudie el dominio de definicion, los extremos relativos y las asintotas de la funcion

241
—.

1
f(ff):x+;:

b) Teniendo en cuenta los datos obtenidos en el apartado anterior, represente, aproximada-

mente, la grafica de la funcion f(x).
Solucion

4. Utilizando el cambio de variable 1 + 22 = 2, calcule una primitiva F(z) de la funcién

3
flz) = ﬁ que cumpla F'(0) = 0.

Solucién

5. En una poblacion se sabe que el 80 % de los jovenes tiene ordenador portatil, el 60 % tiene
teléfono movil, y el 10 % no tiene portatil ni mévil. Si un joven de esa poblacion tiene teléfono

movil, calcule la probabilidad de que dicho joven tenga también ordenador portatil.

Solucion



XCIX

JUNIO 2017
Opciéon B

1. Considere las matrices

(1) s () o),

a) Obtenga la matriz A - B y calcule su rango.

b) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones
A-B-X=0.
Solucion

2. En R3 se consideran las rectas de ecuaciones:

Jx+2y =0 z+1 y—3 z—1
T 3 = .
r —2z=-8 -2 a -1
a) Halle el valor de a para que r y s sean paralelas.

b) Para el valor de a obtenido en el anterior apartado, calcule la distancia entre las rectas

Ty Ss.

Solucion
3. Calcule, aplicando la regla de I’'Hopital, el limite
lim sen(2z) + (1 —2)2 -1 .
=0 In(cosx)
Solucion
4. a) Calcule los puntos en los que las dos curvas y = €%, y = —x? cortan a larecta x =0 y
alarecta x =1.
b) Calcule el area de la region plana limitada por las curvas y = €*, y = —x?, y por las

rectas x=0,x=1.

Solucién

5. Una asociacion deportiva tiene 1000 socios, el 40 % de ellos mujeres. Estan repartidos en tres
secciones y cada socio sélo pertenece a una seccion. En la seccién de baloncesto hay 400 socios,
120 de ellos mujeres, en la de nataciéon hay 350 socios, 180 de ellos mujeres, y en la de tenis
estan el resto de los socios. Calcule la probabilidad de que un socio seleccionado al azar sea

varén y de la seccion de tenis.

Solucion



JULIO 2017
Opcién A

1. a) Calcule el determinante de la matriz

0 1
A= -1 0
2 0 —1
b) Obtenga el determinante de la matriz B = %A‘* sin calcular previamente B.

¢) Calcule la matriz inversa de A.

Solucion
=0 r4+y=1
2. Considere en R? las rectas 7 : , s v )
y=20 z=0
a) Obtenga un vector director de la recta s.
b) Obtenga el plano II; que contiene a r y es paralelo a s.
¢) Obtenga el plano Iy que contiene a r y es perpendicular a s.
Solucion

3. a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcién f(x) = 1/2? el anterior teorema, pruebe que cualesquiera que

sean los ntimeros reales 1 < a < b se cumple la desigualdad a + b < 2a2b.

Soluciéon
4. Calcule una primitiva F'(x) de la funcion
J@) = o — e+ 2wcos(s?)
T)= 5oy e x cos(x
que cumpla F'(0) = 0.
Soluciéon

5. En un libro con 3 capitulos, el primero consta de 100 péaginas y 15 de ellas contienen errores.
El segundo capitulo, de 80 paginas, tiene 8 con error, y en el tercero, de 50 paginas, el 80 %
no tiene ningun error. Calcule la probabilidad de que una pagina elegida al azar no esté en el

capitulo dos y no tenga errores.

Solucion



CI

JULIO 2017

Opciéon B
1. Considere el sistema de ecuaciones
T + vy = 0
T -z =1
ar +by +cz = 1

Obtenga valores de los pardametros a, b y ¢ en los siguientes casos:

a) Para que el sistema sea compatible determinado.
b) Para que el sistema sea compatible indeterminado.

¢) Para que el sistema sea incompatible.
Solucion
2. Considere en R? los puntos A = (1,2,1), B=(-2,—1,-3),C = (0,1,—-1)y D = (0,3, 1),
y sea r la recta que pasa por A y B.

a) Calcule ecuaciones paramétricas de 7.

b) Obtenga un punto P de la recta r tal que la distancia de C' a P sea igual a la distancia
de D a P.

Solucion

3. Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontales de la funcién

20+ 1
22+

f(z) =
Solucién

4. a) Represente, aproximadamente, la grifica de la funcion f(z) = 2% — 1 definida en el

intervalo cerrado [0, 2].

b) Calcule el 4rea de la region plana limitada por la grafica de la funcion f(z) = 22 — 1, el

eje OX y las rectas x =0, z = 2.
Solucion

5. El 40 % de la poblacion activa de una ciudad son mujeres. Se sabe que el 20 % de las mujeres
y el 12% de los varones esté en el paro. Elegida al azar una persona entre la poblacion activa

que no esta en paro, calcule la probabilidad de que dicha persona sea mujer.

Solucion



CII

JUNIO 2018 - ANULADO
Opcién A

1. a) Discute, en funcién del del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales

r + y - =z =1
z + ay + az =1
ax + 3y + 2 =a

b) Resuelve el sistema para a = 2.
Solucion

2. Una nave espacial sigue una trayectoria aproximadamente recta dada por la ecuacién

r=x+1= % = 2z 4 1. Se acerca a un asteroide situado en el punto P = (1,1, 2). Calcule:

a) La distancia minima a la que la nave pasa el asteroide.

b) El punto de la trayectoria de la nave mas cercano al asteroide.

Solucion
3. a) Estudie el dominio, las asintotas y crecimiento-decrecimiento de la funcion
1
fla) = 22 +2x —8
b) Represente la grafica de f(z) utilizando el apartado anterior.
Solucion

¢) Calcule el area del recinto plano limitado por la funcion f(z), el eje de abscisas (OX) y

las rectas x = —1, x = 1.
Solucion

4. Se conoce que el ganado caprino padece un 10 % la tuberculosis. La prueba de tuberculosis
caprina no es completamente fiable, ya que da un 10 % de positivos en cabras realmente sanas
y también da negativo en el 5% de cabras enfermas.

a) Calcule la probabilidad de que la prueba sea positiva.

b) Calcula la probabilidad de que una cabra elegida al azar esté sana sabiendo que en la

prueba ha dado positiva.

Solucién



CIII

JUNIO 2018 - ANULADO
Opciéon B

2 1 1 2
1. Considere las matrices A = , B= .
-1 1 3 4

a) Demuestre que la matriz A tiene inversa y calcula A~!.

b) Resuelve la ecuacién matricial AX + B2 = A
Solucion

2. Sean r la recta dada por el punto P = (2,—4,1) y el vector ¥ = (3,—4,0), y el plano
II:7z—y=28.

a) Demuestre que r y II se cortan y calcule el angulo que forman.

b) Calcule el plano que contiene a r y es perpendicular a II.
Solucion

3. a) Estudie los extremos relativos (méaximos y minimos) y los puntos de inflexion de la
funcion f(x) =ze "
Soluciéon

b) Calcule la primitiva F'(z) de la funcién f(z) = ze™* que cumple F(0) = 0.
Solucion

4. La edad de los habitantes de Altojardin se distribuye normalmente con una media de 36 anos

y una desviacion tipica de 12 anos.

a) Calcule el porcentaje de habitantes de Altojardin entre 30 y 48 anos.

b) ;Qué edad tiene la reina de Altojardin sabiendo que el 67 % de los habitantes tiene més

edad que la reina?

Solucion



CIvV

JUNIO 2018
Opcién A

1. a) Discuta, en funcion del pardmetro A, el sistema lineal de ecuaciones
r + 2y — z =0
Ar + oy + z =1
r + vy + Az =1

b) Resuelva el sistema para A = 1.

Solucion

1 -1 -1
2. SeanelplanoH:y+z:0y1arectar:x—f _ 5 :Z1 .

a) Calcule la interseccion del plano y la recta.

b) Determine la recta s que pasa por el punto P = (1,0,0), es paralela la plano II y es

perpendicular a la recta r.
Solucion

3. a) Enuncie el teorema de Bolzano y demuestre, usando dicho teorema, que la funcion

f(z) = 23 + x — 3 tiene una raiz real positiva.
Solucion

b) Calcule la primitiva F(z) de la funcién f(z) = (x + 1)e™® que cumpla la condicion
F(0)=0.

Solucion

4. En una red social el 55 % lee noticias deportivas, el 65 % lee noticias de informacién, y el 10 %
no lee las noticias deportivas ni las de informaciéon. Tomando al azar una persona de esta red
social:

a) Calcule la probabilidad de que lea noticias deportivas y de informacion.

b) Sabiendo que lee noticias de informacién, calcule la probabilidad de que también lea

noticias de deportes.

¢) Sabiendo que lee noticias de deportes, calcule la probabilidad de que no lea noticias de

informacion.

Solucion



Ccv

JUNIO 2018

Opciéon B
-2 =2 0 1 01
1. Considere las matrices A = 2 1 2 |,B= 0 1 0
0o -2 2 -1 0 1

a) Calcule la matriz C = —3A4 + B2

b) Halle la inversa A~! de la matriz A.
Solucion

2. Sean el punto A = (1,0,1) y la recta r dada por el punto B = (—1,0,2) y el vector
7= (~1,1,0).

a) Calcule la distancia del punto A a la recta r.

b) Calcule el 4rea del tridngulo de vértices A, B y O siendo O = (0,0, 0).

Solucion
3. a) Estudie el dominio, las asintotas y maximos y minimos de la funcion
1
flz) = 2]

b) Represente la grafica de f(x) utilizando los datos del apartado anterior.

Solucion
¢) Calcule una primitiva F'(z) de la funcion f(x).

Solucion

4. A una prueba de oposicion se han presentado 2500 aspirantes para 300 plazas. Las calificacio-
nes que han obtenido los aspirantes tienen una distribucién normal de media 6,5 y desviacién

tipica 2. Calcule:

a) La nota de corte para los admitidos.

b) La probabilidad de que un alumno elegido al azar tenga una nota mayor que 9.

Solucion



CVI

JULIO 2018
Opcién A

1. Sea la matriz A que depende del parametro a € R

0o 1 1
A= a 0 a
-2 a 0

a) Determine el rango de la matriz A segin los valores del parametro a.

x 1
b) Para a = 1 resuelva, si existe solucion, la ecuacion matricial A | y | =] 1
p 1

Solucion

2. Sean los puntos A = (2,0,1), B = (2,0,3) y la recta r dada por el punto C' = (1,0,2) y el
vector ¥ = (—1,0,0). Determine los puntos P de la recta r para los cuales el area del triangulo
ABP es 2.

Solucion

3. Sea la funcion
T siz >0,

f(z) = |2| =

—T siz<O0.

a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(z).

b) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de f(x) y justifique si en el punto

2 =0 la funcién f(z) tiene un minimo relativo.
Solucién
c) Dibuje el recinto plano limitado entre las funciones f(z) = |z| y g(z) = 2 — 22 y calcule
su area.

Solucion

4. En un centro comercial el 35% de los clientes utiliza carro. El 70 % de los que utilizan carro

son hombres y el 40 % de los que no utilizan carro son mujeres.

a) Calcule la probabilidad de que un cliente elegido al azar sea mujer.

b) Sabiendo que un cliente elegido al azar ha sido hombre, qué probabilidad hay de que

utilice carro.

Solucion



CVII

JULIO 2018

Opciéon B
1 0 1 1 0 1
1. Sean las matrices A= | 2 2 2 |lyB=]11 1 1
0o -1 1 0 1 1

a) Calcule la matriz X tal que X = A2 + B2 — 24B.

b) Halle la inversa de la matriz A.

Solucion
_ _ 9 —y—2=2
2.Seanlasrectasr:x 3:y 5:Z ys= royTs
3 -1 4 204+ 2y —z=4
a) Estudie la posicion relativa de dichas rectas.
b) Halle la distancia entre ambas rectas.
Soluciéon
3. Sea la funcion f(z) = xIn(x) para x > 0.
a) Se puede definir f(0) para que f(z) sea continua por la derecha de x = 07
b) Estudie los maximos y minimos relativos de f(x) para x > 0.
c) Halle, si existe, la recta tangente a f(z) en z = 1.
Soluciéon
d) Calcule una primitiva F(z) de la funcion f(z) = zIn(x).
Solucion

4. Se estima que en una partida de bombillas el 10% son defectuosas. Si se eligen al azar 6

bombillas de esta partida, calcule:

a) la probabilidad de que ninguna sea defectuosa.
b) la probabilidad de obtener mas de 2 defectuosas.

¢) la media y la destivacion tipica de la distribucion.

Solucion
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JUNIO 2019
Opcién A

1. Discute en funcién del pardmetro a € R el siguiente sistema de ecuaciones:

3. + 2y + az =1
ax + Yy - z =2
5S¢ + 3y + 2z =2a

2. Sean los puntos A = (0,0,2), B=(2,0,1), C =(0,2,1) y D = (-2,2,-1).

a) Halle la ecuacion del plano IT determinado por los puntos A, By C.
b) Demuestre que los cuatro puntos no son coplanarios.

¢) Calcule el area del triangulo formado por los puntos B, C'y D.

3. Demuestre que la ecuacién

sen(z?) =2 —1

Solucién

Solucion

tiene una solucion positiva. Razone la respuesta, exponiendo el teorema (o resultado) que

justifique el resultado.

1
4. Sean las funciones f(r) =22 -4 y g(x) = 3 % — 2.

a) Represente la region plana encerrada por las funciones f(z) y g(x).

b) Calcule el area de la region anterior.

Solucién

Solucién

5. En una clase hay 12 chicas y 8 chicos. 8 de las 12 chicas y 6 de los 8 chicos utilizan Facebook.

Si escogemos un estudiante al azar, determine las siguientes probabilidades:

a) Sea chica y utilice Facebook.

b) Sea chico, sabiendo que utilice Facebook.

Solucion
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JUNIO 2019
Opciéon B

3 -1 1

1. Dada la matriz A = A1 A

0 -\ -1
a) Halle los valores de A € R para los que la matriz A tiene inversa.

b) Halle la inversa de la matriz para A = 1.
Solucion

. Dados los puntos A = (1,0,2) y B = (3, —2, —2). Calcule la ecuacion del plano perpendicular

al segmento AB que pasa por su punto medio.

Solucién
. Estudie la monotonfa (crecimiento y decrecimiento) de la funcién f(z) = z2e®.
Soluciéon
. Resuelve la integral
/ or + 3 d
———— dx.
2 +22x -3
Soluciéon

. Supongamos que en una poblacion de Extremadura tienen una estatura que se distribuye

segin una normal de media 170 cm y desviaciéon tipica 10 cm.

a) (Qué porcentaje de habitantes miden entre 170 y 185 cm?

b) ;A partir de qué altura estan e 33 % de los habitantes mas altos?

Solucién
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JULIO 2019
Opcién A

1. Dadas las siguientes matrices A e I, pruebe que la inversa de A es A~! = A% — 3A + 31.

11 -1 1 0 0
A= 0 1 1 , I= 0 1 0
00 1 0 0
Solucion
14 r=1+A
2. Sean las rectas r:{x_l 4 y s:¢ y=0
z =
z=A

a) Estudie si las trayectorias de las rectas se cortan, se cruzan o coinciden.

b) Halle dos vectores directores de 7 y s. Calcule el area del tridngulo que forman.

Soluciéon
e = six <0,
3. Sea la funcion f(x) =
er sixz>0.
a) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(z).
b) Estudie si existe un extremo relativo de f(z) en z = 0.
Solucién
4. Dadas las funciones f(x) =22 -2 y g(z)==z.
a) Represente la region plana encerrada por f(z) y g(z).
b) Calcule el area de la region anterior.
Solucién

5. Un persona utiliza Whatsapp un 70 % y Telegram un 30 %. El 80 % de los Whatsapp son de
amigos y el 20% de trabajo, mientras que de Telegram, el 80 % son de trabajo y 20% de
amigos.

a) Calcule la probabilidad de recibir un mensaje de trabajo.

b) Si el usuario recibe un mensaje de trabajo, calcule la probabilidad de que sea a través
del Whatsapp.

Solucién
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Opciéon B

1. Discuta, en funciéon del parametro a € R, el sistema lineal de ecuaciones

2c + y —az = 2
T + vy = a+1
(e+Dzx +y — 2z = 2
Solucion
2. Sean r la recta que pasa por los puntos A = (0,0,—1) y B = (0,-2,-1),
y s la recta que pasa por los puntos C' = (—1,2,0) y D = (1,0, —1).
a) Calcule el plano IT que contiene a s y es paralelo a 7.
b) Calcule la distancia entre las rectas r y s.
Solucion

3. Sea la funcion 3

2 -1

flz) =

a) Estudie las asintotas, la monotonia (crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos
(méaximos y minimos) de f(z).

b) Represente la grafica de f(z) utilizando el apartado anterior.

Solucion

4. Calcule una primitiva F'(z) de la funcion

fz) =

2 -1
Solucion

5. Se estima que el 40 % de los alumnos que comienzan un grado de ingenieria acaban obteniendo

el grado. Si se elige al azar a 5 alumnos que comenzaron una ingenieria, calcule:

a) La probabilidad de que los 5 alumnos obtengan el grado de ingeniero.
b) La probabilidad de que como méximo 2 obtengan el grado de ingeniero.

¢) la media y la destivacion tipica de la distribucion.

Solucion
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JULIO 2020

1. Dada la matriz

1 -1 k
2 -k 1
1 -1 -1

a) Estudie los valores de k € R para los que la matriz tiene inversa.

b) Calcule la inversa para k = 1.

Soluciéon
2. Discuta en funciéon del parametro A € R el siguiente sistema de ecuaciones:
r + Ay — z =1
Az + Y =A
A+3)y — 2z =4
Soluciéon
., r y—2 z—1
3. Sean el plano II de ecuacion 2z +y — z —2 = 0 y la recta r dada por 3="3 = 3
a) Estudie la posicion relativa de la recta respecto del plano.
b) Calcule la distancia de la recta al plano.
Soluciéon

4. Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1,3,-2), B(4,3,1) y C(1,0,1) como

podemos observar en la siguiente representacion:

a) Calcule el cuarto vértice D.

b) Calcule el area del paralelogramo.
Solucion

5. a) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos (maximos y

minimos) de la funcién f(z) = e® (22 —x + 1).

b) Justifique que existe un valor de x tal que f(z) = 2.

Solucion
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6. Considere la funcion f(z), donde a € R, dada por

1—e*

si x#0

a si =0

a) Calcule el valor de a para que la funcién sea continua.

b) Calcule la ecuacion de la recta tangente en z = 1.

Solucion
7. Dadas las funciones f(r) = 2% — 42z + 1y g(z) = —z + 1, se pide:
a) Represente de forma aproximada la region delimitada por las dos curvas.
b) Calcule el area de dicha region.
Solucion
8. Resuelva la integral
/ —x+7 d
——dx
2 +x—2
Solucion

9. Una libreria compra lotes de material escolar a tres empresas A, By C. A la empresa A le
compra el 40 % de los lotes, a B el 25% y a C el resto. De la empresa A le viene defectuoso
el 1% de los lotes, de B el 2% y de C el 3%. Elegido un lote al azar, se pide:

a) Calcule la probabilidad de que sea defectuoso.

b) Si sabemos que no es defectuoso, calcule la probabilidad de que lo haya fabricado la

empresa B.
Solucion

10. Se ha hecho un estudio de un famoso jugador de la ACB y se sabe que tiene una probabilidad

de encestar un triple del 60 %. Si realiza 8 tiros a canasta

a) Calcule la probabilidad de que enceste 5 triples.
b) Calcule la probabilidad de que enceste al menos 2.

¢) Determine la media y la desviacion tipica de la distribucion.

Solucion
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SEPTIEMBRE 2020

1 -1 1 1
1. Sean las matrices A = y B= .
2 1 4 -1

a) Calcule los productos de matrices A- By B - A. jSe cumple que A- B = B - A?
b) Compruebe si es cierta la igualdad (A4 + B)? = A? + B2.

Solucion
2. a) Estudie en funcion del parametro A € R el siguiente sistema de ecuaciones:
T + Az =1
r + y + Az =1
Ae — y + 2z =1
b) Resuelve el sistema (si es posible) para A = 1.
Soluciéon
3. Sean los vectores @ = (4,3,a), V= (o, 1,0) y & = (2, 1, ) (con a € R).
a) Determine los valores de « para que @, ¥ y w sean linealmente independientes.
b) Para el valor a = 1 exprese @ como combinacion lineal de @y U .
Soluciéon

4. Dados el plano II; determinado por los puntos (0,1,1), (2,0,2) y (1,2,6) y el plano Iy dado
por la ecuaciéon x — y + z = 3. Calcule una recta que sea paralela a los dos planos y que no

esté contenida en ninguno de ellos.

Solucién

4x

5. Sea la funcion f(z) = o2
x

a) Estudie las asintotas, la monotonia (crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos

(méaximos y minimos) de la funcion f(z).

b) Con los datos obtenidos en el apartado anterior, represente de forma aproximada la

grafica de la funcion f(z).

Solucion
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10.

Calcule los valores de a y b sabiendo que la siguiente funciéon f(x) es derivable en todo su

dominio:
222 4+ax+b six<l1
flx) =
—2+1In(z) siz>1.
Solucion
Sean las funciones f(z) =1—-2? y g(x)=-3.
a) Represente la region plana encerrada por las funciones f(z) y g(x).
b) Calcule el area de la region anterior.
Solucion
Calcule la integral
/ 3z d
——dx.
22 —x—2
Solucion

Se realizaron dos debates electorales, uno el lunes y otro el martes. Se hizo una encuesta a
1.500 personas para estimar la audiencia, de las cuales: 1.100 personas vieron el debate del
lunes, 1.000 vieron el debate del martes y 300 no vieron ninguno. Eligiendo al azar a uno de

los encuestados:
a) Calcule la probabilidad de que viera los dos debates.
b) Si vio el debate del lunes, calcule la probabilidad de que viera el del martes.

Solucion

El radio de un pistén se distribuye segtin una distribucién normal de media 5 cm y desviacion

tipica de 0,01 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un piston tenga un radio mayor que 5,01 cm.

b) Calcule la probabilidad de que un piston tenga un radio entre 4,98 y 5 cm.

Solucion
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JUNIO 2021

1
1. Demostrar que la matriz M = L 9 verifica la ecuacion M2+ M+ oI = 0y determinar

los escales A\; y Ay de R (donde T y 0 son las matrices 2 x 2 identidad y cero).
Solucion

2. Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en

funcion del parametro A € R :

r — vy A
T — Ay =A
Ar — oy =A
Solucion
—4 -2 2
3. Dados el plano Il = kx +y — 2 =0y la recta r = x2 _Y T = Z+1 .
a) Determinar los valores del parametro k € R para que el plano II contenga a 7.
b) Para k = 0, calcular el angulo que forman I y r.
Solucion

4. Sea el plano IT = z + y + z = 1. Encontrar un plano paralelo a II tal que el tridngulo formado

por los puntos de corte de dicho plano con los ejes tenga area 21/3.
Solucion

5. Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de

inflexion de la funcién f(x) = e~

Solucién



CXVII

10.

Demostrar que las graficas de las funciones f(z) =2—22 y g(x) = e® se cortan en al menos
2 puntos. Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de
longitud menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados

(teoremas) que lo justifiquen.
Solucion

Calcular la integral racional
/ 3z d
——— dx.
24z —2

Solucion

. Sean las funciones f(z) =2% y g(x) = /x.

a) Representar la region plana delimitada por las graficas de las funciones f(z) y g(z) en

el intervalo [0, 2].

b) Calcular el area de la region anterior.
Solucion

Un mecanico compra ruedas a dos marcas A y B. Compra el 40% a la marca A que tiene
un 3 % de ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1% de defectuosas. El

mecanico tiene que cambiar una rueda y elige una al azar.
a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa.
b) Si la rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.

Solucion

Las notas del examen de Matematicas II de la EBAU siguen una distribuciéon normal de media

6,5 y desviacion tipica de 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas II de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (> 5).

b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97, 50 %

de las notas.

Solucion
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JULIO 2021

k 2k 2 1 1
1. Sea la igualdad matricial M - X = N,donde M =| -1 k 1 |yN=] 0 1
-1 1 1 1 1
a) ¢Cuantas filas y columnas debe tener la matriz X? (Justicar la respuesta).
b) ;Para qué valores de k € R es la matriz M invertible?
¢) jPuede ser M - N invertible para algin valor de k € R?
Solucion

2. Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en
funciéon del parametro a € R :
ar + y =1

I
S

r + ay
ar + 2y =1

Solucion
relea +y+z=2
x z=
3. Sean las rectas r y s dadas por r: ¢ y=2-3\ , s:{ Y .
r—y—z=4
z=1
a) Obtener un plano IT que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.
b) Calcular la distancia entre las dos rectas.
Solucion

4. Calcular un vector de médulo 3 que sea perpendicular a los vectores @ = (1,1, —1) y ¥ = (2, 1,0).

Solucion

5. a) Estudiar la continuidad de la siguiente funcion f(z) para z # 0 (con a € R):

T _1_—
T
f(x) =
a siz=0

b) Calcular el valor de a para que la funcién f(z) sea continua en = = 0.

Soluciéon
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10.

2 — g2

Sea la funcion f(x) = PORRE
22—

a) Estudiar las asintotas, monotonia y puntos extremos de la funcion f(x).
b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).
Solucion

Resolver la integral / In?(z) d.

Solucion

2

Dadas las funciones f(z) =3z —2? y g(x) = 22 — 2z, calcular el 4rea de la region limitada

por sus graficas.
Solucion

En un estudio a 1000 estudiantes europeos, 500 saben hablar inglés, 300 saben hablar espaiiol,

y 100 de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:
a) Calcular la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas.
b) Calcular la probabilidad de que hable espafiol, sabiendo que habla inglés.

Solucion

La duracion de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3 anos y desviacion tipica

de 1 afio. El fabricante da una garantia de 3,5 afios a sus Smartphone.

a) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia.

b) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure mas de 5 afios.

Solucion
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JUNIO 2022

2 3
1. Sean las matrices A=| 1 |,B=| -1 |yC=1] 2
a —4

a) Calcular, cuando sea posible, las matrices C - BY, Bt - C, B - C, donde B! es la matriz

traspuesta de B.

b) Hallar a € R para que el sistema x - A+ y - B = C de tres ecuaciones y dos incognitas =

e y, sea compatible determinado y resolverlo para ese valor de a.

Solucion
2. Dadas las matrices
3 00 0 1 0
M=1]12 30 y N=|2 0 -2
1 2 3 0 -1 3
Calcular la matriz X cuadrada de orden 3 que cumple M - X — N = 2X.
Solucion
.. . y—2zx=1
3. Dados el plano 7 de ecuaciéon = + 2y — z = 0 y r la recta de ecuaciones r =
T— z=
a) Hallar el punto de interseccion del plano 7 y la recta r.
b) Calcular la distancia del origen a la recta 7.
Solucion
4. Dada la recta r definida por
r—1 y+1 2-2
2 3 1
a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen y contiene a r.
b) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen y es perpendicular a r.
Solucion

5. Calcular el valor de a € R para que la funcion

r-e¥ —senx

sea continua en x = 0.

Solucién
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6.

10.

Dada la funcién f(z) = |z + 1| + |z — 2|.

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion.

b) Calcular el intervalo donde la funciéon permanece constante.
Solucion

Determinar la funciéon f(z) tal que su grafica pase por el origen de coordenadas y su derivada
sea f'(x) = (2 + 1)e™®.

Solucion

Calcular el area encerrada por la grafica de la funcion f(z) = sen(2z), el eje OX y las rectas

r=0yx=m.
Solucion

En un centro educativo han preguntado a sus alumnos acerca de alergias alimentarias, resul-
tando que un 10 % es celiaco y un 15 % es alérgico a la lactosa. Ademaés el 20 % tiene alguna
de las dos alergias. Si se elige un alumno al azar, calcular las siguientes probabilidades:

a) tenga solo una de las dos alergias,

b) sea celiaco si sabemos que no es alérgico a la lactosa.
Solucién

Un examen con opcién miltiple estd compuesto por 10 preguntas, con cuatro respuestas
posibles cada una, de las cuales s6lo una es correcta. Suponga que uno de los estudiantes
responde todas las preguntas del examen al azar. Calcular la probabilidad de que conteste
bien

a) cinco preguntas,

b) alguna pregunta.

¢) Calcular la media y la desviacion tipica de la distribucion.

Solucion
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2
1. Sea la matriz A = <(1) ) >

a) Estudiar el rango de la matriz A — AI segtn los valores de A € R, donde I es la matriz
identidad de orden 2 x 2.

b) Para A = 2 solucionar el sistema AX = AX, donde X = ( * )
Y

Solucion
2. Discutir en funcién del parametro a € R, el sistema lineal de ecuaciones:
dr 4+ y — 2az = «a
ar —y + =z = 0
y — azx = -—1
Solucion
r=1

3. Dados los puntos A = (0,0,2) y B =(1,1,0) y la recta r : )
Yy==z
Calcular un punto P € r para que el tridngulo ABP tenga un angulo recto en el punto A.

Solucion
r=2—-2 -1 -3 1
4.Seanlasrectas:r:{ z:l—xy y s:x2 :yl :Zj_Q.
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.
b) Calcular la distancia entre las dos rectas.
Solucion

5. Dada la funcion
23

T 122

f(x)
a) Estudiar asintotas, monotonia y puntos extremos de f(x).

b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).

Solucion
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6. Hallar los puntos de inflexion de la grafica de la funcion f(x) = z — In(2? + 1).

Solucién

dr.

7. Calcular la integral/ 3
3 —x

Solucion

8. Hallar el parametro positivo a € R tal que el area de la regiéon plana encerrada por las graficas

de las funciones f(z) =2> y g(z) = ax sea 4/3.

Solucion

9. E1 50 % de los alumnos de la UEX practica “running” y el 30 % monta en bicicleta. Ademas, se
sabe que el 70 % de los alumnos de la UEX practica uno de los dos deportes. Si seleccionamos
un alumno al azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes.

b) Si practica el deporte de montar en bicicleta, jcudl es la probabilidad de que practique

running?

¢) ;Son independientes los sucesos “Practicar running” y “Practicar montar en bicicleta”?
Solucion

10. El didmetro de las cerezas picotas del Jerte se distribuye normalmente con media 2,5 cm y

desviacion tipica 0,2 cm.

a) Si se desea seleccionar, para su exportacion, el 10 % de las mas grandes, ja partir de qué

tamano hay que cogerlas?

b) Si tomamos una cereza picota del Jerte al azar jqué probabilidad tiene la cereza de tener

un diametro entre 2,2 cm y 2,8 cm?

Solucion
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Capitulo 1

Analisis

1.1. Funciones y continuidad
1.1.1. Representar graficamente la funcién
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