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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 2 horas

Se elegira el Ejercicio A o el B, del que sdlo se haran tres de los cuatro ejercicios.

Cada problema se puntuara de 0 a 3’3, segun la puntuacién maxima indicada en
apartado. La suma de las puntuaciones mas 0’1 sera la calificacion de esta prueba.

Cada estudiante debera disponer de una calculadora cientifica o gréafica para el exa
Se prohibe su utilizacion indebida (para guardar formulas en memoria).

EJERCICIO A
1°) Calcular el valor da por el que tiene infinitas soluciones el sistema siguiente:

Xx+y-z=0
2x+y+z=0
AX+y=0

Obtener todas las soluciones correspondientes al valdraleterpretar geome-
tricamente por qué el sistema tiene infinitas soluciones.

Por tratarse de un sistema homogéneo, para que el sistema tenga infinitas
ciones es necesario que el rango de la matriz de coeficientes sea menor que el n(
de ecuaciones y de incognitas, o sea, dos; esto implica que el determinante tiene qt
cero.
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Para A :5 elsistematiene inf initas soluciones
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Para/ :g resulta un sistema compatible indeterminado, por lo cual, para su |

solucién se puede despreciar una ecuacion y resolver el sistema resultante, por ejen

x+y-z=0 X+y= -X-y=-

Y =SZ= U= y=H XTy=TH = X=-2U
2x+y+z=0 2X+y=-u 2X+y=-Uu —_—
X+y=p 5 =2u+y=u;;, y=3u

X=-2U
Solucion: <y=3y Ou0OR
zZ=U

La explicacion geométrica es la siguiente: cada una de las ecuaciones represe
: - 3
un plano; los dos primeros planos son secantes&y;sg, el tercer plano es una com-

binacion lineal de los dos primeros, lo cual significa que pertenece al haz de planos ¢
determinan los dos primeros, es decir: que tienen una recta en comun, por lo tanto ti
nen infinitos puntos en comuan, que son las infinitas soluciones.
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2°) Se lanzan cinco monedas simétricas al aire. Calcular:
a ) La probabilidad de no obtener ninguna cara.
b ) La probabilidad de obtener una cara.

c ) La probabilidad de obtener mas de una cara.

Se trata de una distribucion binomial, siendo p la probabilidad de caray g la pr

babilidad de cruz; en este cape g = %
5) , . (5) (1) (1)’ 1 _1
= 7l-p>°=| | [=]-|=]| =1-1-==—=0031=
a B (oj P (oj (2) (2) 32 32 Po

5 5) (1) (1) 1 1_5
b =7l pqg*=| ||=]||=| =52 - === 0156=
) R @ P-d (1} (2) (2) 2 16 32 Py

c) p,=1-(p,+p,)= A 0034 OL5p= t 0188 0813=p,
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y=35

Comprobar que los puntos

39) Se consideran las rectas x=y=z y r's{

0(0, 0, 0) y A(4, 1, 1) pertenecen a la recta r, y que los purfs 5, 0) y C(10, 5, 0)
pertenecen a la recta r'. Calcular la distancia entre las dos rectas.

Explicar la relacién entre el producto mixto de los vect@as (1, 1, 1), BC y
OB, el producto vectorial d®A y BC vy la distancia entre las rectaryr'.

La comprobacién de la pertenencia de los puntos a las rectas es evidente.

Los vectores directores de las rectas pueden ser:

—_—

r= u=0A=(111); s v=BC=C-B=(1059-(0, 5 0=(100,0)=v

Como las rectas r y I’ se cruzan, su distancia es la siguiente:

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Pa- ra calcu-
lar la dis- r tancia
entre las rectas
vamos a determi-

nar un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las recta:
vector w, cuyo origen es el puntoAlr y como extremo BOr':

‘w= AB=B-A=(-1, 4, -1).

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

u-(v DW)‘

‘UDV‘

= (ﬁvm_vk):ﬁm_{/‘- h=|uDv|-d = d :‘



11 1
L 10 0 0
d:‘u'(VDW)‘: -14 -1 40410 _ 50  _
‘HDV i j k|| |10j-10k| |10j-10K]|
111
10 0 0
50 5 5.2

5
= = = = u=d
10-|j-k| Jor+r+(-2? 2 _2

Observando el proceso seguido anteriormente se deduce que el producto mixt
los vectores OA=(1, 1, 1), BC y OB es el volumen del paralelepipedo y el producto

vectorial deOA y BC es la base del paralelepipedo, siendo d la altura.

La relacién es que el producto mixto de los vectaras (1, 1, 1), BC y OB di-
vidido por el producto vectorial d®A y BC es la distancia entre las rectary r'.
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49) Se divide un hilo de 100 metros en dos trozos de longitudes x e y. Con el trozo dk
longitud x se forma un cuadrado y con el de longitud y se forma un rectangulo, cuyo
lado mayor mide el doble que el lado menor. Encontrar x e y para que la suma de las
areas del cuadrado y del rectangulo sea maxima. ldem para que sea minima.

SIS x+y =100 ;; y=100-x

+ 2. =4+ L =
6 3 16 18 16 18 144

s :( sz y y_ X,y _x* (100-x) _ 9°+ $10000- 200x + x? )

& + &2 +80000-1600x _ 17* —1600x +80000 _
144 144

S,

- 3%-1000_1x-800 o _ o 1X780_ 5. 1%-800=0;; x= 2

S,
144 72 72 17

17 . : _
S'. = - >0 = Lasolucion obtenida para x esunminimo

=890 .\ 100 x =100~ 800 1700-800 _ 900 _
17 17~ 17 17

y

No existe solucion para que el area se maxima, lo cual se interpreta que se ob
sin cortar la cuerda.
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EJERCICIO B

1°) Obtener la distancia del punto A(O, O, 7) al plandeterminado por el origen de
coordenadas y los puntos B(0, 2, 2) y C(2, 0, 2).

_ —

Dos vectores directores desonu=0B=(0, 2, 2) y v=0C=(2, 0, 2), por lo
gue su ecuacion general es la siguiente:

—_— —

Xy z
O;u,v)E 0 2 2/=0;;,4x+4y-4z=0;; m=x+y-z=0
2 0 2

_| A+ By +Cz +D|

La distancia de un punto a un plano &®; ) o o T
A"+B°+C

Aplicando la formula al punto A(O, 0, 7) y al plan@E x+y-2z=0:

| 100+ 100-17| _|-7| 7 _7J3

d(A )= TEriC) 3 RS 3 unidades= d(A; )
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X+ y+z=3+A
2°) Obtener en funcion dé las soluciones del sistemax-3y=-2 . Explicar la

- X+3z=2
relacion entre el conjunto de soluciones obtenidas y la interseccion de los planos
ecuacionesr = x-3y=-2 y = x+3z=2.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 11 1 1 1 3+4
M=1 -3 0;;M=[1 -3 0 -2
-1 0 3 -1 0 3 2
1 11
IM|=| 1 -3 0/|=-9 3-3=-15#0= Rangode M =3
-1 0 3

Rango M= Rango M '= 3= n° incégnitas= Compatible Determinado, A O R

Resolviendo por la Regla de Cramer:

344 1 1
-2 -30
2 0 3 - - 27- ~15-
« = _—43+1)+6+6 _-27-9+12_-15 9 _1,3,-
-15 -15 -15 -15 5
1 3+1 1
1 -2 0
-1 2 3] -6+2-2- - 6-9- ~15-
y= _—6+2-2-33+4) _-6-9-31 _-15 Mol
-15 -15 -15 -15 5
1 1 3+4
-3 -2
-1 0 2| -6+2- -2 -6-9- ~15-
L= _-6+2-33+4)-2_-6-9-31_-15 $_..1, .,
-15 -15 -15 -15 5

La interseccion de los planas= x-3y=-2 y f=x+3z=2 es la recta de
ecuacion y = z, que puede comprobarse en las soluciones del sistema.
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3°) La estatura de una poblacion se distribuye normalmente con media de 1'70 my
desviacion tipica 0’'1. Se seleccionan al azar cuatro personas y se pide cual es la prc
bilidad de que una, y solo una de ellas mida mas de 1'72 m. Determinar también cué
la probabilidad de que al menos dos de las cuatro personas midan mas de 1'72 m.

En primer lugar tipificamos la variable (estatura) X, para lo cual utilizamos |

formula z = X _#, donde : X=172p=170yoc =01, con lo cual resulta:
o
7= 172- 170 _ 002 _ 02
01 01

La probabilidad de que una persona mida mas de 1’72 es equivalente a la un
menos la probabilidad de que mida menos de 1'72, o sea:

p(X> 192 4p(z< Op= % 05793 4207

La probabilidad de que seleccionadas al azar cuatro personas, una, y solo ur
ellas mida mas de 1'72 m es:

4
p(X :1):@ -04207 -05793  4-04207- Q1944 03271=p

La probabilidad de que al menos dos de las cuatro personas midan mas de 1"
es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que ninguno o uno de ellos r
menos de 1'72, o sea:

p(X =0)= @ - 04207 -06793= Q1126

p(x= )2 -Ip(x< )2 “px= )ep(x= )& 4 Q126 0327 05603
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2
49) Al girar la eIipseX—2+y3 =1 alrededor del eje OX engendra una superficie que er
a

cierra una figura parecida a un huevo, llamada elipsoide. Hallar el volumen de este ¢
soide. Si el punto A(a, 0) se desplaza hacia la derecha de manera §uat, obtener
la funcion derivada del volumen del elipsoide respecto a t, explicando su significado.

v4 - %)

o~ —_—
———— e ———

El volumen que engendra una funcion continua f(x) que gira en torno al eje (

b
en un intervalo (a, b) viene dado por la expresitn| 7 -[ f(X)]* - dx. Por ser la fun-

a

cién simétrica con respecto al eje Y, en nuestro caso veri@ |77 -[ f(x)|* - dx; te-
0

niendo en cuenta que la funcién es:

g =t 9X ey =oa =y =1 == S e - x)=[1 (4

a’ a’ a

Sustituyendo este valor en el volumen, resulta:

o= 2 L0 =2 fr & (- 0) 0n= 2 (o 0)
0 a a 0
. - _]T LT
X= a-sent x_aat—z :>V:182ﬂ Jz'( a- a -sen t) - -cost-dx=
dx=a -cost - dt x=0-1t=0 a %

ag [{ 4sedt) -cos dx= 1& [[ cos t dt-[serft -cost-dt]g =

Oty

sent = seﬁ} = 18ar - (seng—}serf'zj—(seno—éserf Oj =
. 2 3 2 3

o s
11 0o

Oﬂ = 18177(1—%— 0): 183n-§:12aﬂ u® =V

00|I—‘
ooll—\



SiendoV =12an, haciendoa = 5+ 3t, resultaV, = 1272(5+ 3t), y su derivada:

V, = 127 -3=36n = Condante=V,'

La interpretacion geométrica es que aungue se desplace la figura el volumel
constante.
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