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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Se elegira el ejercicio A o el ejercicio B, del que sdélo se haran tres de los probler
propuestos. Cada problema se puntuara de 0 a 3'3.

Cada estudiante debera disponer de una calculadora cientifica o grafica. Se prohit
utilizaciéon indebida (guardar féormulas o texto en memoria)

REPERTORIO A

1°) Dado el sistema de ecuaciones con un parametrd reahcognitas x, y, z, siguien-
(A+2)x-y+z=0

te: 4 3x+ (4 + 6)y-3z=0, se pide:
5x+ 5y+(A-2)z=0

a ) Calcular para qué valores deel sistema s6lo admite la solucién (x, y, z) = (0, 0, 0).

b ) Para cada valor d& que hace indeterminado el sistema, obtener todas sus soluc
nes.

c ) Explicar la posicion relativa de los tres planos definidos por cada una de las ecue
nes del sistema cuando= -3.

a)
Se trata de un sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es la siguiente:

A+2 -1 1
M= 3 A+6 -3
5 5 A1-2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion des:

A+2 -1 1
IM[=| 3 A+6 -3 |=(- M+ P+ 15 15 $1+ §+ 181+ )+ {1 -2)=
5 5 }-2
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=X+ B- M 24 30 B- 30 19+ 30+ A-6=L +642+91= A1 +64+9)=

=A1+3°=0 = A, =0;; A, =-3.

A%£0
Para {)I 4 3} — Rango M = 3= r? incdg. = Compatible Determinado

(Solucién unica x= y=2z=0)

b)

Parad =0 y A =-3 el sistema es compatible indeterminado; resolvemos en ca
uno de los casos.

2x—-y+z=0 2x-y+z=0
ParaA =0 el sistema resulta3x+ 6y—3z=0, equivalente g x+ 2y-z=0
5x+ 5y-2z=0 5x+ 5y—-2z2=0

Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, y resolviendo el
tema restante:

{2x— y+z=0 ) 2x—y:—/1} 4x -2y = -2

1
= = = 5X=-A4 = x=--/
x+2y-z=0 X+2y=A X+2y=A 5

ox-y=-A :: y:2x+)|:—§)l+/1:g)lz y ( qutan dodenominadoreg =

X=-A
Solucion: <y=31, OAOR
z=54
-X-y+z=0 X+ y-z=0
ParaA =-3 el sistema resulta 3x+ 3y-3z=0, equivalente & x+ y-z=0, y
5x+ 5y-52=0 X+ y-z=0

por ser las tres ecuaciones iguales, equivalerteya-z =0.

El rango del sistema resultante es uno y, como el nimero de incégnitas es de
tiene dos grados de libertad, es decir, que tenemos que parametrizar dos incégnitas.

Haciendoy =A ; z=u, la solucion es:



X==-A+u
Solucion: <y =4 , 0A, uOR
zZ=U

c)
Para/l = -3 el sistema es compatible indeterminado, lo que significa que los tr
planos tienen puntos en comun. Por ser el sistema resultante una ecuacion con tre

cognitas, resulta que son tres planos coincidentes.
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2°) En el espacio se consideran la recta r interseccion de los planos de ecuaciones |
ctasn, =2x2y z=9 y n,=4x-y+z=42 y la recta s que pasa por los puntos
A(1, 3 -4) y B(3 -5 -2), se pide:

a ) Calcular las ecuaciones paramétricas de las rectasry s.

b ) Justificar que las rectas r y s se cruzan.

c ) Calcular un vector direccional de la recta t, perpendicular comdn a las rectas r y
calcular el punto Q de interseccién de las rectas s y t.

a)
2x-2y-z-9=0 2X—=2y=9+A| —-2x+2y=-9-A1
r= = z2=1 =
4x-y+z-42=0 Ix—-y=42-A &— 2y =84-24
= &:754M;;X:Z§—§A:Z§—£A=x;;m—y:42% Y= 4AX—42+ A =
6 6 2 2
X:2_5—1/]
2 2
25 1 ) IV
=4-(7—§/1j— A% A=50-20-42+1=8-A=y =r=ly=8-1 = v, =(12 -2).
z=A1

Un vector director de s puede ser cualquier vector que sea linealmente depenc
te del vector v= AB=B-A=( 3- 5- 2-(1 3-4=(2 -8 2), por ejemplo el vector
X=1+u
v, =(1, - 4, 1), con lo cual considerando, por ejemplo el punte & y=3-4u.
z=-4+u
b)
Justificar que las rectas r y s se cruzan es equivalente a justificar que dos vect
directores de las rectas, por ejempip,=(1, 2, -2) y v, =(1, -4, 1) y un vector que
tenga como origen un punto de r y como extremo un punto de s son linealmente i

pendientes, es decir: estén situados en planos diferentes, lo cual significa que su r
tiene que ser tres.

Paral =1 obtenemos el punto de r, P(12, 7, 1). Punto de s: A(1, 3, -4).
‘w=AP=P-A=( 12 7,)-( 1 3- 4=(11 4, 5)
1 2 -2

W}: 1 -4 1|=- 208 22 88 4 1G 22 130--108#0.
11 4

Rangode {7 v,

r s?



Rangode {Vr I W}:s — Lasrectasr y ssecruzan cg.j.

c)
Un vector u perpendicular comun a las rectas r y s puede ser cualquier vec
gue sea linealmente dependiente del producto vectorial de sus vectores directores:

i ]k
U=v Ov, =1 2 -2|=p-3-4&-%-8-j=-6-3j-6k=u=(21 2).
1 -4 1

Para determinar la recta t, perpendicular comun a las rectas r y s vamos a seg
siguiente procedimiento, que ademas se ilustra con el grafico adjunto:

En primer lugar determinamos el planl(()R v, Tj):
x-12 y-7 z-1

ﬂi(P; Vi, U)E 1 2 -21=0:;
2 1 2

(# )e(z )2 (4 )7 (&) (- 22 @~ J= 0;; 6x- 13- Qy-7)-Jz-1)=0;

(2- 12 (8- )7(z- )E 0;;2 24 3+ 14z+ 1= 0= = 2x-2y-z-9=0.

Ahora determinamos el plang(s ., u):
x-1 y-3 z+4

772(A V,, W)E 1 -4 1 |=0;;
2 1 2

- B (2 4+ £y 3+ &2+ 4-(x-20-dy-3=03;



- -+ 2+ 3= 0;;(x-3-(z+ 4=0;; x-1-2-4=0= 7, = x-z-5=0.

La recta t es la que determinan los planpsy 7, en su interseccion; expresada
2x-2y-z2-9=0

por dos ecuaciones implicitas
Xx—-z-5=0

El punto Q, interseccion de las rectas s y t es también el punto de interseccio
X=1+u
la rectas={y=3-4u con el planor, = 2x- 2y-z-9=0.
z=-4+u

Los puntos de la recta s son de la fo@Qa u, 3- 4u, -4+ u):

= 2%x-2y-z-9=0

Q(l+,u,3—4,u,—4+lu)} = tll',u)_ 2(3—4,{1)—(—4+,u)—9=0;;

2 R-6 B+ 4u-F 0, u=9,;u=1= Q(2,-1 -3
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3°) Dadas las funcioned 3= ¥ -3x+8 y g(x) = -3x, se pide:

a ) Calcular el maximo absoluto de la funcion f(x) en el intervalo [-3, 0].

b ) Calcular el punto de corte de la curvay = f(x) y la recta 'y = g(x).

c ) Obtener el area del recinto limitado por la curva 'y = f(x) y las rectas y = g(x), x =

e y=0.

Maximo absolutoen
=
[-3 0] para x=-1

En el intervalo considerado, el maximo obtenido es absoluto.

b)
El punto de corte se obtiene resolviendo el sistema que forman ambas funcion
f(x)= x* - 3x+8
= X-X+8=-3x;; xX*’+8=0= x=-2;:9(-2)=6
o(x) = -3x
El punto de corte es P(-2, 6).
c)

Para x = 1 la funcion tiene un minimo relativo; como quiera que f(1) = 6, el ir
nimo relativo es Q(1, 6).

Lo anterior significa que la funcidn anicamente corta al eje de abscisas en un
to que pertenece al intervalo cerrado considerado [-3, O].

La representacion grafica aproximada de la situacion es la que se indica en |
gura, donde la superficie pedida es la que aparece sombreada.



Como puede apreciarse, la superficie a cal-
cular esta dividida en dos partes, la primera limita-
f(x) da por las funciones y la recta x = 0 y la segunde
limitada por las funciones y por la recta x = -3.

En la primera de las superficies, ®das las
ordenadas de la curva son iguales o mayores qu
las correspondientes ordenadas de la recta, por |
que su valor es el siguiente:

0

S = J’[(XS— X+ 8- (- 3x)]-dx:

-2

0 0

\ =9) = [(%- 3% 8+ 3y dx= [0 +8) - dx=

-2 -2

4 0
=1 X 18x :O—(l—6—16j:—4+16:12u2:81
a 4 ==

En la segunda de las superficieg,t8das las ordenadas de la curva son iguales
menores que las correspondientes ordenadas de la recta, por lo que su valor es:

ZS=I[— 3x( - 3% ¢ - d)F;E(— 3% % +3x-8- dx::[z(—x?‘—8)-dx:

-3

={—XT:—8X} : {— (_2)4 - 8-(—2)}—{— (_2)4 - 8-(—3)}:(—%3+16j—(—821+ 24]=

=—4+16+%1—24=%1—12: 81-48_33

=— u2282
4 4

$: §+SZ:12+373:M’:§' U2:S|-
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4°) Un incendio se extiende en forma circular uniformemente. El radio del circulo qt
mado crece a la velocidad constante de 1'8 m/min.

a ) Obtener el area quemada en funcion del tiempo t transcurrido desde el comienz
incendio.

b ) Calcular la velocidad de crecimiento del area del recinto quemado en el instant
que el radio alcance 45 metros.

a)
. . e . .
Teniendo en cuenta que la veloc:|dad/e—st— y considerando que el espacio reco-

rrido en cualquier instante t es el valor del radio, sera - t.
Sabiendo que la superficie del circuloSes 7 - r ?; sustituyendo el valor de r:

S=m r*=m (v tf=m (181)°=324.1- € nf =S

b)
La velocidad de aumento de la superficie es su derivada con respecto al tiemp

St 2-324. -t= 6480 -t=S),

El radio alcanza los 45 metros en el siguiente tiempo:

_f—@:S—O:% seugndos-t

r=v t+ = 45=18-t ;; t=—=
18 18 2

Particularizando para el caso de t = 45 segundos:

S,= 648-314-45 91609 ni/seg

Cuando el radio es de 45 metros arden en cada segundo 916’09 metros cuadradc
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REPERTORIO B

2 1 O 1 0 2
1°) Aesunamatriz3x3talqué=|-1 0 -1| y A°’=|-2 -1 0 |.Se pide:
-1 -1 2 2 2 -3

a ) El determinante de la matriZ y\la matriz inversa de A

b ) Calcular la matriz fila X = (X, y, z) que es solucion de la ecuadiér®’ = B - A?,
donde B el la matriz fila B = (1, 2, 3).

c ) Calcular la matriz inversa de A.

a)
1 0 2
|A°|=]-2 -1 0|=3-8+4=-1=|A°|
2 2 -3 -
‘—1 2‘ _‘o 2‘ ‘o —1‘
L -2 2 02_2 12 ;3 21 O2
() =lo -1 2|;; Adi(A*) =| - - -
) 0 -3 0 -3 |2 -3 2 0
-2 2| |12 1 -2
-1 2 0 2 0 -1
3 4 2 -3 -4 -2
=l-6 -7 -4 = (A)'=|6 7 4
-2 -2 -1 2 2 1
b)
1 0 2 2 1 0
X-R=B- R=(xy z:|-2-1 0=(123-|-1 0 -1|;;
2 2 -3 -1 -1 2
X—2y+2z=-3
(x 2# 2-y+ 2 2- 3)=(2 23 #0-3 0-2+6) = -y+2z=-2
2Xx—3z2=4

Resolviendo por la Regla de Cramer:



-3 -2 2

-2 -1 2
4 0 -3] -9-16+8+12 -5
X = = =——=5=x
1 -2 2 3-8+4 -1
0O -1 2
2 0 -3
1 -3 2
0 -2 2
y= 2 4 -3 6-12+8-8 -6 _ —y
-1 -1 -1 —
1 -2 -3
0O -1 -2
2 0 4 -4+8-6_ -2
Z= = = =2=7Z
-1 -1 -1
La matriz pedidaes X=(5 6 2)
c)

Una forma de obtener la matriz inversa de A es la siguiente:

2 1 0) (-3 -4 -2
At="_=p(A)'=|-1 0 -1|-| 6 7 4 |=
-1 -1 2)(2 2 1

- 660 —-87-0 —-4+4+0 0O -1 0
=l FO2 4+0-2 2+0-1 |[=|1 2 1|=A"
3F6t4 4-T7+4 2-4+2 1 1 O
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2°) En el espacio se consideran la recta r, interseccion de los planos y+z=15y
n,=2x-7y+2z=3 y el planon que pasa por los punto& 11 1, 3,B(5, 7, 5) y
c(7, -1 -2).

a ) Calcular unas ecuaciones paramétricas de r y la ecuacion impligita de

b ) Calcular el punto P interseccion den y el anguloa que determinanr y.

c ) Calcular los puntos M y N de la recta r cuya distancia al pitaes de 3 unidades.

a)
X+ y+z-15=0 Xx+y=15-1 2+ 2y =30-21
r= = z=4 =
2X—7y+22-3=0 X-T7y=3-21| - 22X+7y=-3+21
x=12-A1
= Y= 27;;y= 3;;x+y=151 ;;x=15-A-3=12-A=x = r=y=3
z=A1

Son vectores directores del planppor ejemplo, los siguientes:

U=AB=B-A=(575%(11229=(-663) = u=(-2 21

V=AC=C-A=(7- 1- »-(1119=(-4-2 -4 = v=(21 2)

Considerando, por ejemplo, el punto C:

X—7 y+1 z+2
n(C; u, V)E -2 2 1 [=0;;
2 1 2

by J- bz+ 2+ Ly+ - 4z+ - (x-7)+4y+1)=0;;
e Vo bye b o 3= 05(x- 1 dysd-dze2)=0

X— & Y+ 2 2-4=0;,m= x+ 2y—-22-9=0

b)
Los puntos de la recta r son de la forr{a2- A, 3, A). El punto de interseccién
de larectary el plana es el siguiente:



Xx=12-A1

r=qy=3
oy =(124)+ 2-3 2- = 0;,1221+6-21-9=0 ;;
T= X+ 2y—-22-9=0
x=12-3=9
31=0;,3-4=0;;1=3 - {y=3 = P(9 3 3)
z=3

Un vector director de la rectar @8 =(-1, 0, 1) y el vector normal del plana
esn=(1 2 -2).

El anguloa que forma la recta r con el plamoes el complementario del angulo
gue forman los vectoresy y n.

Aplicando el concepto de producto escalar de dos vectores y considerando qug
angulosa y B son complementarios, se puede hacer lo siguiente:

W= 0y _w-n . (-103(12-2  _
w ‘w‘ ‘ ‘ -cosf = sena = ‘w‘ ‘ ‘ J(— ¥t .\/12+22+(_2)2
S TW02 8 1 V2 o

JBH11+4+4 2.9 2 2

c)
Una de las formas de calcular la distancia de un p@&ftq, v,, z,) a un plano
)_| Ax + B)6+CZO+D|

n= Ax+By+Cz+D =0 viene dada por la formulat(P, YT
A+B°+C

En el apartado anterior hemos concluido que los puntos de la recta r son d
forma P(12- A, 3, A); sabiendo que la distancia de cualquiera de estos puntos al ple

n=x+2y-2z2-9=0 es de 3 unidades, seria:

1(12-2)+ 2:3-2- 2| |12-1+6-22| [18-3] _3:|6-1] _

|
d(P, m)=3= = = =
( ) \/12_}_22_{_(_2)2 [1+ 4+ 4 \/5 3
6-A=3::4=3- M(9 3 3)
=/6-4|=3 =

-6+rA=3;;1,=9_. N(3309)
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39 a ) Obtener la derivada de la funciéf k= ax b+ senx. Calcular a y b si O(0, 0)
es un punto de la curvar ax bt senx, cuya recta tangente en O(0, 0) es el eje OX.

b ) Justificar que la funciéng }= _2 x+ senx se anula en dos puntos del intervalo

7
[0, 7.
c ) Calcular esos dos puntos.

a)
Por contener la funcion al punto O(0, 0) tiene que ser:

f(=0= a0+ b+rsen0=0= b=0

Por ser la tangente en el origen el eje de abscisas, la pendiente (derivada) |
que ser cero en ese punto:

f'(x)=a+cosx = f(0)=0 = a+ cos0=0;;a+1=0;; a=-1

b)
g 2 . .
La funcién § ¥y=-= x senx es continua en R por ser la suma de dos funcione
71

continuas en R, por lo tanto es continua en cualquier intervalo que se considere.

Los valores de la funcion en los extremos del intervalo considerado son:

g(O):—% .0+sen0=0=g(0) ;; g(n):—% -mm+senr=-2+0=-2=g(n)

De momento sabemos que se anula en un punto del intervalo: para x = 0.

Para que se anule en otro punto del inter{j@la], teniendo en cuenta los valo-

res que toma la funcién en los extremos del intervalo, es condicion necesaria que te
por lo menos, un maximo relativo en el intervalo.

g'(x):—3+ cosx= 0 ;; cosx:E ;; X=arc COSEDOBSUI‘lidadES: X :>XD[O, 7T]
7l 7l 7

(Como es natural, el angulo se ha expresado en radianes)

Si se hubiera expresado en grados sexagesimales se hubiera hecho lo siguien

g'(x):—3+ cosx= 0 ;; cosx=-2 = 06366 = x= 5(°27 35'= 088 radianes
71 71

Lo anterior justifica gue la funcién g(x) se anula al menos dos veces en el intervalo.
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4°) Dos postes de 3m y 4m se hallan clavados verticalmente en el suelo. Sus base
tan 5 my, en el segmento que las une, hay un punto P que dista x metros de la ba:
poste mas bajo. El extremo superior de cada poste se une con P mediante un seg
rectilineo de cable. Se pide:

a ) Obtener la expresion f(x) de la longitud total de cable utilizado en ambos segmen

b ) Demostrar que esa longitud total de cable es minima cuando son iguales los va
absolutos de las pendientes de los dos segmentos considerados. Calcular esa lor
minima.
a)

La situacion es la que se indica en la figura.

4m \gl
\ g// 3m

<———5-X“> X —

— 5m -—

f(x)=¢=0,+0, =& +(5-x) ++/32 + x° =+/ 16+ 25-10x+ X2 +/9+ X% =

=/ X —10x+41++/5¢ +9 = f(x)

b)
La longitud total del cable sera minima cuando su derivada sea cero:

o\ 2x-10 2X X—-5 X
f'(x) = + = + =0 =
2 -1k+41 20x2+9 X -1x+41 X2 +9

X—-5 a X . X-1x+25 X

= 1 - 11
Ve -1x+41  E+9 T X -1k+41 x*+9

X+ & — 10¢ — 9+ 25¢ +225= X — 1€ + 4% ;; 34" — 9K+ 225=41x* ;;



- 98 8106 28225 _ -90++14400 _ - 90+120 _

H+ 9X—-225=0;; x=
14 14 14

_—a5x60 |77
R i s

7 s
X, = —%5 = ( carecedesentidol0gico)

=X :%3 ] 214 metros= X

Para justificar que el valor encontrado es para un minimo relativo, es neces
gue la segunda derivada sea positiva para ese valor:

f'(x: X-5 + X
X —1k+41 x2+9

=

2x-10 2X
14X - 1+ 41-(x-5) - 1AVXP+9-x-——
( ) 2x/x2—1Cb(+41+ 24/ X* +9

X2 —10x+ 41 X2 +9

Je-tocrai- T payg X

_ VX —10x+41 X*+9 _
x* —10x +41 X° +9
_ X - 1+ 41X +10k—-25 X +9-X° _ 16 9 _ ..
- 3 + 3 st 3 T f (X)
(x2 - 10¢+ 41)2 (x*+9) (¥ -1x+412 (x*+9)
fr(z)= 16 9 16 SN
(225_10_15+41j2 (225+9j2 ( 225 1050%2009)2 (225+441j2
49 7 49 49 49
16 9 . ] -
= -+ > >0 = Minimo como queriamos justificar
G )
49 49

La longitud total es la siguiente:

= 860

[=f(s)= \/1184+ \/666 _/1184 /666 _1184+/666 _ 3441 2581 _ 6022
! 49 V49 7 7 7 7 -

¢ = 860 metros
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