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MATEMÁTICAS II       Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
Se elegirá el ejercicio A o el ejercicio B, del que sólo se harán tres de los problemas 
propuestos. Cada problema se puntuará de 0 a 3’3. 
Cada estudiante deberá disponer de una calculadora científica o gráfica. Se prohíbe su 
utilización indebida (guardar fórmulas o texto en memoria) 
 
REPERTORIO A 
 
1º) Dado el sistema de ecuaciones con un parámetro real λ  e incógnitas x, y, z, siguien-

te: 
( )

( )
( )
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, se pide: 

 
a ) Calcular para qué valores de λ  el sistema sólo admite la solución (x, y, z) = (0, 0, 0). 
 
b ) Para cada valor de λ  que hace indeterminado el sistema, obtener todas sus solucio-
nes. 
 
c ) Explicar la posición relativa de los tres planos definidos por cada una de las ecuacio-
nes del sistema cuando 3−=λ . 

---------- 
a ) 
 Se trata de un sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es la siguiente: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de λ  es: 
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( )0: === zyxúnicaSolución  

 
b ) 
 
 Para 30 −== λλ y  el sistema es compatible indeterminado; resolvemos en cada 
uno de los casos. 
 

 Para 0=λ  el sistema resulta 
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Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, y resolviendo el sis-

tema restante: 
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 Para 3−=λ  el sistema resulta 
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por ser las tres ecuaciones iguales, equivalente a 0=−+ zyx .  
 
 El rango del sistema resultante es uno y, como el número de incógnitas es de tres, 
tiene dos grados de libertad, es decir, que tenemos que parametrizar dos incógnitas. 
 

Haciendo µλ == zy ; , la solución es: 
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Solución ∈∀
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c ) 
 Para 3−=λ  el sistema es compatible indeterminado, lo que significa que los tres 
planos tienen puntos en común. Por ser el sistema resultante una ecuación con tres in-
cógnitas, resulta que son tres planos coincidentes. 
 

********** 
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2º) En el espacio se consideran la recta r intersección de los planos de ecuaciones implí-
citas 424922 21 =+−≡=−−≡ zyxyzyx ππ  y la recta s que pasa por los puntos 

( )4,3,1 −A  y ( )2,5,3 −−B , se pide: 
 
a ) Calcular las ecuaciones paramétricas de las rectas r y s. 
 
b ) Justificar que las rectas r y s se cruzan. 
 
c ) Calcular un vector direccional de la recta t, perpendicular común a las rectas r y s, y 
calcular el punto Q de intersección de las rectas s y t. 
 

---------- 
a ) 
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Un vector director de s puede ser cualquier vector que sea linealmente dependien-

te del vector ( ) ( ) ( )2,8,24,3,12,5,3 −=−−−−=−== ABABv , por ejemplo el vector 

( )1,4,1 −=sv , con lo cual considerando, por ejemplo el punto A: 
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b ) 
 Justificar que las rectas r y s se cruzan es equivalente a justificar que dos vectores  
directores de las rectas, por ejemplo, ( ) ( )1,4,12,2,1 −=−= sr vyv  y un vector que 
tenga como origen un punto de r y como extremo un punto de s son linealmente inde-
pendientes, es decir: estén situados en planos diferentes, lo cual significa que su rango 
tiene que ser tres. 
 

 Para 1=λ  obtenemos el punto de r, P(12, 7, 1). Punto de s: A(1, 3, -4). 
 

( ) ( ) ( ).5,4,114,3,11,7,12 =−−=−== APAPw  
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{ } ...,3,, jqccruzansesyrrectasLaswvvdeRango sr ⇒=  

 
c ) 
 Un vector u  perpendicular común a las rectas r y s puede ser cualquier vector 
que sea linealmente dependiente del producto vectorial de sus vectores directores: 
 

( )2,1,263682422

141

221' =⇒−−−=−−−−−=
−

−=∧= ukjijikkji

kji

vvu sr . 

 
 Para determinar la recta t, perpendicular común a las rectas r y s vamos a seguir el 
siguiente procedimiento, que además se ilustra con el gráfico adjunto: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 En primer lugar determinamos el plano ( )uvP r ,;1π : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;01376126;;07212214741124 =−−−−−=−−−+−−−−−+− zyxyxzyzx  

 
( ) ( ) ( ) 092201142242;;0172122 1 =−−−≡⇒=+−+−−=−−−−− zyxzyxzyx π . 

 
 Ahora determinamos el plano ( )uvA s,;2π : 
 

( ) ;;0

212

141

431

,;2 =−
+−−

≡
zyx

wvA sπ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;03214832418 =−−−−++−+++−− yxzyzx  

 

r  

s 

Q 

P 
rv

2π  

1π
t 

sv

u  

A 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



( ) ( ) ( ) ( ) 05041;;041;;04919 2 =−−≡⇒=−−−=+−−=++−− zxzxzxzx π . 

 
 La recta t es la que determinan los planos 21 ππ y  en su intersección; expresada 

por dos ecuaciones implícitas es 
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t . 

 
 El punto Q, intersección de las rectas s y t es también el punto de intersección de 

la recta 
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s  con el plano 09221 =−−−≡ zyxπ . 

 
 Los puntos de la recta s son de la forma ( )µµµ +−−+ 4,43,1Q : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ;;09443212
4,43,1

09221 =−+−−−−+⇒




+−−+
=−−−≡

µµµ
µµµ

π
Q

zyx
 

 
( )3,1,21;;99;;0948622 −−⇒===−−++−+ Qµµµµµ  
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3º) Dadas las funciones ( ) ( ) xxgyxxxf 3833 −=+−= , se pide: 
 
a ) Calcular el máximo absoluto de la función f(x) en el intervalo [-3, 0]. 
 
b ) Calcular el punto de corte de la curva y = f(x) y la recta y = g(x). 
 
c ) Obtener el área del recinto limitado por la curva y = f(x) y las rectas y = g(x), x = -3 
e  y = 0. 

---------- 
a ) 
 ( ) ( ) 1;;101333' 21

22 −==⇒=−=−= xxxxxf .    [ ]{ }0,31 −∉x  
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En el intervalo considerado, el máximo obtenido es absoluto. 

 
 
b ) 
 
 El punto de corte se obtiene resolviendo el sistema que forman ambas funciones: 
 

( )

( )
6)2(;;208;;383
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83
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El punto de corte es P(-2, 6). 

 
c ) 
 

Para x = 1 la función tiene un mínimo relativo; como quiera que f(1) = 6, el mí-
nimo relativo es Q(1, 6). 

 
Lo anterior significa que la función únicamente corta al eje de abscisas en un pun-

to que pertenece al intervalo cerrado considerado [-3, 0]. 
  

La representación gráfica aproximada de la situación es la que se indica en la fi-
gura, donde la superficie pedida es la que aparece sombreada. 
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Como puede apreciarse, la superficie a cal-

cular está dividida en dos partes, la primera limita-
da por las funciones y la recta x = 0 y la segunda 
limitada por las funciones y por la recta x = -3. 
 
 En la primera de las superficies, S1, todas las 
ordenadas de la curva son iguales o mayores que 
las correspondientes ordenadas de la recta, por lo 
que su valor es el siguiente: 
 

( ) ( )[ ]

( ) ( )

1
2

0

2

4

0

2

3
0

2

3

0

2

3
1

1216416
4

16
08

4

·8·383

·383

Sux
x

dxxdxxxx

dxxxxS

==+−=






 −−=






 +=

=+=++−=

=−−+−=

−

−−

−

∫∫

∫

 

 
 En la segunda de las superficies, S2, todas las ordenadas de la curva son iguales o 
menores que las correspondientes ordenadas de la recta, por lo que su valor es: 
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********** 
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X 
y = g(x) 

10 

-2 O 
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4º) Un incendio se extiende en forma circular uniformemente. El radio del círculo que-
mado crece a la velocidad constante de 1’8 m/min. 
 
a ) Obtener el área quemada en función del tiempo t transcurrido desde el comienzo del 
incendio. 
 
b ) Calcular la velocidad de crecimiento del área del recinto quemado en el instante en 
que el radio alcance 45 metros. 

---------- 
 
a ) 

 Teniendo en cuenta que la velocidad es 
t

e
v =  y considerando que el espacio reco-

rrido en cualquier instante t es el valor del radio, será tvr ·= . 
 
 Sabiendo que la superficie del círculo es 2· rS π= ; sustituyendo el valor de r: 
 

( ) ( ) SmtttvrS ===== 22222 ··24'3·8'1···· ππππ  

 
b ) 
 
 La velocidad de aumento de la superficie es su derivada con respecto al tiempo: 
 

tt SttS '·48'6··24'3·2' === ππ  

 
 El radio alcanza los 45 metros en el siguiente tiempo: 
 

tseugndostttvr ======⇒= 45
2

50

18

450

8'1

45
;;·8'145·  

 
Particularizando para el caso de t = 45 segundos: 

 
./09'91645·14'3·48'6' 2

45 segmS ==  
 

Cuando el radio es de 45 metros arden en cada segundo 916’09 metros cuadrados. 
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REPERTORIO B 
 

1º) A es una matriz 3 x 3 tal que 
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32 AyA . Se pide: 

 
a ) El determinante de la matriz A3 y la matriz inversa de A3. 
 
b ) Calcular la matriz fila X = (x, y, z) que es solución de la ecuación 23 ·· ABAX = , 
donde B el la matriz fila B = (1, 2, 3). 
 
c ) Calcular la matriz inversa de A. 

---------- 
 
a ) 

33 1483

322

012

201

AA =−=+−=
−

−−=  

 

( ) ( )

( )














 −−−
=⇒

















−−−
−−−=

=

























−
−

−
−
−

−
−

−−
−

−

−
−

−
−

−

=
















−
−
−

=

−

122

476

243

122

476

243

10

21

20

21

21

22
02

21

32

21

30

22
02

10

32

20

30

21

;;

302

210

221

13

33

A

AAdjA
TT

 

 
b ) 
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Resolviendo por la Regla de Cramer: 
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La matriz pedida es X = (5   6   2) 

 
c ) 
 
 Una forma de obtener la matriz inversa de A es la siguiente: 
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2º) En el espacio se consideran la recta r, intersección de los planos 151 =++≡ zyxπ  y 
32722 =+−≡ zyxπ  y el plano π  que pasa por los puntos ( ) ( ) yBA 5,7,5,2,1,11  

( )2,1,7 −−C . 
 
a ) Calcular unas ecuaciones paramétricas de r y la ecuación implícita de π . 
 
b ) Calcular el punto P intersección de r y π  y el ángulo α  que determinan r y π . 
 
c ) Calcular los puntos M y N de la recta r cuya distancia al plano π  es de 3 unidades. 
 

---------- 
a ) 
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 Son vectores directores del plano π , por ejemplo, los siguientes: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2,1,24,2,42,1,112,1,7'

1,2,23,6,62,1,115,7,5'

=⇒−−−=−−−=−==

−=⇒−=−=−==

vACACv

uABABu

 

 
Considerando, por ejemplo, el punto C: 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0922;;042227

;;022127;;0261673

;;014724122274

;;0

212
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217

,;

=−−+≡=−−++−

=+−++−=+−++−

=++−−+−+++−−

=−
++−

≡

zyxzyx

zyxzyx

yxzyzx

zyx

vuC

π

π

 

 
b ) 
 Los puntos de la recta r son de la forma ( )λλ ,3,12−P . El punto de intersección 
de la recta r y el plano π  es el siguiente: 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



( )
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Un vector director de la recta r es ( )1,0,1−=w  y el vector normal del plano π  

es ( )2,2,1 −=n . 
 
El ángulo α  que forma la recta r con el plano π  es el complementario del ángulo 

que forman los vectores nyw . 
 
Aplicando el concepto de producto escalar de dos vectores y considerando que los 

ángulos βα y  son complementarios, se puede hacer lo siguiente: 
 

( ) ( )
( ) ( )

º135
2

2

2

1

9·2

3

441·11

201

221·11

2,2,1·1,0,1

·

·
cos···

22222

=⇒−=−=−=
+++

−+−=

=
−+++−

−−==⇒=

α

αβ
nw

nw
sennwnw

 

 
c ) 
 Una de las formas de calcular la distancia de un punto ( )0000 ,, zyxP  a un plano 

0=+++≡ DCzByAxπ  viene dada por la fórmula: ( )
222

000

0 ,
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 En el apartado anterior hemos concluido que los puntos de la recta r son de la 
forma ( )λλ ,3,12−P ; sabiendo que la distancia de cualquiera de estos puntos al plano 

0922 =−−+≡ zyxπ  es de 3 unidades, sería: 
 

( ) ( )
( )

( )

( )








→==+−

→==−

⇒=−=

=
−

=
−

=
++
−+−

=
−++

−+−
==

9,3,39;;36

3,3,93;;36

36

3

6·3

9

318

441

2612

221

·23·212·1
3,

2

1

222

N

M

Pd

λλ

λλ

λ

λλλλλλ
π
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3º) a ) Obtener la derivada de la función ( ) xsenbaxxf ++= . Calcular a y b si O(0, 0) 
es un punto de la curva xsenbaxy ++= , cuya recta tangente en O(0, 0) es el eje OX. 

b ) Justificar que la función ( ) xsenxxg +−=
π
2

 se anula en dos puntos del intervalo 

[ ]π,0 . 
c ) Calcular esos dos puntos. 

---------- 
a )  
 Por contener la función al punto O(0, 0) tiene que ser: 
 

( ) 0000·00 =⇒=++⇒= bsenbaf  

 
Por ser la tangente en el origen el eje de abscisas, la pendiente (derivada) tiene 

que ser cero en ese punto: 
 
 ( ) ( ) 1;;01;;00cos00'cos' −==+=+⇒=⇒+= aaafxaxf  

 
b ) 

 La función ( ) xsenxxg +−=
π
2

 es continua en R por ser la suma de dos funciones 

continuas en R, por lo tanto es continua en cualquier intervalo que se considere. 
 
 Los valores de la función en los extremos del intervalo considerado son: 
 

( ) ( ) ( ) ( )πππ
π

π
π

gsenggseng =−=+−=+−===+−= 202·
2

;;0000·
2

0  

 
 De momento sabemos que se anula en un punto del intervalo: para x = 0. 
 
 Para que se anule en otro punto del intervalo [ ]π,0 , teniendo en cuenta los valo-
res que toma la función en los extremos del intervalo, es condición necesaria que tenga, 
por lo menos, un máximo relativo en el intervalo. 
 

( ) [ ]π
πππ

,088'0
2

cos;;
2

cos;;0cos
2

' ∈⇒=≅===+−= xxunidadesarcxxxxg . 

(Como es natural, el ángulo se ha expresado en radianes) 
 
 Si se hubiera expresado en grados sexagesimales se hubiera hecho lo siguiente: 
 

( ) radianesxxxxg 88'0''35'27º506366'0
2

cos;;0cos
2

' ==⇒===+−=
ππ

 

 
Lo anterior justifica que la función g(x) se anula al menos dos veces en el intervalo. 
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4º) Dos postes de 3m y 4m se hallan clavados verticalmente en el suelo. Sus bases dis-
tan 5 m y, en el segmento que las une, hay un punto P que dista x metros de la base del 
poste más bajo. El extremo superior de cada poste se une con P mediante un segmento 
rectilíneo de cable. Se pide: 
 
a ) Obtener la expresión f(x) de la longitud total de cable utilizado en ambos segmentos. 
 
b ) Demostrar que esa longitud total de cable es mínima cuando son iguales los valores 
absolutos de las pendientes de los dos segmentos considerados. Calcular esa longitud 
mínima. 

---------- 
a ) 
 La situación es la que se indica en la figura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )

( )xfxxx

xxxxxxf

=+++−=

=+++−+=++−+=+==

94110

9102516354

22

222222
21 ℓℓℓ

 

 
b )  
 La longitud total del cable será mínima cuando su derivada sea cero: 
 

( )

;;412259034;;41102252590109

;;
94110

2510
;;

94110

5

0
94110

5

92

2

41102

102
'

222342324

2

2

2

2

22

2222

xxxxxxxxxxx

x

x

xx

xx

x

x

xx

x

x

x

xx

x

x

x

xx

x
xf

=+−+−=++−−+

+
=

+−
+−

+
−=

+−
−

⇒

⇒=
+

+
+−

−=
+

+
+−

−=

 

x 5 - x 

5 m 

4 m 
3 m 

1ℓ  

2ℓ

P 
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xmetrosx

lógicosentidodecarecex

x

xxx

=≅=⇒



















⇒−=

=
⇒

±−=

=±−=±−=
+±−

==−+

14'2
7

15

)(
7

105

7

15

7

6045

14

12090

14

1440090

14

225·28810090
;;0225907

2

1

2

 

 
 Para justificar que el valor encontrado es para un mínimo relativo, es necesario 
que la segunda derivada sea positiva para ese valor: 
 

( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )xf

xxxx

xx

xx

xxxx

x
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x
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xx

x
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x
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x
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x

x
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x
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9
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'
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3
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3
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3
2
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2

3
2
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2

2
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2
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2

2

2

2
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+

+
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=
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=
+
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+
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=
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⇒
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+
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( )

justificarqueríamoscomoMínimo

f

,0

49

666

9

49

1184

16

49

441225

9

49

20091050225

16

9
49

225

9

41
7
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·10

49

225
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2

3

2

3

2

3

2

3

2
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 La longitud total es la siguiente: 
 

( ) 60'8
7

22'60

7

81'2541'34

7

6661184

7

666

7

1184

49

666

49

1184
7
15 ==+=+=+=+== fℓ  

 
metros60'8=ℓ  
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