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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Se elegiran TRES bloque y se hara un problema de cada uno de ellos.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o grafica. Se prohib
utilizacién indebida (guardar formulas o texto en memoria). Se utilice o0 no la calculac
ra, los resultados analiticos y gréaficos deberan estar debidamente justificados.

BLOQUE 1.- ALGEBRA LINEAL.

ax+y+z=1
1°) Dado el sistemax+ay+z=1 dependiente del parametro realse pide:
X+ y+az=1

a ) Determinar razonadamente los valoresyrdpara los que el sistema es compatible
determinado, compatible indeterminado e incompatible.

b ) Resolver el sistema cuando es compatible determinado.

c ) Obtener razonadamente la solucién del sistema cuaado

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
a l1 al11l1
M=|1a 1|;M=|1a 11
11 a 11a0l1
a l1
IM|=|1 a 1|= &+1+1- a- a-a=0;; & -3+2=0 = (Ruffini) =
11 a
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1 0 3 2
1 1 1 2
1 1 2 0
1 1 2
1 2 0
2 2
1 10|

Las soluciones diferentes son los valoregder=1y a =-2.

azl
Para {a 4 2} = RangoM= RangoM '= 3=nC incognitas= CompatibleDeterminado

1111
Paraa=1= M'={1 1 1 1| = RangoM'=1.
1111

Para a=1= RangoM= RangoM '=1< n°incognitas= Compatible Indeterminado

-2 1 11
Paraa=-2= M'=| 1 -2 1 1| Veéamoselrangode M' = {C, C,, C,} =
1 1 -21
-2 1 1
=1 -2 1=4&4%H2+2-1=9#0 = RangoM'=3
1 1 1

Paraa=-2 = RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatitbe

b)
Resolvemos los casos de compatible determinado aplicando la Regla de Cram
11 1
1 a1
(o |t 1oal _a*+1+l-g-l-a_ a’-20+1 _ (@-17 _ 1 _
(@-Yla+2)  (a-Vla+2) (@-Y(a+2) (a-)(a+2) a+2 _

y= 11al _o’+Wi-1-a-a_ a*-20+1 _ (a-1f _ 1 iy
(@-2(a+2) (a-2*(a+2) (0-2(a+2) (a-2D*(a+2) a+2




- 1 _a’+l+l-a-a-1_ o’-2a+1 _  (a-1f _ 1 -,
(@-Pla+2)  (@-1la+2) (a-V(a+2) (¢-2(a+2) a+2
L 1
SoMmonx:y:z:———n[kﬂ]R{a#l;;a#—ﬂ
a+2
c)
y+z=1
Paraa =0 el sistema resultante es+z=1.
x+y=1

Teniendo en cuenta las soluciones del apartado b ):

Solucion x=y= z:%
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10 17 29 : - .
2°) Seanl =(0 J y A:(_10 _17) Se pide calcular, escribiendo explicitamente las

operaciones necesarias:

a ) Las matrices Ay A3,

b ) Los nimeros reales y g para los que verificll + A’ =al + gA.

a)
, 17 29 17 29 289 290 493-493 -1 0 5
A=A A= . = = =—| = A
-10 -17) (-10 -17 - 178 170 - 290+ 289 0 -1
-17 -29
A=K -A=-1-A=-A= = A
10 17

b)

| +3A-3l-A=al +SA ;; 2A-2I =al +BA ;; (2-B)A=(2+a)l =

. (2—/3).(17 29]_(2+a)-(1 0] j( 34173 58—29ﬁ)=(2+a 0 Jj

-10 -17) 01 - 20- 13 -34+1783 0 2+a
34-178=2+qa
- 20+108=0
= d = a=-2;, B=2
58-298=0

- 34+17B=2+a
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BLOQUE 2.- GEOMETRIA.

1°) Se dan los puntos A(2, 1, 1) y B(1, 0, -1), y larecta r de ecuacién 5= y=12

-2
Se pide calcular razonadamente:

a ) El punto C de r que equidista de Ay B.
b ) El area del triangulo ABC.

a)
La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

X=5+A
rEx—5:y:Z+22 = y=A ;;x=5+4 ;;z=-2-21 = r={y=A1
z=-2-21

Un punto genérico de r &5(5+ 4, A, -2-24).

AC=(5r A= F+(1- P +(- 2- 20-1F =3+ A2 +(1 -9 +(-3-24) =

=JO+BA+ N2+ 12— 2+ + & 12+ 42 =/ 612 +161+19= AC

BCuy(5 A= P+(A- P2+ (- 2- 21 +27 =y/(4+ AP+ R +(-1-24) =

=V16+81+ A2+ P+ ¥ A+ 42 =y 62 +124 +17=BC’

AC=BC =  ib+ 26 19y B+ 1B+ 16 ;; @+ 18+ 19= 61 +120+17 ;;

MN+2=0; 24+1=0;; /]:—%
X=5_1=g
2 2
C(5+4,1,-2-21) = ly=-1 S R
2 2 2
Z‘—2—2-(—1j=—1
2

b)
Los vectores de origen B que determinan el triangulo son:



u=BA=A-B=(21)-(10-9=(11 2)

T/:B—C::C—B:(g, 1 ,—1)—(1 0, _1):(1, 1 Oj
2 2 2 2

El area del tridngulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan

vectores que lo definen, o sea, la mitad del médulo del producto vectorial de los ve
res mencionados:

i ]k i ]k
Sec=2 11 1 2|=0 1 1 2f=T|-k+14 -k +2|=|2+14j-8|=2 [i+7]-4K|=
2 5 1 4 4 4 2
1 -10 7 -10
_—w/f +72+ \/ I+ 49+1 \/FGD 406 =S,
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2°) Dada la recta r, interseccion de los planes y+ z=0 y 7, = x-2y-1=0, y larecta s
de ecuacic')rssg = y-1=-z+3, se pide:

a ) Obtener razonadamente ecuaciones parameétricas dery s.

b ) Explicar de modo razonado cual sera la posicion relativa de las rectas ry s.

c ) Calcular la distancia entre las rectas ry s.

a)
Unas expresiones de r y s por ecuaciones parameétricas pueden ser las siguien
Xx=1+2A
y+z=0
rE{ = y=A;; x=1+24;; 2=-4A = r=qy=4 , OA0OR
x-2y-1=0 = —
z=-A
X=6-241
SE§= yV1=-z+3 = z=) ;; x=6-24 ;; y=4-1 = s=y=4-A4
z=A
b)

El estudio de la posicion relativa de las rectas r y s mediante sus vectores dire
res es como sigue.

El vector director de r eg =(2 1, -1).

Teniendo en cuenta que la recta s se puede expresarsezésf:yT_l:Lf’, su
vector director ess, =(2, 1, -1). Como puede observase, tienen el mismo vector direc

tor, por lo cual las rectas r y s son paralelas o coincidentes.
Para diferenciar el caso tomamos, por ejemplo, un punto de r, P(1, 0, 0) y cc

probamos si pertenece a s; en caso afirmativo las rectas son coincidentes y, en casc
trario las rectas son paralelas:

Las rectas r y s son paralelas.



c)

La distancia entre las rectas r y s es la misma que la del punto P(1, 0, 0) pert
ciente ar alarectas.

La distancia del punto P a la recta r puede determinarse teniendo en cuenta q
punto Q(0, 1, 3) pertenece a svy=(2, 1, -1)
es el vector director de s.

Teniendo en cuenta que=d-|v,

y

que también puede s&=| v, DQ—P‘, se deduce

v, OQP

V.

S

que la distancia esi(P, s)=

QP=P-Q=(100-(013=(1-1-3).

i j K
|1 -1 -3
QP Vv, 2 1 -1| _|i+k-6+X+3+j| |4-5j+3K]|
dr, s)=d(P,r)=———= = - _
(r ) =dP. )= I Jariel s

_J#+(-57+3* _J16r25+9 /50 _ [50 _ [25
T ...

/6 NG =% =¥ unidades= d(r, s)
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BLOQUE 3.- ANALISIS.

1°) Se considera, en el primer cuadrante, la regiéon R del plano limitado por: el eje X
ejeY, larectax =2y lacurva=

4+x%
a ) Calcular razonadamente el area de la regiéon R.

b ) Encontrar el valor de para que la recta=¢a divida la regiéon R en dos partes A
(izquierda) y B (derecha) tales que el area de A sea el doble que la de B.

a)

La representacion grafica, aproximada, de la situacidon es la que indica la gra
adjunta.

ud
"
=

>V

1

1l -dx.

2
El valor del &rea pedida S, es la siguielstej
0

Teniendo en cuenta el valor de la integral indefinida:

X
_:t
cdx = <2 3%.[112'2‘3“:

dx= 2dt *

1 1, 1 1
i Preal i T

1
2
X X
1+ A
4 1+(2j

:EJ' 1 -dt% arctagt+C:12arctagg+C=I




Azz:j 3 - Nt 2 arctagX | =(= arctag 2 |-( 2 arctag0|== arctag L-0=2 ;;
12 24+x 2 2 2 2 2 2 2

2

2

2
S:j 1 = dx= |:1 arctag §j| :(1 arCtag Zj—(l arctag 0):1 arctag 1-0:1 .7_T=
0 4+ X 2 2 2 2) (2 2 24

0

vl
Tl
=

N

X
1
K

—
>
»
>

Teniendo en cuenta que A + B = Sy que tiene que ser A = 2B, es:

T
A+B="

8= A+%=7§T 5 8A+4A=T ;; 12A=1T ;; Azl_];
A=2B _ e

a

12

1
0

0

a _ 1 a
arctag—=—,;; arctag—=
2 12 2

oy

e g:tag]—T:tag3(}’:@ = a:2_\/§
2~ V% 3 3
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2°) Se considera la funcion reg(lx) = x> -4. Obtener, explicando el proceso de calculo:
a ) La gréfica de la curva= f(x).
b ) Los valores de x para los que esta definida la funciong(@al L f(x).

c ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion g(x), razonando si tie
0 no maximo absoluto.

a)
La funcion f(x)=x?-4 es par, es una parabola simétrica respecto al eje de orc
nadas; el punto de corte de la funcion con el eje Y, que es su vértice, es V(0, -4).

1Y ’ Por ser f(Y=2x y f"(x)=2>0, la

funcion es convexé), por lo cual el vértice

|
ll es su minimo absoluto.
/

\ Los puntos de corte de la parabola con

\
\
\

el eje de abscisas son los siguientes:
A >
e) / X

Eie X > y=0;;x*-4=0;; X¥*=4 >

y=x2-4 of x=2= A2 0)

x,=-2= B(-2 0)

b)
Sabiendo que la funcién logaritmica tiene como dominio, campo de existenci
campo de variabilida¢b, +), los valores de x para los que esta definida la funcion re:

d¥=Lf(x)=L|x*~4| son los correspondientes a los intervalos siguientes, que corre

ponden a los valores positivos de la funcién, que se deducen de la gréfica de la fun
f(x)=x2-4 expresada en la figura adjunta.

Dox]=L[x" -4 = (-=,-20(2 =)

c)

Una funcion es creciente o decreciente en funcion que lo sea su derivada:



x<-2 = g'(x)<0 = Decrecier#

x>2= g'(x)>0 = Creciente

Decrecierg = (-, —2) ;; Creciente= (2, +)

Una funcion tiene un posible maximo relativo para los valores que anulan la
mera derivada:

g'(x)=x22)_(4=0:> x=0, xd0D[g(x)] = La funcién g(x) no tiene ni maximos ni mini-

mos relativos.

Sin embargo la funcién carece de maximos y minimos absolutos por ser:

lim _im 2 ol .. lim _lim
(= Ty gz =

X—>—2_g . L‘X2—4‘=—00.

+
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BLOQUE 4.- RESOLUCION DE PROBLEMAS.

1°) Una empresa decide lanzar una campafa de propaganda de uno de sus proc
editando un texto que ocupa 10%cem hojas rectangulares impresas en una cara, cc
margenes superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Se pide calcular razonada
te, las dimensiones de la hoja para las que el consumo de papel sea minimo.

----------------------------------------------------------- La superficie del cartel es=x-y, que
RO S tiene que ser minima para lo cual su derivade
tiene que ser cero.

Para poder derivar hemos de expresar
1y una variable en funcion de la otra, para lo cual
-1 R tendremos en cuenta que la superficie a impri-
o e mir, que es la central, tiene que ser de 18 cm
De la observacion de la figura se deduce que:

(x— Xy— A): 10 ;; xy— 4&— 2y+8=10;;

X Xy- 2y= 2+4x;;y(x—2):2+4x;; y=2+42X
Xz

Sustituyendo este valor es la superficie, resulta:

2+4x _ 2x+ 4x?
X—=2 X—=2

S= X-y=X-

(20 8(x— -2+ 4¢) 1 _ 2 4+ 88 —16x-2x—4* _ 4 -16x-4 _
S)= (x-2) - (x-2) TTer 07

= 4°-1&-4=0: x*-4x-1=0

Ji6rd _ 420 _ 4x 25 BI7HE
X:4i 16+4:4i 20:412 5:21\/52

2 2 2

x2=2—\/§

La soluciénx= 2-/5<0 carece de sentido I6gico (es para maximo), por lo que |

solucion para x e++/50424 cm=x. y= 2 X 2 4-224_ 194
R x-2  424-2 224

=846 cm=y
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2°) Una ventana tiene forma de trapecio rectangular. La base menor mide 20 cm
lado oblicuo mide 40 cm. Hallar razonadamente el angulpue debe formar el lado
oblicuo con la base mayor para que el area de la ventana sea maxima.

Nota: Un trapecio rectangular es un cuadrilatero con dos lados paralelos y en el que
de los otros lados es perpendicular a estos dos lados paralelos.

20

X+20

tiene que ser maxima y debemos expresarla el
funcion deo, que es el valor que se nos solicita;
es por ello que debemos expresar, en primer lu
gar, los valores de x e y en funciénaeara, al
final, poder expresar el valor de S en funcién del
valor pedidau.

N\ El area del trapecio es=

A
P
Y

Del triangulo rectangulo sombreado de la figura se deduce:

sena:4—3; — y= 4Gena :: cosa =— = x-20

= x= 4@og+ 26 2§ Xosa +1)=x
40 4C

Sustituyendo en el valor de S los valores obtenidos de x ey, resulta:

s=[ 20 Zosa +1)|+20

-40sena = 20 Zosr+ 2 -40sena = 80Qcosa +1) - sey =S.

Para que la superficie sea maxima su derivada tiene que ser cero:

S{a)=800-[- semr - sena +( cos + )1 -comr]=800- (~serf a + coda +cosa)=0 =
= —-serfa+ coda +cosa =0. Sabiendo queserf a = 1-cos a:

—(1—co§a)+ ‘aps eos 0-;+1 cas+ cbe+ cos= 0 ;; Xoda+cosa—-1=0

cosa, :% = a,=60

cosq = —]i4\/1+8 _ ~1+4/9 _-1#3

4 4 .
cosa,=-1 = a, =187 ( carecedesentidg

Solucién: a = 60°.
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