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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Se elegiran TRES bloque y se hara un problema de cada uno de ellos.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o grafica. Se prohib
utilizacién indebida (guardar formulas o texto en memoria). Se utilice o0 no la calculac
ra, los resultados analiticos y gréaficos deberan estar debidamente justificados.

BLOQUE 1.- ALGEBRA LINEAL.

1 2 a-2
1°) Dada la matrizAa)=| 4 3 2 |, se pide:
a a -6

a ) Calcular, en funcion de el determinante de la matrizd( escribiendo los calculos
necesarios.

b ) Determinar, razonadamente, los nimeros reapesa los que el determinante de la
matriz inversa de A{) es igual a 1/66.

a)
12 a-2
| Aa)|=|4 3 2 |=- 18 4a P+ 4- 3a- }- 2+ 48=30+ da-2)+2a=
a a -6

=30+ & - 2a+ 22=30+a*=0 = alR

Rango A(a):s, UalR

b)
Sabiendo queA™(a)| :| A(la)| ;
| AM(a)|= 1 1 -1 . 30+a%=66;a’=66-30=36= a =6 a,=-6.

| A@)| 30+a® 66

A. Menguiano



Losvalores realesquehacen| A(a)|:6—16 sona=-6 y a=6
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X+ y+z=0
2°) Dado el sistema de ecuaciones lineales 3y+ 4z=0, se pide:
5x+7y+az=0

a ) Deducir, razonadamente, para que valores elesistema sélo admite la solucion
trivial (x, y, z) = (0, 0, 0).

b ) Resolver, razonadamente, el sistema para el vatogde lo hace indeterminado.

a)
111
La matriz de coeficientes del sistema homogéneo es2 3 4.
57 a

El sistema homogéneo que solamente admite la solucidn trivial es compatible
terminado que, segun el Teorema de Rouché-Froébenius, el rango de la matriz de ¢
cientes tiene que ser igual que el numero de incognitas, o sea, tres.

M |= = 0::8+ 14 206 15 28 22=0::a-9=0 ;: a=9.

a N -
N w e
» AP

El sistema admite la solucién(x, y,z)=(0, 0, 0) DaOR, a#9

b)
X+ y+z=0
El sistema es compatible indeterminado para y resulta 2x+ 3y+ 4z=0.
5x+ 7y+9z=0

Despreciando una ecuacion (la tercera) y parametrizando una incagmta (

X+ y+z=0 X+y=-A —-2x-2y=21
= A =
2x+ 3y+4z=0 — 2x+ 3y =-4A

= =21 ;; x+ty=-4};
ox+3y=-ap[ L Xy

X=-y-A=2A-A=A=X

X=A
Solucién: ;y=-24, OAOR
z=A
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BLOQUE 2.- GEOMETRIA.

1°) Dados los puntos P(3, -1, 4) y Q(1, 0, -1), y el plagox- 2y+ 2z+5=0. Se pide
calcular razonadamente:

a ) La ecuacién de la recta r que pasa por el punto P y es perpendicular al plano
b ) La ecuacion de los planos que pasan por el punto P y son perpendicularesmal plar

c ) La ecuacion del pland que pasa por los puntos P y Q y es perpendicular al plano

a)
La recta r tiene como vector director a cualquier vector que sea linealmente
pendiente del vector normal del plano, quenes(1, - 2, 2).

La expresion vectorial de la recta r, perpendicular al plaaa- 2y+ 2z+5=0y
gue pasa por el punto P(3, -1, 4), es la siguiente:

r=(x,y,2)=(3-1 4+4(1 -2 2)

b)

Los planos que pasan por el punto P y son perpendiculares akptuson in-
finitos, constituyen el haz de planesjue contienen a la recta r hallada en el apartad
anterior.

La expresion de en su forma general es la siguiente:

x-3_y+1l z-4
1 -2 2

r = T

- 2Xx+6=y+1 . 2x+y-5=0
2x-6=z-4 " 2x—-z-2=0"

La recta r expresada por dos ecuaciones implicitas, (que son cada una de ell
plano perteneciente al hazjue buscamos).

Para conseguir un plano cualquierand@asta con dar cualquier valor redl an
la siguiente expresion, que es la solucion a lo pedido:

a= 2x+ y- 5+ A(2x-z-2)=0

c)
El planon’, por ser perpendicular al plamotiene como vector director al vector
normal der, n=(1 -2 2) y también es vector director @& el que determinan los

puntos Py Q:v=QP=P-Q=(3- 1 3-(1 0,-3=(2 -1, 5).

La ecuacion general de, considerando por ejemplo el punto Q(1, 0, -1) es la



siguiente:

x-1 vy z+1
IT(Q; n, T;)E 1 -2 2= 0;- 10% J-(z+ 1+ 4y+ 42+ + {x-1)-5y=0 ;;
2 -1 5

- (& )t y+ @+ )E 0;- &+ 8 y+ 8+ 3= 0;;- & y+ Z+11=0.

TE 8+ y—-%-11=0
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2°) Sea el plana = x+ 2y+ 4 -12=0, calcular razonadamente:

a ) Las ecuaciones de los dos planos paraletagua distan 5 unidades de

b ) Los tres puntos A, B y C, interseccién del plaramn cada uno de los ejes coorde-
nados.

c ) Los tres angulos del triangulo ABC.

a)
El haz de planos paralelosnas 3+ 2y+ 4-12=0 tiene por ecuacion general la
expresiona = 3x+ 2y+4z+D=0, conDOR.

Dados los planos paralelog = Ax+ By+Cz+D, =0 y 7, = Ax By+Cz+D, =0,
| D, -D, |

JA*+B2+D?

Aplicando la férmula a los planasy o sabiendo que la distancia es de 5 unida-
des:

su distancia viene dada por la formuléyz,, 7,)=

s- |-12-D| _|-12-D| _|-12-D| _

dl7r, a)=5= =
. @) J3+22+42 Jo+4+16 29

5= |-12-D|=5/29 =

-12-D=5J29 - D, =-12-5/29
= =3 = Los planos pedidos son:
12+D=5/29 - D,=5/29-12

= X+ Y+ 4-(12+5/29)=0 y 7, = &+ ¥+ 4+(5/29-12)=0

b)
Los puntos A, B y C, intersecciéon del plane 3x+ 2y+ 4-12=0 con los ejes
OX, OY, OZ, respectivamente, son los siguientes:

=0
Eje OX :»{y o}j 8- 120, x=4 = A4 0, 0)
Z= _—

0
—o}: ¥-120;;y=6 = B(0, 6 0)

Eje OY = {

Eje 0Z = {yio} ~ 4-120:2=3= c(0 0, 3)



c)
El angulo A lo determinan los vectores=AB y b =AC:
"a=AB=B-A=( 06 0-(4 0 0=(-4 6 0).

—

b=AC=C-A=(0 0 3-(4 0 0=(-4 0, 3).

_ —

El angulo B lo determinan los vectores- BA=-AB=-a =(4, -6, 0) y d =BC.

‘d=BC=C-B=( 0,0 3-(0 6 0=(0, -6, 3).

El angulo C lo determinan los vectores- CA=-b =(4, 0, -3) y f =CB=-d =
=(0, 6, -3).

Aplicando el concepto de producto escalar de dos vectores:

_— —

- "Ly
u -V:‘U‘ ‘V‘ ‘:CO0sSa = CoSad=—————F =
uf ]
a-b _ (-460:(-403 _  16+0+0 _ 16 _ 16 _
‘3".‘5" J-d+e J(-4f+37 16-36-416+9 5225 +/1300

COos A=

= 04438 = A= 632 39 21"

—_ —

d _ (4-60-(0-63 _ 0+36+0 _ 36 _ 36 _
r‘ ‘d‘ J&+(-8° -J(-6?+3 ~ J 16 36-4/36+9 /52445 +/2340

cosB=

= 07742 = B= 4 54 32"

B,

e f (40-3(06-3 _ o0+0+9 _ 9 9 _
r‘ ‘f‘ M+ (-9 .Je2+(-3)? V16r9.36+9 25-445 41125

cosC=

=02683 = C=7426 7"
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BLOQUE 3.- ANALISIS.

1°) Se consideran las funciones real¢g= 2¢ +12x-6 y o x)=(x-2)(x* +9). Se pide
obtener razonadamente:

a ) Las ecuaciones de las asintotas de la grafica de la fufpéé%'m
(019,

f(x
olx

—

b ) La funciénH(x)=[—= - dx que cumple quei (3)==

S—|

a)
Asintotas horizontales: son los valores finitos de la funcion cuande» :

N—r

lim  f(x
X — +00 g(x

lim  2¢+12x-6 _ lim  2¢+1%-6 _
X +o (x=2)x2+9) x - -0 (x=2)x?+9)

o
15
o

S—|

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién va
mas o0 menos infinito; son los valores que anulan el denominador.

(x- A+ 9= 0= (x-3=0, x=2 ;; (x* +9)20, OxOR.
Asintotas oblicuas: No tiene. (para que una funcion tenga asintotas oblicuas

necesario que sea racional y que el grado del denominador sea una unidad mayor ¢
grado del denominador).

b)

_ ¢ f(x) 2¢+1%-6 . ¢ X +6x-3 1 B _
|_I(X)_Ig(x ix= (x-2)\x* +9 x=2 J'(x—2)x2+9 x=2 j(x 2+x2+9j =
. f +9+Bx 2B -dxz2-j’<2+BX+(9_ZB)-d = Bo6 =

(x-2)x2 +9) (x-2)x2 +9)
1 —_ —_ *
= H(x)=2- j(x 5t +9] dx=2- j— dx+12- [ +9—2I1+12I2—H(x) (*)

_r 1 X-2=t _dt_ _ _
|l_jx_2.dx:> {dx:dt} = |l_jT_|_|t|_L|x—2|_|l

_:t

[ dx= [ dx=s [ k= { 3 b=t [ 3dxs
X*+9 (_'_1} 9 (x] ‘1 dx= 3dt 9 ‘t°+1

9 3

=£-J' . dxztfl)’ arctagt:% arctaggzl2




Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de b resulta:

H(x)= 2, + 12, = 2| x- 2|+12-%3 arctag§+C: L(x-2)* +4 arcta9§+C= H(x).

Determinamos ahora el valor de C que hace que la funcion H(x) galgﬁa el

valor x = 3:

H(3):§ — L(3-2)?+4 arctag§+ C= LI+ 4arctag 1+c:o+4-%+c::n+c:g :

H(X)=L(x-2)° +4 arctag = - 2"
(x)=L(x-2)+ arctag 2 - —
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2°) Dada la funcién reai(x):liz, se pide calcular razonadamente:
+ X

a ) Las derivadas primera y segunda de la funcion.
b ) Los puntos de inflexion de la curva y = f(x).

c ) La pendiente maxima de las rectas tangentes a la curva y = f(x).

_ g X -4 0 1-3¢° - £(x)
L) ) e x’)

b)
Para que una funcion tenga un punto de inflexidon es condicidn necesaria qu
anule la segunda derivada.

_ay?
f{x)=0= -16- ! 3X3:O 5 1-3x"=0;; x* =
e

La condicion necesaria anterior no es suficiente para asegurar los puntos de it
Xi0n; es necesario que no se anule la tercera derivada para los valores que anulan
gunda derivada.

- 8 [2)- 8 -3(1-3¢) -2x - 6x= 6 - 6x{1-3%°)

Frx)=-16 =-16 =
( ) (1+ X2)6 (1+X2)4
- _ 3 3 _ 2 _
—_15. —5X 6x° 6i<+18x :_16_M:_192_ E‘X 13!=f"'(x)
(l+ X2) (1+X2) (1+X2)
_\/5(1_ j 2
f"'(—§)=—192-3—33:64\/§-—33¢0 = Puntode inf lexién para —g.
1+1j 4
3 3
f(—§)=i:§=6 = Puntode Inflexion: A(—ﬁ, 6]
1+} ﬂ 3
3 3




Teniendo en cuenta que la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordens

por ser f(x)= f(- x), tiene otro punto de inflexion g 6).

c)

Teniendo en cuenta que la pendiente a una funcidon en un punto es el valor c
derivada en ese punto, la pendiente maxima de las rectas tangentes a la curva y -
son los maximos relativos de la primera derivada, o sea, que son los valores que ar
la segunda derivada y hacen negativa a la tercera derivada.

VRS

Los valores que anulan la segunda derivada<§eﬁ? X,

3
J3(1 2
33t "3 Ve
(—?3)—— 92 —3=64/_3-—33<0 = Maximo relativo para x=-—.
1 4 3
SOENE
3 3
\/5(1_ j 2
f (@): 92 %=— 4\/5-—33>O = Minimo relativo para xz?g.
S
3
EREI
El valor de la pendiente es= f'(—§)=—16- 3_=16. 1—%=3\/§=m
1 =
(1+3j 9

La pendiente maximaes m= 3/3
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BLOQUE 4.- RESOLUCION DE PROBLEMAS.

1°) A las 7 de la mafiana, una lancha A esta situada a 150 Km al este de otra lancl
La lancha A navega hacia el oeste a una velocidad constante de 40 Km/h y la lancl
se dirige hacia el norte a 30 Km/h. Si se mantienen estos rumbos, averiguar razon
mente a qué hora estaran ambas lanchas a distancia minima.

La representacion gréfica de la situacion se expresa en el esquema, en el cua
puntos A’ y B’ representan los puntos que ocuparan los puntos A y B, respectivame
cuando halla transcurrido un tiempo t desde las 7 de la mafiana.

N

v, =40 Km/h

0O <« ZEZ.Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-. E
B

v, =30 Km/h /[T

Sv

La distancia a que se encuentran después de transcurrido un tiempo
horas se puede obtener aplicando el Teorema de Pitdgoras al triAngulo rectan
BB'A’, siendox=150-40-t e y=30 -t

d=+/x2 +y? =4/(150- 40t)? +(30t)? =/22500-1200Q +1600t> + 900t> =

= /2500t —~1200Q + 22508 1Q/ 252 - 12@+225=d

Para que la distancia sea minima es necesario que se anule su derivada:

. SM-120 g 1712 - oo s-1220;;8=12;; t=22=
2./ 282 - 12@ + 225

d=10 .
J 282 - 120 + 225 5

=24 horas=2 horas y 24 minutos=t

Para justificar que se trata de un minimo recurrimos a la segunda derivada, col
tatando que es positiva para el valor que anula la primera derivada:



5@ -120
2 282 - 12@+225 _
25% - 12@ + 225

5 26 - 120+ 225-(§-12) -
d"=50-

§-12
\ 282 - 120 +225
2%% - 12@ + 225

J 26 - 120+ 225-(8-19).
= 250-

26° - 120+ 225 (3 -12)°  _ o5o. 48— 120r 225 25° +120-144_
= 250. = =

(28 - 130+ 22h/28° - 120+ 225 (25 - 120 + 225

= 250-

_ 250. 225-144 _ 250-81 _ 20250 "

3 3 3

(28% - 120+ 225> (282 -120+2252 (25%-120+225)

)= 250-81 _ 250-81 _ 250-81_ 250 _ 250>
9

d"(2 ; 7S
2 2 (144 288+225) R
25-(”] ~120- 124 225 ot

0=

= Minimg como queriamos justificar.

7 horas + 2 horas y 24 minutos = 9 horas y 24 minutos.

Las lanchas estan a distancia minima a las 9 horas y 24 minutos.

*kkkkkkkkk



29 Una lamina metélica rectangular se dilata uniformemente por calentamiento, aun
tando su base y su altura 0’2 mm por minuto. Averiguar la velocidad de crecimiento
la diagonal de dicha lamina cuando la base y la altura de la lamina miden, respec
mente, 8 y 6 cm.

La situacion se refleja en el grafico adjunto.
(80+02-t) mm

=

=

= @ 2 N
e 7 o
o /6/ +
o 2z o
s c

/l//
”
P
”
7

80 mm

La longitud de la diagonal resultante d’ en funcion del tiempo tiene la siguier
expresion:

d=( 86 021) +(60+02-t)’ = 6400 32+ 00 + 3600+ 24 + 00t =

=/ 00& + 56+10000

La velocidad de crecimiento de la diagonal es la derivada de la longitud con re:
pecto al tiempo:

A 0l6t +56 _ 00& + 28 _
v, =d (t)— = =Va
24 008 + 56+10000 + 008 + 56+10000

Considerando el tiempo t = 0 las dimensiones son las indicadas y la velocidad
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