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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Se elegiran TRES bloque y se hara un problema de cada uno de ellos.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o grafica. Se prohib
utilizaciéon indebida (guardar formulas o texto en memoria). Se utilice o no la calculac
ra, los resultados analiticos y graficos deberan estar debidamente justificados.

BLOQUE 1.- ALGEBRA LINEAL.

360 18 48 12 100
1°) Dadas las matrices=| 0 3 2|, B=| 0 18 12| el=/0 1 0|, se pide:
001 0O 0 6 001

a ) Justificar que la matriz A tiene inversa y obtener razonadamente la matriz invers:
A, incluyendo en la respuesta todos los pasos necesarios.

b ) Calcular, razonadamente, el determinante de la matriz iB&luyendo en la res-
puesta todos los pasos realizados.

c ) Obtener razonadamente los valores reales de las incégnitas X, y, z que verifice
ecuacion xl+ yA+ z& =B.

a)
Una matriz tiene inversa (es inversible) cuando su determinante es distinto de |

Por ser A una matriz triangular superior, su determinante equivale al producto
los elementos de su diagonal principal y, como todos son distintos de cero, se just
gue_la matriz A tiene inversa.

VVamos a obtener la matriz inversa de a de dos formas diferentes:

12.- Por el Método de Gauss-Jordan.

360[100 RIS 120[200
(A/1)=|0 3 2| 01 0| = 3; =/012|01%0=>{F-F-2Fr}=
001|001 Fo = 5Fs 001/001
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10-35|5 50 Fo- R Fy 1004 -2 4
=01 2|0 % 0= 2:0100%—%:
00 1[0 0 1 F, - F,-3F, 001l0 0 1
i _2 4
3 3 3
= A'=l0 i -2
0 0 1
. Adj. AT
22 - Considerando que™ = ?JA|
360 300
|A|=|0 3 2|=9;; AT=|6 3 0
001 021
‘3 o‘ _‘6 o‘ ‘6 3‘
2010 3001 0320 3 -6 12 NERE
Adj (AT)=] - - =0 3 -6| = A'==.|0 3 -6|=
2 P 020 0 o >lo o o
00 |30 [30
30 6 0| |6 3
i _2 4
3 3 3
= A*=|0 i -2
0 0 1

b)

Teniendo en cuenta que el producto de un niamero por una matriz es la matriz
resulta de multiplicar todos y cada uno de sus elementos por el niUmero, sera:

1 -2 3 1 -2 4 1 -2 4
A'=|0 i -2|=3.A"=|0 1 -2|= [3A"|=|0 1 -2|=3=[3A"
00 1 0 0 3 o0 3| —
c)

36 0) (360 (9601818 0 0+12+0) (9 36 12
A=A-A=|0 3 2|:|0 3 2|=| G- 0-0 O0+9%0 0+6+2|=/0 9 8 |=A?
001 (001 | 600 0+0+0 0+0+1) |0 0 1
36 0) (9180
3-A=3./0 3 2|=/0 9 6[=3A
o001 (o o 3




100 360 9 36 12 18 48 12
X+ yA+ZA°=B = x-|{0 1 O|+y-|0 3 2|+z-|0 9 8|=| 0 18 12|.
0 01 0 01 0O 0 1 0O 0 6

Para expresar el sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas baste
siderar tres sumas de elementos correspondientes de la suma de las tres matric
primer término, una vez que se ha efectuado el producto de las incognitas por las

ces:

x 0 0 3y 6y O 9z 36z 12z 18 48 12
O x 0|+ 0O 3y 2y|+| O 9z 8z |=| 0 18 12
0 0 x O 0 vy 0O O z 0O 0 6

X+ 3y+9z=18] x+ 3y+9z=18 - X+ 6+9=18;; x=3
o6y+ 36z=48 y+6z=8 - y=2
122=12 z=1
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(a+ E)x— 4y—-2z=4

2°) Dado el sistema de ecuaciones lineales2y- (o +2)z=2 , se pide razonando las
2x+(a—3)y— 2z=4

respuestas:

a ) Justificar que para el valer= 0 el sistema es incompatible.

b ) Determinar los valores del parametrpara los cuales el sistema es compatible y
determinado.

c ) Resolver el sistema para el valor del parameprara el cual es compatible indeter-
minado.
a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a+3 -4 -2 a+3 -4 -2 4
M=l 1 -2 -a-2|y M= 1 -2 -a-2 2|.
2 a-3 -2 2 a-3 -2 4

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de la siguiente:
a+3 -4 -2

IM[=| 1 -2 -ag-2|= W+ 3 - 3-&a-93-8(0-3(-a-2@+3-8=

2 a-3 -2

@+ 12 2+ 6 &+ 16-16+(a- o’ + W+ 20 +6)=

20+ 18(a- fo’+ B+ = 10+ 180°+ B2+ G- H° -1 -18=0°+20° +a =

=a(a2+ Zcr+:l)=a(a+1)=0 = a,=0;; a,=-1

3 —_
Para a:O:‘l #0 = Rango M =2

3 -4 -2 4
Para a=0esM'=|1 -2 -2 2| = RangoM' = {C, C,, C,} =
2 -3 -2 4
3 -4 4
= |1 -2 2|=- 24 12 16 16 18 16=-52+50=-2#0 = Rango M'=3

2 -3 4



Aplicando el Teorema de Rouché-Frébenius:

Para =0 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatibe, cqg.j.

b)
De la expresion del rango de M4 |=a(a +1)° y teniendo en cuenta que el Teo-
rema de Rouché-Frébenius dice que un sistema es compatible determinado cuand

rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e igual al nimero d
cognitas, en este caso tiene que ser Rango M = Rango M’ = 3, para lo cual tiene que

M |=ala+1)° #0.

az0 ., . . .
Para { 4 1} = Rango M= Rango M'= 3= 1 incog = SistemaCompatible Determinado
a —

c)
Como es Rango M = 2, segun el mencionado teorema, para que el sistema
compatible indeterminado tiene que ser Rango M’ = 2.

2 -4 -2 4
Paraa=-lesM'=|1 -2 3 2| = {F,=F,} = RangoM'=2
2 -4 -2 4

Para a =-1= Rango M= Rango M'= 2< r inc6g = SistemaCompatible Indeterminado

2x—4y-2z=4
Paraa = -1 el sistema esx-2y-z=2 , equivalente dx-2y-z=2, que es una
2x—4y—-2z=4
ecuacion con tres incognitas, es decir: con dos grados de libertad, por lo cual, par:
trizando dos de las variables, por ejemptol, z=py = x=2+21+4.

X=2+2A+u
Solucion <y=A , OA, uOR
z=u
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BLOQUE 2.- GEOMETRIA.

1°) Sean A, B y C los puntos de interseccion con los tres ejes de coordenadas OX, (
OZ, respectivamente, del plame x+ 4y- 2z-4=0. Se pide calcular razonadamente:

a ) El area del triangulo ABC.
b ) El perimetro del triangulo ABC.

c ) Los tres angulos interiores del triangulo ABC.

a)
Los puntos de corte con los ejes coordenados del plane 4y- 2z-4=0 son:
OoX - {y= 0;;z=§9_> X—40;,x=4 - A(4, 0, O)
T= X+ 4y—22-4=0 < OY - {x: 0;;z= }) - 4-4£0;,y=1- B(O, 1 O)
0z - {x=0;;y=p- -2-40;;z=-2- c(0,0, -2

Los puntos A, B y C determinan los vectores:

AB=B-A=(0,10-(4 0 0=(-4 1 0)=AB

AC=C-A=(0,0- 2-(4 0 0=(-4 0 -2)=AC

El area del triAngulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan
vectoresAB y AC. Conviene saber que el area del paralelogramo es igual que el moi
lo del producto vectorial de los vectores que lo determinan, por lo tanto:

i K i ] K
-4 1 0|=|4 -1 O=|-i+X-4j|=|-i-4j+2k]|=
-4 0 -2| |2 0 1

(ABOAC)=

N | =

SABC

N | =

:\/(_ )—2"'(_ 42'*' 2 :\/m:\/z uz:SABC

b)
uc = AB+BC+CA= (& F+( §+ 6+ +(0- 9 +(-2-0F +

+J( -42e 2o +0)2=y 64/ A 4V 16 2 174 34 2@ 412 224+ 447=

=1083 unidades= p 5




c ) Los tres angulos interiores del triangulo ABC.

AB-AC _ (-419-(-40-2

28] [AC] V- 4T a2

KB TC= KI:%‘ ‘E‘ ‘COSA = COs A=

T T T35 Jass " Tmaer BETECSA = A= 294818

CJ16r 1.416+4 17420 340 184391

BA=A-B=( 40 0-(0 1 9=(4 -1 0)=BA

BC=C-B=(00- 2-(0 1 0=(0, -1 -2)=BC

BA-BC _ (4-19 (0 -1 -2

8A[BC| Ja+(-F (-2

EA EC= 34 ‘ﬁ?‘ -cosB = cosB=

0+1-0 _ 1 1 1

CJ16+1-41+4 V1745 75 86603

= (155 cosB = B=83229"

A+B+C=180 =C=180-(A+B)= 1§ 294818' 8922 9= 18 1131027'=

= 66°4933'=C
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2°) Dados los puntos O(0, 0, 0), A(4, 4, 0) y P(0O, 0, 12), se pide obtener razonadame
a ) La ecuacién de la recta que pasa por Ay es perpendicular al plano de ecuacion z
b ) La ecuacioén del planoque cumpla las dos siguientes condiciones:

- Pasa por P y por un punto Q de larecta=y=4

- Sea perpendicular a la recta s que pasa por Oy Q.

a)
El vector normal del plano z = 0 es=(0, 0, 1).
La ecuacion vectorial de la recta r que pasa por Ay es perpendicular a z = 0 e
r=(x,y,z)=(4 4 9+A(0, 0 1)
b)

Los puntos genéricos de la rectax=y=4 son de la forma® (4, 4, a), siendou
un valor real cualquiera, por ejempl(4, 4, a)

El vector que pasa por los puntos Oy Ques0Q=(4, 4, a).

La ecuacion del haz de los infinitos planos perpendiculares a la recta s es le
guiente:B=4x+4y+az+D=0.

De los infinitos planos perpendiculares a r, el que contiene a los puntos P y C
el que satisface sus ecuaciones:

L=4x+4y+az+D=0
p(0, 0, 12) = O O012+D=0;;122+D=0 ()
L=E4x+4y+az+ D=0

= 16+16+a*+D=0;; a’+D=-32 (2
Q(4 4, a)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a,=4- D, =-48
= 12r=a’+ 32 ;;a° - 12 +32=0 =
a,=8-D,=-96

120+D=0 | - D=-120
a*+D=-32| - D=-32-a’




M= 4dX+ 4y+ &2-48=0 - m =X+ y+z-12=0

n, = 4+ 4y+ &-96=0 - 7, = x+y+22-24=0
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BLOQUE 3.- ANALISIS.

1°) a ) Determinar, razonadamente, el dominio y los intervalos de crecimiento y de

cimiento de la funciénf(x)=Wl(3+x).

b ) Obtener razonadamente los valores de Ay B tale?quﬁl -_A B

3TxJ(3+x) 3-x 3+x’

c ) Calcular razonadamente el area de la superficie S limitada por el eje OX, la cL

1
- = vl t =.2 =2.
y( N X)yasrecasx y X

a)
Por tratarse de una funcién racional su dominio es el conjunto de los name
reales, excepto los valores que anulan el denominador, o sea:

D(f) = R-{-3 3

Una funcion es creciente o decreciente para los valores que hacer positiva o n
tiva su derivada, respectivamente.

_ 1 1 g —1-(-2x) 2x
R Corere e e e

Por ser el denominador positivo para los valotes(f), la derivada es positiva
0 negativa cuando lo sea el numerador, o sea:

Creciente= f(x)> 0= x> 0= (0, 30 (3 +w)

Decrecierg = f (x)< 0= x< 0= (-, -30(-3 0)

b)

1 __A . B _3Ar Ax+3B-Bx_(A- Bx+(3A+3B) _ A-B=0
(3-x)(3+x) 3-x 3+x  (3-x(3+x) (3- X)(3+x) 3A+3B=1
3A—BB:O} 1 1

= 6A=1;;, A=— ;; A-B=0;; B==
3A+3B=1 6 6
c)

. 1 ...
En el intervalo [-2, 2] todas las ordenadas de la curﬂvﬁi son positi-
3- x)(3+ x)

vas, por lo cual la superficie pedida es la siguiente:
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2°) Dada la funcion reak( ¥ = e -e™, se pide calcular razonadamente:

a) La funcion f(x) + f(- x).
b)La integralj f(x)dx, donde a es un nimero real positivo.

c ) El punto de inflexién de f(x).

a
()% (¢ )x( e @)+(e- dr)=e-e"+e*-e =0

f(x)+ f(-x)=0

b)
:li (f)xde(Xe ) dxf C dxf & dx:ja'exdx+_fe‘xdx:|1+|2:| )
lI:j1 ] dx:[é]i,:ea—e’a:ea—e—la=ez;_1=ll

X=—a-t=a

} = ;:—_Jz & dt=—[é]fa =—(ea—e‘a):

° -x=t
IZ:Ie‘de =
A X=a-t=-a

dx=—dt

( a 1}_ 1, 1-e* _
o Gy i el F
e e
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos ge Ib:

eZa _ 1 1_ eZa
+ =
e’ e

0

| =1, +1,= -

c)
Para que una funcion tenga un punto de inflexidbn es necesario que se anul
segunda derivada:

(k= &+ e ;; f(Y=e-e*=0;; exze‘xziX e¥=1= x=0
e

f(0)= €’ -e®=1-1=0 = Puntode inflexién: O(0, 0)
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BLOQUE 4.- RESOLUCION DE PROBLEMAS.

1°) Se desea construir una bodega con forma de paralelepipedo rectangular tiée100
volumen de manera que el largo de su base sea 4/3 de la anchura x de su base. S
gue los precios de un metro cuadrado de suelo, techo y pared lateral son, respectiva
te, 225 euros/Mm 300 euros/my 256 euros/m Determinar razonadamente:

a ) El valor de x de la anchura de la base que minimiza el coste.

b ) Dicho coste minimo.

a)
2
V=x-ﬂx h—4Xh:100m33 h:E (*)
3 3 x?
2 2
N Coste=C = 225. 2 4 300. 24 256-h[2x+2-3j:
. 3 3 3
h s
e §X
— =300 +400x + 512-h - 24X = 700% +£;4Xh:c
Sustituyendo el valor de h en la expresion del coste, queda:
o¥)=700x + 2284y . T2 =700,z - 89000, 7oo(x2 " 1—28j = C(x)
X X X

Para que el coste sea minimo, su derivada tiene que ser cero:

C(x):700-(2x—@j=0 = 2x—1—228= 0;; x°=128;; x>=64 ;; x=4 metros

NG X

b)
Sustituyendo en valor de x en la expresion del coste:

Coste= 70({42 +1%8j = 70q¢- 16 3= 700-48 33600 euiros= Coste

La justificacion de que es un minimo se deduce de la 22 derivada del coste:

C'(x)= 700- (2+ 25fo = 700- [2+2_536J
X X

c (4= 700-(2+%3J: 700-(2+4)>0 = Minimo, cq.j.
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2°) Un proveedor vende un producto a un comerciante al precio de 300 euros la uni
El comerciante incrementa la cantidad de 300 euros en un 40 % para obtener el p
de venta al publico. El comerciante sabe que a ese precio vendera 50 unidades cad
y que durante el mes de rebajas por cada 3 euros de reduccion en el precio de ver
la unidad conseguira un incremento de ventas de 5 unidades. Se pide determinar,
nadamente, el nimero de unidades que debe pedir al proveedor para venderlas en
de rebajas y el precio de venta de cada unidad, para maximizar sus beneficios du
ese periodo.

Precio de compra del comerciante: 300 euros.
Precio de venta al publico: 300 + 40 % de 300 = 300 +0'4 - 300 = 420 euros.

A 420 euros unidad vende 50 unidades al mes. El beneficio es de 120 euros.

El beneficio al mes es: B =50 - (420 — 300) =50 - 120 = 6.000 euros.

En general, llamando x al beneficio por unidad e y al nimero de unidades
producto vendidos, el beneficio mensual BsS:x - y.

En el mes de las rebajas, considerando que si disminuye el precio en 3 euro:s
menta en 5 el nimero de unidades vendidas, el beneficio por unidad es x = (120 — 3
el nimero de unidades vendidas es (50 + 5y).

El Beneficio mensual, en funcion del nimero de unidades vendidas, puede ex|
sarse de la forma siguiente:

B(y)=( 120yB (- 50 yj= 6000 60§- 150/- 157 = - 15y + 450y + 6000= By).

El beneficio sera maximo cuando su derivada sea cero:

B(y)=-30/+450=0 ;; y:43—5;):15:y

El precio por unidad es: 420 — 3 - 15 =420 — 45 = 375 euros.

El nimero de unidades es: 50 + 5 - 15 =50 + 75 = 125.

El beneficio por unidad es x =120 - 3 - 15 =120 — 45 = 75 euros/unidad.
El beneficio del mes de rebajas es: B = 125 - 75 = 9375 euros

El beneficio maximo se produce vendiendo 125 unidades a 375 euros cada una.

La justificacion de que se trata de un maximo se deduce de la segunda deri\



del beneficio:B"(x)=-30<0 = Méaxima
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