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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y s¢

han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o grafica para la res
cion del examen. Se prohibe su utilizacion indebida (para guardar formulas en me
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos y graficos deberan e

siempre debidamente justificados.

OPCION A

ax+ ady+z=1

1°) Dado el sistema de ecuaciones linealas+ ay+z=1 , dondeo es un parametro

adx+ay+z=1

real, se pide:

a ) Deducir, razonadamente, para qué valoresedecompatible determinado.

b ) Deducir, razonadamente, para qué valoresaetecompatible indeterminado.

c ) Resolver el sistema en todos los casos en que es compatible indeterminado.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a a® 1 a a* 11
M=la a 1l y M=la a 11
a a 1 a a 11

El rango de M en funcion del parametro reak el siguiente:

a2
M |= 1 1|= #1+1+a*- a2 -1-a?)=
1

e

ad
a
a

w
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= d(a -2 +1)=aa’-1=0= a=0;;a,=-1;; a,=1.

az-1
Para { az0; = Rango M= Rango M'=3= rf inc6g = Compatible Determinado
azl
b)
0011
Para a=0= M'=|0 0 1 1
0011
1111
Paraa=1= M'=|1 111 = Rango M'=1.
1111
-1 -111
Parag=-1= M'=|-1 -1 11
-1 -111
a=-1
Para { a=0}; = Rango M= Rango M'=1< rP incég = Compatible Indeterminado
a=1
(Por ser Rango M = Rango M’ = 1 y tener 3 incégnitas: dos grados de libertad)
c)
z=1
Parao. = 0 el sistema esz =1, equivalente 4z=1. La solucion es:
z=1
X=A
Solucién sy =, 0OA, uOR
z=1
X+y+z=1
Parao = 1 el sistema esx+ y+z=1 equivalente dx+ y+z=1. La solucién es:
X+y+z=1
X=A
Solucion {y=u , 0A, uOR

z=1-A-u




es.

- X-y+z=1
Paraa = -1 el sistema es- x- y+z=1 equivalente - x- y+z=1. La solucién
- x-y+z=1

X=A
Solucién <y =u , UA, uOR
z=1+A+u
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2°) Se pide obtener razonadamente:
a ) La ecuacioén del planoque pasa por los puntos O(0, 0, 0), A(6, -3, 0) y B(3, 0, 1).
b ) La ecuacién de la recta r que pasa por el punto P(8, 7, -2) y es perpendicular a

c ) El punto Q del plana cuya distancia al punto P es menor que la distancia de cu:
quier otro punto del planoal punto P.

a)
Los puntos O(0, 0, 0), A(6, -3, 0) y B(3, 0, 1) determinan los vectores:
U=0A=(6,-30) y v=0B=(3 0, 1).
La ecuacion general del planes la siguiente:
X Yy z
n(o; u, V)s 6 -3 0/=0;; - 3x+9z-6y=0.
3 0 1
= x+2y-32=0
b)

El planorn tiene como vector normal =(1, 2, -3).

La recta r que pasa por el punto P(8, 7, -2) y es perpendicutégree como vec-
tor director an =(1, 2, -3). Su expresion dada por unas ecuaciones paramétricas es:

X=8+A1
rsy=7+21, 0A0OR
z=-2-31

c)
El punto Q del plana cuya distancia al punto P es menor que la distancia ©
cualquier otro punto del planoal punto P es la interseccién del plano con la rectarr:

JT= X+ 2y-32=0
x=8+A4

r=qy=7+24
z=-2-34

=(8A)+ 2% 2)- 6 2 3)= 0;;8: 1+ 14 4 +6+941=0;

14+ 28=0;;1+2=0;; A=-2.



X=8-2=6
Q=1{y=7-4=3 } = Q(6,3 4).
z=-2+6=4]
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3°) Dadas las funcionef{x)=x* y o x)=2x* - x, se pide:

a ) Obtener razonadamente los puntos de interseccion A y B de las gurvésg e
y=9g(x).

b ) Demostrar quef(x) = g(x) cuandox = 0.

c ) Calcular razonadamente el area de la superficie limitada por las dos curvas entr
puntos Ay B.

a)
Las abscisas de los puntos de interseccion de las funciépgs x* y
d¥) = 2x* - x son las soluciones de la ecuacion que se obtiene de su igualacién:

(fhe Gk= %= 2%k- x;; %= 2%+ x= 0 ;; A¥ - x+1)=xx-1=0 =

x=0 - y,=0= A0, 0)

x=1-y,=1= B(L 1

b)
Para demostrar qué(x) > g(x) cuandox =0 vamos a estudiar el signo de la fun-
cion HX = f(x- g(x) parax=0; si es positivo, habremos demostrado lo pedido:

(e () Gl %-(2 k- Y= ®-2%+ x= {¥ - 2x+1) = (x-1)°.

=0 O0x0= {3=d%, Ox=20, cqd.

c)
Teniendo en cuenta los apartados anteriores, el area pedida es la siguiente:

1

sf[ (Fx GK: dej[ x-(2%- 9 - dx:Jj(f—Z%+x)-dx:

0

= K_ZXS+X_2 l: £—2.13+£ -0=
4 3 2| (4 3 2
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OPCION B

x+2 4 3 y+1l 4 3
1°) Dadas las matrices(x)=| x+2 6 2|y B(x)=|y+2 6 2|, se pide:
Xx+3 8 2 y+3 8 1

a ) Obtener razonadamente el valor de x para que el determinante de A(x) sea 6.
b ) Calcular razonadamente el determinante de la matriz 2A(X).

c ) Demostrar que la matriz B(x) no tiene matriz inversa para ningan valor real dey.

a)

Teniendo en cuenta la propiedad de los determinantes que “si una linea se
compone en dos sumandos, el determinante es igual a la suma de dos determinante
tienen en dicha linea el primero y el segundo sumando, respectivamente, siendo el

de las lineas iguales”.

Aplicando la propiedad al determinante de la matriz A(x):

x+2 4 3| |x 4 3| |2 43 123 2 23
|AX)|=6 = [x+2 6 2|=|x 6 2|+|2 6 2|=2-|1 3 2(+2:|2 3 2|=
x+3 8 2| |[x 8 2| |3 8 2 14 2 3 4 2

= x P+6+12-4-9-8+4 (-12 24 12 27 16 )&= R (22 2)+ 2-(48-51)=

= 2 2 2(- 3= Xx-6=6;; %x=12;; x=6.
b)

Teniendo en cuenta que el producto de una matriz por un nimero es la matriz
resulta de multiplicar todos y cada uno de los elementos de la matriz por el nimer
gue si se multiplican o dividen los elementos de una linea del determinante de una
triz cuadrada, el valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho nume
y, por ultimo, que la matriz A(x) es cuadrada de orden tres:

X+2 4 3

|2Ax)[=2°-|x+2 6 2|= 8 2- b -F 1&- 48=16x-3).
Xx+3 8 2

| 24)[=16x-3)

C)

Para demostrar que la matriz B(x) no tiene matriz inversa para ningun valor r



de y, tenemos que demostrar que el valor del determinante de B(x) es cero, para
quier valor real de y.

Teniendo en cuenta propiedades enunciadas en los apartados anteriores:

y+1 4 3| |y 4 3| |1 4 3 12 3 12 3
|B(x)|=|y+2 6 2|=|y 6 2|+|2 6 2|=2y |1 3 2|+2-|2 3 2|=
y+3 8 1/ |y 8 1| |3 8 1 141 341

=y 2 +342-4-9-8)® £+4+3 H4 ¥ 27 8 = ¢ (19 19+ 2(39-39)=

=2y-0+2-0=0.

| BX=0 0¥ R= &) noesinversible cqd.

*kkkkkkkkk



2°) Dadas las rectassx%4 —4 —3’

I
I
N
|
N
<
%)
1l
>
I

, Se pide calcular razonada-

mente:
a ) Las coordenadas del punto P de interseccién de las rectas r y s.
b ) El angulo que forman las rectas r y s.

¢ ) Ecuacion implicitaAx+ By + Cz + D = 0 del planar que contiene a las rectas ry s.

En primer lugar expresamos las rectas r y s por ecuaciones implicitas:

X—4 -4 X—-8=3y-12 2X-3y+4=0
rs——=>—=z-4= = _
3 2 y—4=2z-8 y—-22+4=0
2X = -y =
SEX:—yZES X=Y = SE 2x y 0.
2 3 3y=2z 3y-2z2=0
2x-3y+4=0
., : - 22+4=0
El punto de corte el la solucion del sistema que for %n: 0 :
X—y=
3y-2z=0

Para resolver el sistema de 4 ecuaciones con 3 incégnitas despreciamos ur
ellas, por ejemplo la primera:

y—22+4=0
y—2z=-4| -y+2z=4
2x—y=0p - y=2x = = 2y=4;,y=2;;
3y-2z=0) 3y-2z=0 —
3y-2z=0

b)
El angulo que forman las rectas r y s es el que forman sus vectores directores,
son los siguientes:

reX"4_y-4_
3

z-4= u=(321). s=x=2J=
2 - 2

§:> v=(1 2 3).



Sabiendo que el angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de

ducto escalaru K/:‘U‘ W‘ cosa = cosg=—"Y_.
v
cosg = u-v _ (323(123 _ 3+ 4+3 10
ful[v] VEeZeE JE+24z SO a1lvavo V1414
10 _5

=—=—=07143 = qa= 44& 24 55"
14 7

El angulo que forman las rectas r y sies44° 24’ 55”.

c)

El planon que contiene a las rectas r y s puede determinarse por los vectores
rectores de las rectas y un punto cualquiera de una de las rectas, por ejemplo, el o
de coordenadas que pertenece a s:

y z
2 1= 0;; 6% W 62 22 2= 9y=0 ;; 4x—-8y+4z=0 ;;
2 3

n= x-2y+z=0
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39 Dos elementos de un escudo son una circunferencia y un triangulo. La circunfe
cia tiene centro en O(0, 0) y radio 5. Uno de los vértices del triangulo es el pu
A(- 5, 0). Los otros dos vértices del triAngulo son los puntos B(X, y) y C(x, -y) de la ¢

cunferencia. Se pide razonadamente:

a ) El area del triangulo en funcion de x.

b ) Los vértices By C para los que es maxima el area del triangulo.
¢ ) El valor maximo del area del triangulo.

La representacion grafica de la situacion es la siguiente:

Y
A(0, -5)
e (% Y)
/4€f%
i BRI )
| R s S A R
NP T x
~NSP
N
C'X1_»l)

a)
Considerando como base del triangulo el I&dq la altura es (x + 5) y el valor
de su éarea es:

_ base- altura _ (2y) - (x+5)
2

S

=(x+5)- y=S.

Para expresar el valor de y en funcidén de x tenemos en cuenta que:
X+y? =8 5 ¥ =25-% ;; y=+25-x.

Sustituyendo en el valor de S:

S=(x+5v25-x* u?

b)
El area del triangulo es maxima cuando se anula su primera derivada:



_ e
S=1.425- % +(x+5)———=— 2X _ _ Jop_y? — X(x+5) _ 25— %" —x"=5x _

2/ 25— x? \25-x? \25-x?
— 2
= G 5X+25:S‘(x).
J25- X2
o ~ e,
§o0 o T2 _ oo e g o= V250200 - 564225
25— x? 4 4
_—5¢15 :E_ﬁle. w=-20__c_
4 4 2 U7 4 2

La solucién e><x=g ya que la solucion=-5 carece de sentido l6gico.

2
y=\/25—x2:,/25—(§j =‘/25—%’: §:¥:y=x.

Las coordenadas de B y C para que el triangulo tenga maxima area son:
B(g ﬂ] ¢ C(g ﬂ]
) 2" 2

c)
El valor maximo del area del triangulo es la que se obtiene en la formula obten
para los valores de x, e y obtenidos:

S=(g+5j - 25—(§j =D -ﬂ— 75\/_ ¥ 03248 U =S
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