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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y s¢
han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o grafica para la res
cion del examen. Se prohibe su utilizacion indebida (para guardar formulas en me
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos y graficos deberan e
siempre debidamente justificados.

OPCION A
100 2 1 1

1°) Dadas las matrices cuadradas 0 1 0|y A=| 2 3 2 |, se pide:
001 -3 -3 -2

a ) Calcular las matricda 1)y A-(A-21).
b ) Justificar que: 1) Existen las matrices inversas de Ay A — 21.
b, ) No existe la matriz inversa de la matriz A — |.

c ) Determinar el valor del parametro realara el que se verifica quetA A(A - 2I).

a)
2 1 1y(100\] (1 1 1Y (1 1 1)(1 1 1
(A-1¥=| 2 3 2|-lo10||l=2 2 2|=2 2 2 2 2 2|=
-3 -3 -2/ (001 -3 -3 -3/ |-3 -3 -3)|-3 -3 -3

¥+ 23 23 1+2-3) (0 0 0O
=| 246 246 2+4-6|=|0 0 0|=(A-21)
-3 69-36:9 -3-6+9) |0 0 0
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2 1 1 2 1 1)(200 2 1 1)(0 1 1
A-(A-21)= 2 3 2 || 2 3 2|-l020|=[2 3 2|]2 1 2|=
-3 -3 -2)(|-3 -3 -2) 00 2J| |-3-3-2)(-3-3 -4
23 2213 2+2-4) (-1 0 0O
=| 366 236 2+6-8|=| 0 -1 0|=-1=A-(A-2I)

- 066 -336 —-3-6+8 0O 0 -1

b)

b:)

Para que existen las matrices inversas de A y A — 2l tienen que tener
terminantes que sean distintos de cero:

2 1 1
|A|l=| 2 3 2|=-12 6 6 9 12 4 25 24=1#0.

-3 -3 -2

0 1 1
|A-2l|=| 2 1 2|=-6 6 38 9-12=-3#0
-3 -3 -4
Las matrices A y A — 2| tienen inversa, como debiamos justificar.

b, )

Para que no existe la matriz inversa de la matriz A — I, su determinante t
ne que ser cero:

1 1 1
lA-1|=| 2 2 2|=0={C=C,=C;}
-3 -3 -3
La matriz A — |1 no tiene inversa, como debiamos justificar.
c)
Calculamos, en primer lugar, la matriz inversa de A.
2 2 -3
La matriz traspuesta de A es la siguiemte:| 1 3 -3|.
12 -2

El modulo de la matriz A g\|=1.



3 -3 |1 -3 |13
‘2 —J +1 —J L 2‘ I
Adj A' = —‘2 _3‘ ‘2 _3‘ —‘2 2‘= -2 -1 -2|=A".
2 -2] 1 -2 12|
2 -3 |2 -3 |2 2
‘3 —3‘ _‘1 —3‘ ‘1 3
0 -1 -1 0 1 1

3 3 4 -3 -3 -4
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SXx+y-z=4
2X—2y-z2=-

2°) Dadas las recta&{ c y SE{;—4 , Se pide:

a ) Justificar que las rectas r y s se cruzan.
b ) Calcular razonadamente la distancia entre las rectas ry s.

c ) Determinar la ecuacién del plamgue es paralelo y equidistante de las rectas ry s.

a)
Se va ha realizar el estudio mediante el sistema de cuatro ecuaciones con tre
cognitas que determinan las dos rectas expresadas por ecuaciones implicitas.

Sx+y-z=4
. 2X—2y-z2=-5 . .
El sistema que forman las rectasry s €s c , Cuyo estudio mediante el
X-y=
z=4
teorema de Rouché-Froébenius se hace a continuacion.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

5 1 -1 5 1 -1 4

2 -2 -1 2 -2 -1-5
M = ;o M=

1 -1 0 1 -1 0 5

0O 0 1 0O 0 1 4

En funcion de los rangos de las matrices M y M’, la posicién relativa de las d
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.
Rango M = 2 ;; Rango M’ = 35 (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.
Rango M = Rango M’ = 3> (Puntos comunes)> Las rectas se cortan en un punto.

Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4 (No hay puntos comunes) Las rectas son secantes.

5 1 0 8
5 1 8
F, - F,+F, 2 -2 0-1
RangoM' = = |M'|= =-2 -2 -1=
F, ~ F,+F, 1-105) | ] .
O 0 1 14

=—(- 50 16 * 16 5 1)=—(- 6§=6620 = RangoM'=4



Vamos a determinar ahora el rango de M:

5 1 -1
{F.F,, F}=|2 -2 -1|]= >+ 2-5=-620 = RangoM =3
1 -1 0

RangoM '=4 ;; RangoM =3 = Lagectasr y ssecruzan comoteniamosque justificar

b)
Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist

entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto Q de la rectayrcomo final otro punto P de la reciatal como se ob-

serva en la figura.

En primer lugar expresamos las rectas por ecuaciones parametricas.

S5x+y-z=4 -z=4-5/
r { &N —x=i= ) ° }:> =93 ;,y=3-1;;, z=y-4+51=

2X=2y-2=-5 2y+z=5+24 E—
X=A
=31-4-51=-1+4l=z2 = r=y=3-4
z=-1+44
. x=A
X—y=-
ss{ y = s=:y=5+).
z=4
z=4

Los vectores directores de las rectas r y swsefiL, -1, 4) y v =(1, 1, 0), respecti-
vamente.



Los puntos P y Q, pertenecientes a las rectas r y s, respectivamente, puede s
siguientes: P(0, 3, -1) y Q(0, 5, 4).

El vector w que determinan los puntos P y Q es el siguiente:
w=0QP=P-Q=( 0,3- }-(0,5 4=(0-2 -5).

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores que
determinan. Por otra parte, también se puede determinar el volumen como el prod

del area de la base por la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia
da d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

v (W= U0V h=[uov]d = dz@.
‘uDv
1 -1 4
o, v 10
o0 Jlo-2 o] j-ses jum  aw
" os ‘UDV [0 k|| [4itk+k 4] |-a+aj+2k| JCapraze?
1-14
110

-__18  _ 18 _18_5 inidades d(r, )
Ji6r16+4 36 6 |

c)

El planor que es paralelo a las rectas r y s tiene como vectores directores a
vectores directores de las rectas; es por ello que su vector normal es cualquier v
gue sea linealmente dependiente del producto vectorial de los dos vectores directore

j Kk
~1 4|=4j+k+k - #=-4+ 4+ k=(-4,42) = n=(2 -2 -1).

H=ulOv=|1
11 0

La expresion general del planes la siguienterr= 2x-2y-z+D =0,

La distancia del planp a cada una de las rectas es la misma que la distancia
plano a cualquier punto de cada una de las rectas, respectivamente.

Sabiendo que la distancia del pun@{x,, y,) al plano genérico de ecuacion



Ax+ By +Cz +D .
n=Ax+By+Cz+D =0 esd(P, 77):| )f/ . % : 202 |;apI|candoIaans puntos y
A+B°+C

rectas de este caso, es:

| 20 2.3_1.(_1)+D|=|—6+1+D|=|D—5|=|D—5|:d(r' ).

d(l’, ﬂ): d(P' ﬂ) \/22 +(_ 2)2+(_1)2 \/m \/5 3

):| 2-6 2-5—1-4+D|:|—10—4+D|:|D—14|:|D—14|:d

ds 7)=dQ 7, [Py | Jaad | 3

(s, 7).

Por ser el plana equidistante de las recta r y s, las distancias anteriores tien
gue ser iguales:

D=8_[D74) | b & pi1a;d=19: D=L,
3 3 2

d(r, m)=d(s, 7)) =

Sustituyendo el valor de D en la ecuacion del plazl’m2x—2y—z+%azo.

T= 4x— 4y— 2Z+19=0
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3°) Se quiere construir un estadio vallado de 10.000 metros cuadrados de superfici
estadio est4 formado por un rectangulo de base x y dos semicirculos exteriores de
metro X, de manera que cada lado horizontal del rectangulo es diametro de uno d
semicirculos. El precio de un metro de valla para los lados verticales del rectangul
de un euro y el precio de un metro de valla para las semicircunferencias es de 2 e
Se pide obtener razonadamente:

a ) La longitud del perimetro del campo en funcién de x.
b ) El coste f(x) de la valla en funcién de x.

c ) El valor de x para que el coste de la valla sea minimo.

a)

La superficie del estadio es de 10.000 m

1 e L 10000—577x2
S=X-y+2-—-ﬂ-(—j = xy+=7x* =10000= y:—4:
2 2 4 X
:40000—775(2 = {
y 4x

La longitud del perimetro del vallado en funcién de x
es el siguiente:

2 2
P= 2y+2n(§j: 2y+]'p(: Z.M+m:M+m:

4x 2X

_ 40000~ 7¢ + 27> _ 40000+ /%> _
- - = P{x)
X X

b)
El coste del vallado en funcion de x es el siguiente:

2 2
f(x):(zy) .1+{2/1(§ﬂ 9= 2y+277x=2-400(;0_m +2775(:400020—775( roTR=
X X

_ 40000~ 75¢C + 47K _ 37K + 40000 _ f(x)
2X 2X

c)

Para que el coste sea minimo tiene que ser cero el valor de su derivada:



()= O (2x)- (3% + 40009 -2 _ 127’ -~ 67%* ~80000_ 67%* ~80000 _ 375 ~ 40000_ ()

4x? e NG o
2 —
F(x)=0 = X 240000 .. 3¢~ 40000= 0 ;; 37 = 40000;; x =+, 220 200 _

La solucion de x negativa carece de sentido.

Para justificar que el coste es minimo tiene que ser positiva la segunda deriv
para el valor encontrado de x.

oy 61 -(252)- (372 - 4000 - (4x) _ 67 (372 — 40000 -2 _ 80000_ 40000
)= 4x* - 2x° ¢ X

f (%):?ﬂ%)> 0 = Minimo, como queriamos justificar.

El valor de xque produceetos teminimoes x _ 200 (06515 metros

J3r
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OPCION B

2 axt by+ z=3c

1°) Dado el sistema de ecuaciones lineales 2by-2cz=a , dependiente de los para-
S5ax-2y+cz=-4b

metros a, b y c, se pide:

a ) Justificar razonadamente que para los valores de los parametrosa=0,b=-1y
el sistema es incompatible.

b ) Determinar razonadamente los valores de los parametros a, b y c, para los que <
rifica que(x, y,z)=(1, 2, 3) es solucién del sistema.

¢ ) Justificar si la soluciofx, y, z)=(1, 2, 3) del sistema del apartado b ) es, o no, Unica.

a)
-y+z=6 -y+z=6
Paraa=0,b=-1yc=2esx+2y-6z=0, 0 tambiénx 3x+ 2y-6z=0.
—-2y+2z=4 -y+z=2

De las ecuaciones primera y tercera se deduce gue el sistema es incompatible.

No obstante lo anterior, vamos a justificar la incompatibilidad mediante el teor
ma de Rouché-Frébenius.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 -1 1 0 -1 1 6
M=|3 2 -6/ y M'=|3 2 -6 0].
0 -1 1 0 -1 1 2
0 -1 1
IM|=|3 2 -6|=-3+3=0= Rangode M =2,
0 -1 1

Veamos ahora el rango de M’

0 -16
Rangode M'= {C, C,, C,} = |3 2 0|=-18+ 6=-12#0 = Rangode M '=3.
0 -1 2

RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatibe, cq.j.




b)

2a+ 2b+3=3c 2a+ -3k =-3
Para(x, y,z)=(1, 2, 3) resulta:{ 3-4b-6c=a equivalente a a+ 4b+6c=3}.
5a— 4+ 3c= —4b Sa+ 4o+3c=4

Resolviendo por la regla de Cramer:

-3 2 -3 -3 1 -1 |[-3 1 -1
3 4 6| 233 2 2 3 2 2
. 4 4 3|_ 4 2 1| |4 21 _- 6 6r8r8+12-3 _13_ _
2 2 -3 2 1 -1 2 1 -1 4 2+10+10-8-1 13 —
14 6 2:3:(1 2 2 1 2
54 3 52 1 52 1
2 -3 -3
1 3 6
- 5 4 3|_1812 90+ 45-48+9 _ 72-150_-78__,_,
78 78 78 78 ——
2 -3
14 3
o= 54 4]_ 3212 30 60-24-8 _110-32_78_, _
78 78 78 78 —
Losvaloresal, =b-1 y=d hacenquesea(x, y,z)=(1 2 3)
c)
2a+ -3 =-3
Las matrices de coeficientes y ampliada d&+ 4b+6¢c=3; son las siguientes:
Sa+ 4o+ 3k =4
2 2 -3 2 2 -3 -3
A=|1 4 6| yA=|14 6 3
5 4 3 54 3 4

Del apartado anterior sabemos que el determinante de A vale 13, por lo cua
rango de A = 2.

Veamos ahora el rango de A’

2 2
Rangode A= {C, C,, C,} = |1 4 = 32 12 36 60- 24- 4=92#0 = RangoA'=3.
5 4



Rango A Rango A= 3= rP inc6g = Compatibledeterminado

Parazl bB-6 y&6 lasolucion(x,y,z)=(1, 2 3) esunica
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2°) Sea r la recta de vector directoe (2, -1, 1) que pasa por el punto P(0, 3, -1). Se
pide:

a ) Hallar razonadamente la distancia del punto A(O, 1, 0) alarectar.

b ) Hallar razonadamente el angulo que forma la recta que pasa por los puntos P
con larectar en el punto P.

c ) Si Q es el punto donde la recta r corta al plaza=0, comprobar que el triangulo
de vértices APQ tiene angulos iguales en los vértices Py Q.

a)
La distancia d del punto A(O, 1, 0) a la recta r puede determinarse teniendo
cuenta que P(0, 3, -1) es un punto deur¥(2, -1, 1) es el vector director de la recta r.

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos un grafico aproximado de
situacion.

Teniendo en cuenta qus:d-‘ﬁ" y que
también puede seS:ru Dﬁ‘, se deduce que la
| uDPA

distancia esd = r
u|

El vectorPA en el caso que nos ocupa es:

PA=A-P=(010-(03-3=(0-21).

i ]k
s 2 -1 1
a(a, 1)< uDPA\: 0 -21 =|—i—4<+2—2j|=|i—2j—4k|=\/12+(—2)2+(—4)2:
U] ey e s J6

:”1+\/%+16 V21 \/7 \/7 V7 \/_4 unidades=d(A, r)

b)
La recta que pasa por P y A tiene como vector director RA=(0, - 2, 1).

El angulo que forman las rectas es el mismo que forman sus vectores directore

Sabiendo que el angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de
ducto escalar:



= = |— u-v _
u -v:‘u‘ |v‘ cosa = cosa:rf, aplicada al caso que nos ocupa:
ul V]

u-v _ (2-11(0-21) _ 0+2+1 _ 3 _ 3 _
W[V VaeFet Jor(2per Var104ar1 V645 V30

cosa =

= 06477 = a= 5647 21"

c)
X=2A

La recta r, expresada por unas ecuaciones parametricas, s3-1 .
z=-1+A1

El punto Q de corte de la recta r con el planoz=0 es la solucion del sistema
que forman:

m=z=0
X=2A
= -¥A=0;4=1= Q(2 2 0).
r=y=3-4 Y - ..
z=-1+A

El angulo del vértice P es el hallado anteriormaente56° 47’ 21”.

QP=P-Q=(03-)-(220=(-21 -1
Vértice Q=
QA=A-Q=(010-(2209=(-2-10)

cosp=_QP QA _ (-21-)(-2-10) _ 410 3
QP[RR JE F+i+CF JCF (o V& FLVAI0 V6

—i: = '

—\/3_0 B477 = B= 5647 21

La igualdad de los angulesy B justifica lo pedido.
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3°) Dada la funcién polinémic#(x)=4-x?, se pide obtener razonadamente:
a ) La gréfica de la curva=4-x*.
b ) El punto P de esa curva cuya tangente es perpendicular a laeeta=0.

c ) Las rectas que pasan por el punto Q(-2, 1) y son tangentes a lg edrve , obte-
niendo los puntos de tangencia.

a)
La curva y=4-x* es una

Y / pardbola céncavdn) simétrica
y, con respecto al eje OY, al que

corta en el punto V(0, 4).

Los puntos de corte con el
N/ eje OX se obtienen igualando la
funcion a cero:

y=4-x2 x=-2- A-20)
] y=4-x>=0=>

/ / \( x=2-B(20)

La representacion gréafica
de la situacion es la de la figura

A B _de la izquierda.
-2 VA O 2 )Z
b)
La rectar=x+y=0 tiene
’ de pendiente m = -1 y pasa por
el origen de coordenadas.
\ Las rectas perpendiculares
‘ tienen las pendientes inversas y

de signo contrario, por lo cual, la
recta perpendicular a= x+ y=0 tiene de pendiente m = 1.

Sabiendo que la pendiente a una curva en un punto es la derivada de la cur
ese punto, por lo tanto:

1 1_15

2
y=-2x=1= x=-2 }; y(—%)=4—(—j =4-7 =", = Punto de tangenci&z(—%, 17:5)

N~

2

El punto de tangencia asi como la recta tangente t se dibujan en la figura.



c)
Las rectas que pasan por el punto Q(-2, 1) tienen por ecugeiénm(x+2)y por
ser tangentes a la curwes 4-x*, su interseccion es

A . . -
tzl Y anica, es decir, el punto de tangencia es uno solo.
I La interseccion de la curva con la recta se
IT obtiene resolviendo el sistema que forman:
I :4_ 2 :4_ 2
G \ y X y X =4- X = mx+2m+1 ;;
/ y-1= rr(x+2) y= mx+2m+1

/ ° x X+ mx+(2m-3)=0 ;; x=_mt“mz_4(2m_ )

3 =
t1 \ 2
\ = como la solucion tiene que ser Unica, el discri-
\ minante de la expresion anterior tiene que ser, nece
‘ sariamente, cero:
T>
\ nf- 4M-3=0; nf-an+12=0;; m=—8i”24"48=

\ _8+/16 _8+4

2 2

=4+2=> m=2;, m=6.

Sabiendo que la pendiente a una curva en un punto es el valor de la derivad
ese punto, la pendiente de la curvaresy'= -2x.

Las rectas tangentes son las siguientes:

ParanF 2= y- £ x+ 3= x+ 4 = t =2x-y+5=0.

ParanF 6= y- I= @x+ 2= 6x+12 = t,= 6x—y+13=0.

Los puntos de tangencia son los siguientes:

Param= 2= 2-2% ;x=-1=>vy,=4(-¥=41=3=T,(-13).

Param= 6= 6-2% ;x,=-3>y,= 4(-¥=49=-5=T,(-3 -5).

La representacion gréafica, aproximad, de la situacion esta refleja en la figura
se acompana.

*kkkkkkkkk





