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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y s¢
han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o grafica para la res
cion del examen. Se prohibe su utilizacion indebida (para guardar formulas en me
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos y graficos deberan e
siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Se dan las matricetv-[g _32j, | :[3 2} y M, donde M es una matriz de dos filas

y dos columnas que verifica que M M. Obtener razonadamente:

a ) Todos los valores de k para los que la m&sz-k -1 tiene inversa.

b ) La matriz inversa de B cuando k = 3.

c ) Las constantes realey p para las que se verifica que-A* + 5 -A=-2-1.

d ) Comprobar razonadamente que la matrizl -M cumple las relacioneB*=pP y

M-P=P.-M.

a)
0 -2 10 0 -2) (k O -k -2
B=A-k-I= -k = - = =B
1 3 01 1 3 0 k 1 3-k
-k -2 oa
|B|= =-k( 3k)+ 2= 0;;- X+k>+2=0;, K -%+2=0;; k=EV9-8 _
1 3-k 2
2 2 E—
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La matriz B= A- k- | tiene inversadkOOR-{1, 2}

b)
Para k = 3 eSB=(_13 _ozj' Para hallar B empleamos el método de Gauss-
Jordan.

(B/I):[_ls _02‘1 OJ:{FW Fz}:(l 0 ‘0 1j:>{F2—>F2+3F1}:>

) _ 0 -2\ 0 -2y (-2 0) .
a A°+pB A= 2-I:>cr-(1 3j+,8-(1 3}—(0 —2}"

P g s B ELE P L e s P
a - . + = L a + = .
1 3)(1 3)\p 38 0 -2 3 7)\B 38 0 -2
20 -6a) (0 -26) (-2 0) (-2 -6a-2f) (-2 0)_ [a=1
3 7o) \B 3B)\ 0 -2)"(2+B Ta+38) |0 -2 B=-3

Paraqueseverifiquea - A+ - A-2- |tienequesera=1y f=-3

d)
SeaM =(a bj;por definicion tiene que ser* =M :(a bjzz(a bj;;
c d c d c d
&+bc=a (*
a b)(a b) (a b) (&+bc ab+bd) (a b abrbd=b - Ha+d)=b
[c dj'[c dJ_(c dJ”{ac&cd bc+d2j_(c dj: actcd=c - c(a+d):c}:
bc+d® =d

b
= a+d=1;;d=1—a:M:(a )

c 1-a)
10
P=I-M= -

o2 2
ee= (T2 DA ) T D )




-c a - ¢ ac- ac bc+a? -C

((1— F+bc -H1- a)—abj:[l—a _bj . (1—2 a 4+ bc - b+ab—abj:(1—a ~b

- ¢I- 3-ac  bc+a’

1-2a+&+bc -b )_(l1-a -b
-c bcta?) (-c¢ a)

Teniendo en cuenta qu&+bc=a (*), la expresion anterior queda:

1-2a+a -b) _(1-a -b . l-a -b) _(1-a -b
-C a -c a -c a -c a

La igualdad anterior prueba qué=PP.

Tenemos que probar que -P=P-M :

a b l1-a -b) (1-a -b) (a b )

c 1-a) | -c a -c a c 1-a)”
ad-bc -—ab+tab )| ( & &- bc b-ab-b+ab)
e ac o ac -bcra-a? - ac-ac -bc+ta-a? |’

a—a —bc 0 _(a-a -bc 0
0 — bc+ a—-a? 0 -bc+a-a?)’

La igualdad anterior pruebaque M - P=P - M

También se probaba de la siguiente forma:

a

)

MP=PM ;;M-(-M)=(1-M)M ;M- 1-M2=1 -M-M2;; M-M?*=M-M?
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Xx=3+A1
2°) En el espacio se dan las reatas y=-1+21 y s=
z=2+A

+2y-1=0
{X y . Obtener razo-

3y-z+2+a=0
nadamente:

a ) El valor dex para el que las rectas r y s estan contenidas en un plano.

b ) La ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s para el valobmido en el
apartado anterior.

c ) La ecuacion del plano perpendicular a la recta r que contenga al punto P(1, 2, 1).

a)
Para que las rectas r y s estén contenidas en un plano en los casos siguiente:
sean coincidentes, que sean paralelas o que sean secantes.

Es evidente que las rectas no son coincidentes, por lo cual el estudio se hace
el caso de paralelas o secantes.

La expresion de r por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

x=3+4 2x-6=y+1 2x-y-7=0
— — X— 0= X—V—/=
(= y:—LHM;;X 3_y+l_z 2:> y . y .
2 1 X—-3=2z-2 Xx-z-1=0
z=2+A
2Xx-y=7
y . x-z=1
Las rectas r y s determinan el sistema
X+2y=1
y-z=-2-a

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 -1 0 2-10 7

1 0 -1 10 -1 1
M = y M'=

12 0 12 0 1

0 3 -1 0 3 -1 -2-a

En funcién de los rangos de las matrices M y M’, la posicion relativa de las d
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.

Rango M = 2 ;; Rango M’ = 35 (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.



Rango M = Rango M’ = 3> (Puntos comunes}> Las rectas se cortan en un punto.

Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4 (No hay puntos comunes) Las rectas se cruzan.

2 -1 0
RangoM = {F, F,, F,} = |1 0 -1/=1+4=5#0 = RangoM =3.
1 2 0
2 -10 7 2 -1 0 7
RangoM' = | - 0 % N S A
J 12 0 1 272 e 1 2 0 1
0 3 -1 -2-a 0 3 -1 -2-a
2 -1 7
=+1:|1 -3 3+a|=- +6 ¥ Ba)+ 21 (48a)= 36 63 a)= 36-15 ¥=15-50=
1 2 1

=H3-a)=0= a=3.

Parao # 3 — Rango M =3 ;; Rango M’ =4 — Las rectas r y s se cruzan.

Parao = 3— Rango M = Rango M’ = 3» Las rectas r y s se cortan en un punto.

Las rectas r y s estan contenidas en un planocopa

b)
Parao. = 3 larecta s es= {;;_Zz_:i; Un punto de s es A(1, 0, 5).
x=3+A4
Un punto y un vector director de={y=-1+24 son B(3, -1, 2) w, =(1, 2, 1).
z=2+/

Los puntos A y B determinan el vectar= AB=B-A=(2 -1 -3).

La ecuacion general del plan@ue contiene a las rectas r y s es la siguiente:

x-1 y z-5
An G Ve 2 -1 =s|= 03-(x by 4o (e 9+ de-1-2y=05;
1 2 1

bx- )- 5+ %z-9=0;; x-1- y+z-5=0.

T= x-y+z-6=0




c)
La ecuacion del haz de planos perpendiculares a la recta r tiene como vector
mal al vector director de r, por lo que su expresion es de la féema 2y+z+D =0.

De los infinitos planos del haz anterior, el plangue contiene al punto P(1, 2, 1)
es el que satisface su ecuacion:

L= x+2y+z+D =0

= % 2.2414D=0;6+D=0;; D=-6.
P(1, 2 1)

El planol a r que contienea F(’l 2, 1) esu= x+2y+z-6=0
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3°) Dada la funcion f definida pof( ¥ = ¥ -e™*. Obtener razonadamente:
a ) El dominio y las asintotas de la funcion f(x).
b ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de dicha funcion f(x).

c ) Los valores de x donde la funciéiy = ¢ -e™ tiene los puntos de inflexion.

d ) La grafica de la curvg= ¥ -e™*, explicando con detalle la obtencidn de su asintot:
horizontal.

a)
La funcion esta definida para cualquier valor real dB(X)= R.

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas.

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcion cuando x tiende a ma
menos infinito; son de la forma y = k.

lim lim x? : lim
f(x)= X =2 — Indet = {L'Hopital} = 2X_®  Indet. =
X — 00 X > o0e" o X o0e o

= {L'Hopital} = m %=£:Q.
X - 0@ 00
1 2 i _ )2
y=k= lim f(x)= lim x_X= lim ( oz) oo
X — —00 X - —ooe X -0 e

El semieje positivo OX es asintota horizontal de f(x).

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.
€ #0, OxOR = No tiene asintotas verticales.

Oblicuas: Las asintotas horizontales y oblicuas son excluyentes.

La funcién f(x) no tiene asintotas oblicuas.

b)
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de dicha funcién f(x).

Una funcion es creciente o decreciente en su dominio cuando su derivada es |
tiva 0 negativa, respectivamente.



0= x=0;;%x=2

f'(X)= 2X- & — ¢ -e" =2X—X2 - X(Ze:X)=

e €

X

Por sere # 0, OxOR, las raices encontradas dividen el dominio de f(x), que es |
en tres intervalos que son, alternativamente, crecientes y decrecientes, por lo cual, |
con estudiar uno de ellos, por ejemfdp2), (al que pertenece el valor sencillo x = 1):

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que SO

Crecimient : x(0(0, 2) ;; Decrecimi@to: x((-co, 0)1(2, + )

c)
La funcion (Y= X -e™ tiene puntos de inflexion para los valores que anulan I;
segunda derivada y hacen distinta de cero a la tercera derivada.

f"(x):( 22) é-42x € _ 2-2x=2x+x* _ X2 —4x+2

X

e e e '

X —Ax+2
eX

n(y) = _ 4+4/16-8 _4++/8 _ 4+ 22 _
f (x)—0:> > = - —

=0;; X*-4+2=0;; x=
2 2

=222 x = 2-V2 5 x, =2+42.

La funcién { = % - €* tiene puntosde inf lexion para x=2-+/2 y para x=2++/2

d)
La explicacion adecuada para el calculo de la asintota horizontal esta detallads
el apartado a ).

Aungue no se pide y con objeto de facilitar la representacion grafica, vamos a «
terminar los maximos y minimos relativos de la funcion.

f'(x)=0
Un méaximo relativo existe para los valores de x que cumplen que:
t(x)<0

f1(x)=0
Un minimo relativo existe para los valores de x que cumplenque:

f(x)>0

f'X)=0= x=0;; x,=2.




i "(o)=e—20 =2>0 = Minimo relativo = 0(0, 0)

2 _
=222 =

X

f(2)= 47842 (0 = Maximorelativo = A 2, &
e’ e’

Con los datos obtenidos puede dibujarse, aproximadamente. la grafica de f
gue es la siguiente.

A
Y 16

—
'—\

Pl P.l.
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OPCION B

1
1 |yT,ysesabe que T es una matriz cuadrada de
-1
filas y tres columnas cuyo determinante vdke Calcular razonadamente los determi-

nantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente las propiedades utilizad:
su célculo:

R oRN

1
1°) Se dan las matrices =| 2
2

a)%T b)m* C)T -M*. T,
a)
El producto (o cociente) de una matriz por un namero real distinto de cero es ¢

matriz cuyos elementos resultan de multiplicar (o dividir) todos y cada uno de los ¢
mentos de la matriz por el nimero real.

Teniendo en cuenta lo anterior y la propiedad de los determinantes que dice qt
los elementos de una linea (fila o columna) se multiplican (o dividen) por un ndme
real el valor del determinante queda multiplicado (o dividido) por dicho nimero, y q
elrangode T es 3:

Lol (L) qp=t.gz=92)2
‘ETHEJ 75 V2= 8 "ZT"

=— % 2 4 21 4=10-4=6=|M|.

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igu
producto de los determinantes de las matrices:

IM4[=[M M M M |=[M[M[M||M|=(M]]' = 6 = 1296=|m*|.

c)

Sabiendo quﬁA‘l\ :‘—i‘ =ﬁ, y teniendo en cuenta los apartados anteriores:

T M3 -T'1\=\/_2-63-i= 6=216=|T -M*.T"|.

V2
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Xx—4y=0
y-z=0
del parametra. Obtener razonadamente:

2°) Se da la rectas{ y el planorm, =(2+2a)x+ y+az- 2-6a =0, dependiente

a ) La ecuacién del plana, que pasa por el punto P(1, 1, 0).
b ) La ecuacion del plang, que es paralelo a la rectarr.

c ) La ecuacion del plang, que es perpendicular a la rectarr.

a)
La ecuacion del plana;, que pasa por el punto P(1, 1, 0) es la que satisface
ecuacion:

a

7, =(2+2a) x+ y+az—2—6cr=0}
=(2 2) ‘¥ ¥a -0-2-6a=0;;
P(110)

2+ 0 2@=0;1-40=0:; a:%.

T, = 2+2-1 X+ y+12—2—6-1:0;;ﬂ0,5 2+1 X+ y+£z—2—§:o;;
4 4 4 2 4 2

T, Eg X+ y+%z—g:0 =T, = 10x+ 4y+Z—14:O.

b)

Una recta y un plano son paralelos cuando el sistema que forman es incompat
0 sea, que el rango de la matriz de coeficientes es dos y el rango de la matriz amp
es tres.

Xx—4y =0
. r =
El sistema que forman la recta y el plano ei y-2=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -4 0 1 -4 0 0
M = 0 1 -1y M'= 0 1 -1 0 )
2+2a 1 <« 2+20 1 a 2+6a



1 -4 0
RangoM=2=| 0 1 -1= O;a+ 42 2)+1=0;,a0+8+& +1=0;
2+20 1 a
P+9=1;;0+1=0 = a=-1.

Vamos a justificar que pate= -1 es Rango M’ = 3:

1-40 0 -4 0 0
Paraa=-lesM'=[0 1 -1 0 |={C,C,C}=|1 -1 0|=-1620=
0 1 -1-4 1 -1 -4

= RangoM =3 cq.j.

Parao = -1 esrn, =(2-2)x+ y-z-2+6=0. El plano pedido es el siguiente:

m,=y-z+4=0

c)

X—4y =
y-z=0
dependiente al producto vectorial de los vectores normales de los planos que la dete
nan, que som, =(1,-4,0) y n, =(0, 1 -1).

0 .. . . .
La rectar s{ tiene como vector director a cualquiera que sea linealmen

ik
Vv, =|1 -4 O|=di+k+j=4di+j+k=(411=V, .
01 -1

Para que el plana, =(2+2a)x+ y+az- 2- 6a =0 sea perpendicular a la recta r, su
vector normal tiene que ser linealmente dependiente del vector director de r; el ve
normal del plano es, =(2+ 2, 1, ). Las componentes de los vectores tienen que S¢
proporcionales:

2+2a _1_a

=—=— = ag=1.
4 1 1 -

Parao. = 1 esm, =(2+2)x+ y+z-2-6=0.
La ecuacion del plang, que es perpendicular a la recta r es el siguiente:

T, =4x+y+z-8=0
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3°) Un coche recorre el arco de una parabala ecuaciorey=36-x*, variando la x de
-6 a 6. Se representa pofx) a la distancia del punto A(0, 9) al punto P(x, y) del &rco
donde esta situado el coche. Se pide obtener razonadamente:

a) La expresion de(x).

b ) Los puntos del ardo donde la distancia &(x) tiene minimos relativos.

¢ ) Los valores maximo y minimo de la distancia(s) .

d ) El area de la superficie limitada por el arco de pardbglal segmento rectilineo

qgue une los puntos M(-6, 0) y N(6, 0).

La representacion grafica de la situacion es la indicada en la figura.

a)
Y A
18
2y = 36 — X
I
/ APX.Y)
d
.X(O, 9)

_\/x4—32(2+324_1
4 2

b)

La expresion del punto P(x, y) es de la
¢ F{ 36—x2]
orma P x, > |

La expresion de la distancia d del punto
A(0, 9) al punto genérico del arco de parabola
I', que es la funcién a determinar, es la si-
guiente:

d= f(x):\/(x—o)z +(36‘X2 _9J2 -

], (36-x2-18) _ |, (18-x) _
= X+ /| = [x*+ =
2 2

:\/X2+ 324-3652 + X* =\/ 4° +324-36X° + X _
4 4

VX - 32¢ +324= f(x).

Los puntos del arcd donde la distancia d(x) tiene minimos relativos son los
valores de x que anulan la derivada de f(x):



3 _ _ 2 _
PRI -7 S o 2 S x-16)  _ £,
2 2/x'-32°+324 x*-3X%°+324 +/x*-323+324
o) — X(X2_16) P _ Ay — ey —
f1(x)=0 = = 0:Xx*-1§=0= x=0;; %, =-4:; X, =4.

V¢ - 3232 +324

Para encontrar los minimos relativos recurrimos a la segunda derivada, que t
gue ser positiva para los valores que anulan la primera derivada:

% - VYV vz _ad 4 —64x
f”(X):( 16 /X - 32¢ +324- X(x* - 16) ¥~ 520 + 324 _

/= 32¢ +324f

(22 - 1 +/x' - 32¢ +324- AX - 19 -axx* -16)
- a/x* - 32%+324 _

- X' — 32 +324

2x2(x? ~16f
VXt - 32¢ +324 _
x* —32x* +324

(- 16 +/x* - 32¢ +324-

((#- 1fx* - 3%% + 324- 2¢(x* -16] _

f'(x).
(% - 32¢ +324Nx* - 32¢ +324 ¥

f(0)=— 16-324-0__16. —g <0 = Para maximo.

"~ 324/324 18

f,,(4):( 48 )6 256 32-16 323~ 3416-16)° _ 32(580"512)_0>o:>Para minimo
( 256 32.16 3¢ 256 32-16+324 68/68 '

Teniendo en cuenta la simetria con respecto al eje Y de la funcion, los puntos
distancia minimo del ardo son los siguientes:

Y= Yo = 36 4=36-16=20;; Y, =y, =10 = B(- 4,19 ;;C(4 10).

c)
El valor maximo se produce para x = 0 y la distancia maxima es la siguiente:

f(O):%\/BZ =% .18=9 = d_,, =9 unidades

Los valores minimos se producen para x = £4 y la distancia es la siguiente:



{(4)= f(-4)=V72=1/36.2=] :6/2=38/2 = d,,, =32 unidades

d)
El area de la superficie limitada por el arco de pardbglal segmento rectilineo

gue une los puntos M(-6, 0) y N(6, 0) es, considerando la simetria de la figura, la
guiente:

2y=36-X = y:18—%x2.

6

S= 2-.[[18—% ij .dx= 2-{18x—’ﬂ = 2{(18'6‘673‘ %: 2'(108_376j:

= 2(-108 9= 2.99=198 # =S.
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