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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y s¢
han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o gréafica para la rea
cion del examen. Se prohibe su utilizacion indebida (para guardar féormulas en me
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos y graficos deberan e
siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Comprobar razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utili;
que:

a ) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es conmutativo, e dgeiB - A,
entonces se deduce qué- B =(A-B)’.

1 0 O
b ) Que la matrizA=| 0 -4 10| satisface la relaciom’ -3A+21 =0, siendo | y O, res-
0 -3 7

pectivamente, las matrices 3x3 unidad y nula, y que una matriz A tal q
A’ -3A+2| =0 tiene matriz inversa

c ) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizadc
valoresa y B tales queA’=a -A+ -1, sabiendo que la matriz A verifica la igualdad

A’ -3A+2]1=0.

a)
Si el producto de las matrices cuadradas A y B es conmutativo se cumple que:

(A-B=(AB(A-B= A-B-A B=A?-B?, cCOMO queriamos comprobar.

b)
1 0 O 1 0 O ¥6-0 000 0+0+0 1 0 O
A*=1 0 -4 10|-|{0 -4 10|=| 6 & 0 G 16- 30 0-40+70|=| 0 —-14 30]|.
0 -3 7 0 -3 7 6 & 0 612 21 0-30+49 0 -9 19
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1 0 0O 1 0 O 100
A*-3A+21=| 0 -14 30|-3:|0 -4 10(+2:-|0 1 0|=
0 -9 19 0 -3 7 001

1 0 O -3 0 O 2 00 00O
=0 -14 30|+| 0 12 -30|+|0 2 0|=|0 0 0| = A’-3A+2|=0.
0 -9 19 0 9 -21) (0 0 2 00O

Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero:

1 0 0
|A|=|0 -4 10|=-28+30=2#£0 = A es inversible, como se queria demostrar.
0 -3 7
c)
1 0 0)(1 0 O * 00 0-0-0 0+0+0
A=A -A=| 0 -14 30|-|0 -4 10|/=| © ® 0O & 56 90 0-140+210|=
0 -9 19) (0 -3 7 6 ® 0 8 36 57 0-90+133
1 0 O
=| 0 -34 70|=A".
0 -21 43
1 0 0 100 (¢ 0 0) (B 00
a -A+B-1=a-|0 -4 10|+B-|0 1 0|=| 0 -4 10a|+|/0 B 0=
0 -3 7 001 (0 -3 7a0)\0 0 §
a+pf 0 0
=| 0 -dg+p 100 |=a -A+B-1.
0 - Ta+p
a+p=1
1 0 0) (a+p O 0 ~4q+B=-34
A=aq-A+B-1 = |0 -34 70|=| 0 -4da+p 100 |= {1@=70 =
0 -21 43 0 -3 Ta+p -Z=-21
Ta+[3=43

= a=7;, f=-6.
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x=1+2a x=-1

2°) Sean las rectas={y=a yr,=.y=1+p , siendoa y  parametros reales. Ob-
z=2-a z=-1-2p4

tener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a ) Unas ecuaciones implicitas de r

b ) La justificacion de que las rectayr, estan contenidas en un plato/ la ecuacion
de ese plana.

c ) El area del triangulo de vértices P, Q y R, siendo P(-1, 0, 1), Q(0, 1, 2) y R el pu
de interseccion de y r..

a)
Xx=1+2a
- _x1_y_z-2 | x—1=2y _[x=-2y-1=0
nsEsy=a > r=E——=="=—— I = =Tr= .
2 1 -1 - X+1=27z-4 X+ 22—-5=0
Z=2-a
b)

Un punto y un vector director de cada una de las rectas son:

—_—

v =(2 1 -1)

—_— .

[ {/ﬂ(l 0, 2) : {/:z(; E,O?l_i)z)

Es evidente que los vectores directores de las rectas son linealmente indepen
: -1
tes por no ser proporcionales sus compone%te%:;t—z.

Para comprobar que las rectas se cortan consideramos el wectgn, , siendo
A1 un punto deiry A, un punto dexr w=A-A=(- 1,1- 1-(1,0, 9=(- 21, -3).

Para quesry 1, se corten, el rango de los vectoﬁs v, W} tiene que ser dos, o
sea que tiene que anularse el determinante de la matriz que determinan:

2 1 -1
Rang V{,I,W}zzz 0 1 -2|=-6+4-2+4=0.
-2 1 -3

Las rectasiry 1, Se cortan; estan contenidas en un mismo plano.

La expresion general del plamoque contiene a las rectasyrr, la determinan
dos de los vectores hallados y uno de los puntos de una de las rectas; por ejempl

vectoresv, =(2,1, -1) y v, =(0,1 -2) y el punto A(1, 0, 2):



x-1 'y z-2
”(A; Vi, @)E 2 1 -1|=0;-%x 3+4z- J+(x-)+4y=0;;
O 1 -2

—(% )l bz 2+ 4y= 0;;- x+ 1+ 22-4+4y=0 = 71= x- 4y- 22+3=0.

c)
El punto R interseccidn de las rectag I, es la solucién del sistema que forman:

x=1+2a x=-1 I+2o=-1 a=-1
n=ly=a nLEYE1+ B = a=1+p :{ﬂ:—z}: R(-1-13).
z=2-a z=-1-2p 2-a=-1-2

Los puntos P, Q y R determinan los vectores:
u=PQ=Q-P=(013(-109=(111).

v=PR=R-P=(- 1- 1 3(-103=(0,-1 2).

El area del triAngulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan
vectores u= PQ y v=PR. Debe saberse que el area del paralelogramo es igual que
md&dulo del producto vectorial de los vectores que lo determinan, por lo tanto:

(Gov)= L1
0 -1

k
Sor = 1 :%|2 K +i —2j|:%|3'—2j—k|:%\/32+(—2)2+(—1)2 =
2

N~

2

:%\/9+ 4+ :@ U =Spog -
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3°) Se dan las funcioneg(x)= ELG ;(j y g(x)=L i;—i Obtener_razonadamente, es-

cribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a ) Las derivadas de f(x) y g(x).
b ) Los dominios de definicién de las funciones f(x) y g(x).
c ) La expresion simplificada de la funcién f(x) + g(x), y el recorrido de esta funcic

f(x) + 9(x).

a)
_1(1ex)_1 L
f(x)_ZL[l_Xj [L(t+ %)~ L= X)]
. 1 1 -1 1 1 1 1 1 x+1+x 1 2 1
P= 2 () (i N
2 \1+x 1-x) 2 (1#x 1-x) 2 1-x 2 1-x¥ 1-x
1-x_1 1-x\_1
=L =" =2 L 2| =2 [L1-x)- L
=L trr =3 L[ 1Tr =5 [L-9-Law )
1 -1 1 1 1 1 1 1-x+1+x 1 2 -1
00=3 (T mx) 3 (e )2 i3 T i
b)

El dominio de definicion de f(x) es el conjunto de valores reales de x que hac

mayor que cero el comen&e— 0 sea.
- X

m%%é;&&&%&&m

@ \% = D(f)=(-1 1).

1+x % ® )
1
El dominio de definicion de g(x) es el conjunto de valores reales de x que ha

igual o mayor que cero el cocier%t;ef, 0 sea:
X

1+X 4 2 & = D(g)=>(-1 1.




c)

O+ 4= (L 9~ L~ o+2 L~ L x)=

=2 {1 9= L1 Q+ L= - L+ )= -0=0= 1(¥)+gx).

RIf(X+g(x)] = {d}
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OPCION B

ax+ y+z=1

1°) Se da el sistema de ecuacionesay+z=1 , dondeo es un parametro real. Obtener
3x+5y+z=1

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a ) Todas las soluciones del sistema cuandd@
b ) Los valores de para los que el sistema es compatible indeterminado.

c ) Los valores de para los que el sistema es compatible determinado.

a)
Ix+y+z=1
Paraa = 7 el sistema resultax+7y+z=1 Yy sus matrices de coeficientes y am-
3x+5y+z=1
711 7111
pliadasonmMm={1 7 1|y M'=|1 7 1 1|, cuyos rangos son iguales por ser iguales la:
351 3511

dos ultimas columnas de la matriz ampliada.

M= = 49 % 3 2% 35 = 57-57=0 = RangoM =2.

w Rk N
o ~N R
[ =

Por ser Rango M = Rango M’ = 3 < n° incdg. el sistema es compatible indetert
nado.

Despreciando una de las ecuaciones (por ejemplo, la tercera) y hactehdo

7x+y+z=1 +z=1-7A| —-y-z=-1+71
4 = X=A = Y Y = 6y=641; y=4;;
x+7y+z=1 Ty+z=1-A Ty+z=1-A D
z=1-71-1 ;; z=1-8A.
X=A
Solucion s y=A1 , UAOR
z=1-81

b)
El sistema es compatible indeterminado cuando los rangos de las matrices de
ficientes y ampliada (que siempre son iguales) sea menor que el nimero de incognit



sea, cuando el determinante de la matriz de coeficientes sea cero.

M=

_ 8:/64-28 _ 8++/36 _
2

=@+ 5 3F¥-W-1=a’°-&+7=0: a= >

w ~
[

1
a
5

=—816:413:> a=1;,a,=7.
2

El sistema es compatible indeterminado peral y parax = 7.

c)
Como se indica en el apartado a ) los rangos de las matrices de coeficientes y
pliada son iguales.

azl e, y .
Para {a# 7} = RangoM= RangoM '= 3=n° incognitas = Compatibledeterminado
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x-y+z=0

2°) Se dan las recta&{ y s={x-1= y-2=2z. Obtener_razonadamente, es-

2xty+z=1
cribiendo los pasos del razonamiento utilizado:

a ) Un punto y un vector director de cada una de las dos rectas.

b ) La distancia entre las rectas r y s, justificando que las rectas r y s se cruzan.

c ) Obtener unas ecuaciones de la recta t que pasa por elaétgtéteé—i, oj y es per-

pendicular a las rectas ry s.

a)
La expresion de r por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

Un punto y un vector de r son A(1, 0, -1yy=(2, -1, -3).

Un punto y un vector de s son B(1, 2, 0).y=(1, 1 1).

b)
Por ser los vectoreg, =(2, -1 -3) y v, =(1 1, 1) linealmente independientes por
no ser proporcionales sus componentes, las rectas r y s se cruzan o se cortan.

Para saber si se cortan o se cruzan consideramos el weetaB, siendo A un
punto de ry B un punto de sv=AB=(0, 2 1).

Segun sea dos o tres el rango de los vec{ﬁesz , W} las rectas r y s se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

2 -1 -3
Ranga| Vv, , V,, W}: 1 1 1|=26-4+1=-7#£0= Rang Y,Z,W}zs.
02 1

Las rectas r y s se cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist



entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se

serva en la figura, sienda = AB=(0, 2, 1).

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

A N UL S WRPRUA UL
v, Uvg
2 -1 -3
VN ¢ 1 1 1
‘Vr -(VSDW)‘ 0 2 1 | 2-6-4+1] |-7|
d(r s): = = = =
’ v, Ov, i j k| |-i-3+x+k+3-2j| |2-5j+3K|
2 -1 -3
1 1 1
7 7 7 _ /38

T /Z+(Csp+3 Jar25+9 3B _38

c)

Un vector director de la recta t es cualquiera que sea linealmente dependiente

u=d(r, s).

producto vectorial de los vectores=(2 -1 -3) y v, =(1,1,1):

La expresion de la recta t dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

v, =v, Ov, = 2- 5+ X =(2 -5 3).



41 .14
57 _° 57
2 -5

57x-41_57y+14 57z
2 -5 3
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39 En el plano XY estéa dibujada una parcela A cuyos limites son dos calles de ecue
nes x = 0 y x = 40, respectivamente, una carretera de ecuaciéony = 0, y el tramo del

so de un rio de ecuacioy= f(x)= 30/2x+1, con 0< x< 40, siendo positivo el signo de la

raiz cuadrada. Se pretende urbanizar un rectangulo R inscrito en la parcela A, de me
que los veértices de R sean los puntos M(X, 0), N[x, f(x)], P[40, f(x)] y Q(40, 0). Obten
razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado:

a ) El area de la parcela A.
b ) Los vértices del rectangulo R al que corresponde el area maxima.

c ) El valor de dicha éarea.

" "
27" JC Y

10 10(

308] 3C

ol o

1 & I

X|iiyizip | m} Ig

O 1C 2C 30 40" X O X C X
Recinto A Recinto R

La representacion gréafica de la situacion es, aproximadamente, la que aparec
la figura adjunta.



a)
Los puntos son los respectivos valores de f(0) y f(40).

e 2x+1=t

40
A:I f(x) -dx=J;3Q/ 2x+1-dx:>{ X=1 - dt

0

Xx=0-1t=1

x=40_.t=81
}:» A= 3ojf = .dx=

81

811

= 30- jtz .dx =15

15 2 k"= {o-af 1 4f)r 1q 819 )= 10(720-1)=

BJ‘CO| N w

= 10-728 7280u% = A.
b)
El area del recinto R eR=( 46 x) -f(x)= 3¢40- x}/2x+1.

Para que el area sea maxima es condicion necesaria que se anule su primera
vada:

R(x)= 3%—\/2<+1+(4o— X) - 407X o 1} 407X _ Joxwi:;

3
2«/2x+1} \/2x+1 «/2x+
4ex=(\/ K+ ).2 1 46-x= X+ 1;;39=3x ;; x=13.

f( 33 30 213 = 36/27=90/3.

Los vértices del rectangulo R son:

M( 13)oN( 13 o¢ 3 P( 40 9a/3 y Q(40 0)

El valor del &rea del recinto R es la siguiente:

R= (3040 43 27 30-27-8 3 2430 3u 0 420888u° .
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