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MATEMÁTICAS II       Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
BAREMO DEL EXAMEN: Se elegirá sólo UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se 
han de hacer los tres problemas de esa opción.  
Cada estudiante podrá disponer de una calculadora científica o gráfica para la realiza-
ción del examen. Se prohíbe su utilización indebida (para guardar fórmulas en memo-
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos y gráficos deberán estar 
siempre debidamente justificados. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Se tiene el sistema de ecuaciones 

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, donde α, b y c son tres números 

reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) La relación que deben verificar los números α, b y c para que el sistema sea compa-
tible. 
 
b ) La solución del sistema cuando α = -1, b = 2 y c = 3. 
  
c ) La solución del sistema cuando los números α, b y c verifiquen que α = c = -2b. 
 

---------- 
a )  
 Se trata de un sistema de tres ecuaciones con dos incógnitas. Según el teorema de 
Rouché-Fröbenius, para que un sistema sea compatible determinado es necesario que 
las matrices de coeficientes y ampliada tengan el mismo rango que, además, tiene que 
coincidir con el número de incógnitas. 
 

 Las matrices de coeficientes y ampliada son 
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 Según lo expuesto anteriormente, para que el sistema sea compatible es necesario 
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que el determinante de la matriz ampliada sea cero, puesto que el determinante de la 
matriz de coeficientes tiene de rango dos. 
 

 03870528108;;0

12

41

52

' =−+⇒=+−++−−=−−= cbacbabac

c

b

a

A . 

 
Para que el sistema sea compatible determinado tiene que ser 7α + 8b - 3c = 0. 

 
 
b )  

Para α = -1, b = 2 y c = 3 es: ( ) 091673·32·81·7 =−+−=−+− . Para α = -1, b = 2 y 
c = 3 el sistema es compatible determinado. 

 
Despreciando una de las ecuaciones (tercera) y resolviendo es sistema resultante:  
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c )  

Sabiendo que α = c = -2b, expresando la condición de compatibilidad encontrada 
7α + 8b - 3c = 0 en función de b: 

 
( ) ( ) 01414;;06814;;02·382·7 =+−=++−=−−+− bbbbbbbb . 

 
Para α = c = -2b el sistema es compatible determinado. 

 

 Las soluciones, por ejemplo en función de b, son las siguientes: 
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2º) Sean O(0, 0, 0), A(1, 0, 1), B(2, 1, 0) y C(0, 2, 3). Obtener razonadamente, escri-
biendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) El área del triángulo de vértices O, A y B, y el volumen del tetraedro de vértices O, 
A, B y C. 
 
b ) La distancia del vértice C al plano que contiene al triángulo OAB. 
 
c ) La distancia del punto C’ al plano que contiene al triángulo OAB, siendo C’ el punto 
medio del segmento de extremos O y C. 
 

----------  
a ) 
 Los vectores que determinan el triángulo son: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1,20,0,00,1,2;;1,0,10,0,01,0,1 =−=−==−=−= OBOBOAOA . 

 
 El área del triángulo es la mitad del área del paralelogramo que determinan los 
vectores OByOA . Conviene saber que el área del paralelogramo es igual que el módulo 
del producto vectorial de los vectores que lo determinan, por lo tanto: 
 

( ) ( ) =++−=++−=−+==∧= 222 121·
2

1
2·

2

1
2·

2

1
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OABSu ==++= 2

2

6
141·

2

1 . 

 
 Los vectores que determinan el tetraedro son:  
 

( ) ( ) ( )3,2,00,1,2,1,0,1 =−=== OCOCyOBOA . 
 
 Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vec-
tores que lo determinan, en valor absoluto, será: 
 

[ ] OABCOABC VuOCOBOAV ==+=== 3

6

7
43·

6

1

320

012

101

·
6

1
,,·

6

1 . 

b ) 
 El plano que determinan los puntos O, A y B es: 
 

( ) 02;;02;;0

012

101,; =−−≡=−+=≡ zyxxzy

zyx

OBOAO ππ . 
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 La distancia de un punto a un plano es: ( )
222

000;
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 Aplicando la fórmula al punto C(0, 2, 3) y al plano 02 =−−≡ zyxπ : 
 

( )
( ) ( )
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6
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−−⋅
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c ) 
 El punto medio del segmento de extremos O(0, 0, 0) y C(0, 2, 3) es el que tiene 
como componentes la media aritmética de las componentes: ( )2

3,1,0'C . 
 

Aplicando la fórmula al punto ( )2
3,1,0'C  y al plano 02 =−−≡ zyxπ : 
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3º) Se estudió el movimiento de un meteorito del sistema solar durante un mes. Se obtu-
vo que la ecuación de su trayectoria T es 922 += xy , siendo 85'4 ≤≤− x  e 0≥y , estando 
situado el Sol en el punto O(0, 0). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos 
del razonamiento utilizado: 
 
a ) La distancia del meteorito al Sol desde un punto P de su trayectoria de abscisa x. 
 
b ) El punto P de la trayectoria T donde el meteorito alcanza la distancia mínima al Sol. 
 
c ) Distancia mínima del meteorito al Sol. 
 
Nota: En los tres resultados sólo se dará la expresión algebraica o el valor numérico ob-
tenido, sin mencionar la unidad de medida por no haber sido indicada en el enunciado. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos genéricos de la trayectoria son de la forma ( )92, +xxP . 
 
 La distancia OP  pedida es la siguiente: 
 

 ( ) unidadesxxxxOPd 9292 222 ++=++== . 

 
b )  

La distancia mínima al Sol se producirá cuando la derivada de la distancia sea 0. 
 

1;;010
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1

922

22
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22
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xx

x

xx

x
OPd . 

 
El punto P de la trayectoria T donde el meteorito alcanza la distancia mínima al 

Sol es ( )7,1 ±−P . 

 
c )  

La distancia mínima del meteorito al Sol es la siguiente: 
 

( ) ( ) unidadesd 2289219211 2 ==+−=+−−=− . 

  
********** 
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OPCIÓN B 

1º) Dadas las matrices 







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200

510

212

B , obtener razonadamente el va-

lor de los determinantes siguientes, escribiendo todos los pasos del razonamiento utili-
zado: 
 

a ) BA +  y ( ) 1

2

1 −+ BA .    b ) ( ) ABA ·1−+  y ( )BAA +− ·1 .    c ) 1··2 −ABA  y 13 · −BA . 

 
---------- 

a )  
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La inversa de ( ) 1−+ BA  se obtiene por el método de Gauss-Jordan: 
 

( ) { } ⇒
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














−
−

−
=+ −

142

2820

5410

·
24

1
·

2

1

2

1 1BA . Teniendo en cuenta que el producto de una 

matriz por un número es la matriz que resulta de multiplicar todos y cada uno de los 
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elementos de la matriz por el número, la expresión anterior se continua como sigue: 
 

( ) =
−

−
−

=
−

−
−

=+ −

111

2210

515

·
48

4·2

142

2820

5410

·
48

1

2

1
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( ) ( )
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1
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1
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1
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1
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2
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



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
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−−+−+−−
−+−++−++

=
111

2210

5711

·
24

2·2·4

224
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( ) ( )
6

1

12

2

24·24·3

12·12·2

24·3

144·2
16622·

24·3

2
702210145022·

24·24

16
222

====−−=−−−−−−= . 

( )
6

1
·1 =+ − ABA  

 
 También puede resolverse este ejercicio de la forma siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
6

1

192

32
4·

192

1
·8

224

011

002

·
2

1
·8·· 111 ===

−

−
+=+=+ −−− BAABAABA . 

 

  ( ) ( ) ( ) 6·6
4

24
·

1
· 11 =+⇒==

+
=+=+ −− BAA

A

BA
BA

A
BAA  . 

 
c )  

( ) 32··2324·8
1

···8··2 11 −=⇒−=−== −− ABA
A

BAABA . 

 

16·16
4

41
·· 13

3
313 −=⇒−=

−
== −− BA

B
ABA . 
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2º) Dados los puntos A(1, 0, 1), B(2, -1, 0), C(0, 1, 1) y P(0, -3, 2), se pide calcular ra-
zonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) La distancia del punto P al punto A. 
 
b ) La distancia del punto P a la recta que pasa por los puntos A y B. 
 
c ) La distancia del punto P al plano que pasa por los puntos A, B y C. 
 

---------- 
 
a )  

La distancia entre dos puntos es el módulo del vector que determinan. 
 

( ) ( ) ( )1,3,12,3,01,0,1 −=−−=−= PAPA . 

 

( ) unidadesPAAP 11191131 222 =++=−++== . 

 
b )  

La distancia de P a la recta r viene dada por la fórmula ( )
v

vPA
rPd

∧
=, ,  siendo 

A un punto cualquiera de r y v  un vector director de la recta r. 
 
Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente del 

vector ( ) ( ) ( ) ( )1,1,11,1,11,0,10,1,2 −−=⇒−−=−−=−= vABAB . 

 

( )
( ) ( )

=
−−

=
++

−−
=

++
+−−−−−

=
−+−+

−−
−

=
∧

=
3

·4

111

44

111

33

111

111

131

,
222

kikijikkji

kji

v

vPA
rPd  

 

( ) ( ) ( )rPdunidades ,
3

6·4

3

2·4

3

11·4

3

11·4 22

===+=
−+−

= . 

 
c )  
 ( ) ( ) ( )0,1,11,0,11,1,0 −=−=−= ACAC . 
 

La ecuación general del plano π que pasa por los puntos A, B y C es: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ;;0111;;0

011

111

11

,; =−+−−−+=
−

−−
−−

≡ xzzy

zyx

ACABAπ  
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0101 =−+≡⇒=−+ yxxy π . 

 

 La distancia de un punto a un plano es: ( )
222

000,
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 Aplicando la fórmula al punto P(0, -3, 2) y al plano 01=−+≡ yxπ : 
 

( ) unidadesPd 22
2

24

2

4

011

4

011

130
,

222
===

++
−

=
++

−−
=π . 
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3º) Dada la función f definida por( ) xsenxf = , para cualquier valor real de x, se pide ob-
tener razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) La ecuación de la recta tangente a la curva ( )xfy =  en el punto de abscisa 6

π=x . 
 
b ) La ecuación de la recta normal a la curva ( )xfy =  en el punto de abscisa 3

π=x . Se 
recuerda que la recta normal a una curva en un punto P es la recta que pasa por ese pun-
to P y es perpendicular a la recta tangente a la curva en ese punto P. 
 
c ) El ángulo formado por las rectas determinadas en los apartados a ) y b ). 
 

---------- 
a )  
 La pendiente a una curva en un punto es el valor de su derivada en ese punto. 
 

 ( ) ( ) mfmxxf =====⇒=
2

3
º30cos

6
cos)'cos' 6

ππ . 

 

 El punto de tangencia es el siguiente: ( ) 







⇒===

2

1
,

62

1
º30

66

πππ Tsensenf . 

 
 La ecuación de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dada 
por la fórmula ( )00 xxmyy −=− , que aplicada al caso que nos ocupa, es: 
 

 336612;;
12

3

2

3

62

3

2

1 πππ −=−−=






 −=− xy
x

xy . 

 
 Recta tangente:   ( ) 0361236 =−+−≡ πyxt . 

 
 
b )  
 La recta normal tiene por pendiente la inversa de la tangente y con signo contra-
rio. El valor de la pendiente para 3

π=x  es: 
 

 ( ) 2'
2

1
º60cos

3
cos)' 3 −=⇒==== mfm

ππ . 

 

 El punto de tangencia es el siguiente: ( ) 









⇒===

2

3
,

32

3
º60

33

πππ Nsensenf . 

πππ
412336;;

3

2
2

3
2

2

3 +−=−+−=






 −−=− xyxxy . 

 
 Recta normal:   ( ) 0433612 =−−++≡ πyxn . 
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c )  

Siendo las pendientes 
2

3
1 =m  y 22 −=m . Sabiendo que el ángulo que forman dos 

rectas conocidas sus pendientes es 
21

21

·1 mm

mm
tag

+
−=α : 

 

( )
( )( )

( ) ≅+=+++=
−

++=
−

+=
−

+

=
−

+
=

4

357

4

33434

132

1334

132

34

31
2

34

2·
2

3
1

2
2

3

αtag  

 

''18'40º759151'3
4

66'15 =⇒=≅ α . 
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