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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y s¢
han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podra disponer de una calculadora cientifica o grafica para la ree
cion del examen. Se prohibe su utilizacion indebida (para guardar formulas en me
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos y graficos deberan e
siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Obtener razonadamenéscribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado

2 -2 1
a ) El valor del determinante de la matsiz| 1 1 1|,y la matriz S, que es la ma-
-1 3 5

triz inversa de S. Indicar la relacion entre el valor del determinante de una matriz S
o no nulo y la propiedad de que esta matriz admita matriz invérsa S

b ) El determinante de la matiiz- (T2)]*, sabiendo que T es una matriz cuadrada de :
filas y que 20 es el valor del determinante de dicha matriz T.

a a’-1 -3 a a+l -3
c ) La soluciérnu de la ecuacidona+1 2 a’*+4|=|a’-1 2 4a|.
-3  4a 1 -3 a’+4 1
a)
2 -21
IS|=| 1 1 1/=16 3 2+ + 6+10=20=|S|.
-1 3 5

Para hallar 3 utilizamos el método de Gauss-Jordan.
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b)
Para resolver este apartado deben conocerse las siguientes propiedades de |z
trices y los determinantes:

1.- El determinante de un producto de matrices es igual que el producto de
determinantes de las matrices’|=| T T|=|T| |T|= 20-20=400.

2.- El producto de una matriz por un nimero es otra matriz cuyos elementos
sido multiplicados por dicho numero.

3.- Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican o dividen por
namero, el determinante de la matriz queda multiplicado o dividido por dicho namero

4.- El determinante de la inversa de una matriz es igual que el inverso del de
minante de la matriz.

Teniendo en cuenta las propiedades anteriores y que T es una matriz cuadrac
orden tres:

4 1 _ 1 _ 1 _ 1

“4'(T2)] “|la-(r2)] 4 |T?| e64-400  25600°

Cc)
a a*-1 -3 a a+l -3
) , a-1=a+1| (at+tl(a-1)=a+1
a+l 2 a‘+4|=la" -1 2 4a:>2 2 4= 24 =
= +4=
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2°) Se dan los puntos A(1, 5, 7) y B(3, -1, -1). Obtener razonadaresotiiendo to-
dos los pasos del razonamiento utilizado

a ) Las ecuaciones de los plamgy m, que son perpendiculares a la recta r que pasa p«
los puntos A y B, sabiendo que el plangasa por el punto A y el plamg pasa por el
punto medio del segmento cuyos extremos son los puntos Ay B.

b ) La distancia entre los planosy ..

c ) Las ecuaciones de la recta r que pasa por los puntos Ay B, y los puntos de la re
que estan a distancia 3 del punto C(1, 0, 1).

a)

Los puntos A y B determinan el vecter= AB=(2, -6, -8), que es normal a los
planosn; y m,, que pertenecen al haz de planos paralelos cuyo vector normal es line
mente de vectow , por ejemplon =(1, -3 -4): f= x-3y-4z+D=0.

El plano=n; del hazp, por contener al punto A(1, 5, 7), tiene que satisfacer s
ecuacion:

LB=x-3y-4z+D=0

= 1 35 4.#D=0;;+ 15 28D=0;;,-42+D =0 ;;
A1, 5 7)

D=42 = m = x- 3y— 4+42=0.

El punto medio del segmento de extremos A(1, 5, 7) y B(3, -1, -1) es M(2, 2, 3)

El planon, del hazB, por contener al punto M(2, 2, 3), tiene que satisface
Su ecuacion:

L= x-3y-4z+D=0

= 2 3.2 43D=0;2612D=0;-16+D=0;;
M(2 2 3)

D=16 = m, = x—- 3y— 4+16=0.

b)
D, - .
La distancia entre dos planos paralelosies | D,| , que aplicada a los
/A2+ BZ +CZ

planosn; y w, resulta:

|42 16| _ |26 _ 26
d(7z, 7,) \/12 T2 = JIrotic \/_—\/_Eiumd




c)
El vector n=v, =(1,-3 -4), es director de la recta r, cuya expresion dada pc
X=1+A
unas ecuaciones paramétricas esy=5-31.
z=7-4/

Los puntos de la recta r son de la forpfa+ A, 5- 31, 7-44).

El vectorPC es: PC=C-P=(10,)-(#A,5 31, 7-41)= (-1 ,- 5+ 31, —-6+44).

‘P_c"=3:sJ(—/1)2+(— 6 +(- 6 AP = 30+ 25 30+ 9+ 36- 481 +1612 =9 ;;

3t/9-8 _3%1
= =

28° - 784 +52=0 : A*-31+2=0:: A= > 5

A=1;A,=2.

Los puntos de la recta r pedidos son los siguientes:

A=1- P(2273)
P(#A,5 3, 7-44) = :
A=2- B(3-1-1)
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3°) Sea f la funcién real definida pdf ¥ = x-e* -3x. Se pide la obtencién razonag@s-
cribiendo todos los pasos del razonamiento utilizéelo

a) Los puntos de corte de la curya f(x) con el eje X.

b ) El punto de inflexién de la curva= f(x), asi como la justificacién razonada que
la funcion f es creciente cuando x > 2.

c ) El &rea limitada por el eje X y la curya f(x), cuandoos x< L3, donde L significa
logaritmo neperiano.

a)
{}= 5 x&- &= O;;x(ex—;).: 0- x=0;,e"-3=0;;,€=3 -5 x=L3.
Los puntos de corte con el eje X son O(0, 0) y A(L3, 0)
b)

Es condicion necesaria que, para que una funcion tenga un punto de inflexior
un punto tiene que anularse su segunda derivada para ese punto.

fl = 1- &+ x-& -3=¢*(x+1)-3
f( ¥= é(x & & O=€(x+J=0= x+2=0;; x=-2.

2 6622
P

f(- 2=-2€2-3-(-2)=6-

2 _
0573 = PI:B( 26e 2].

eZ

Es evidente que si x > 2 e x>2)= &?(x> 2+ 1)-3>0.

Queda justificado que la funcién es creciente para x > 2

c)

Teniendo en cuenta los puntos de corte con los ejes y que f(k) <0 con 0 <k <
por ejemplo: 0< 1< L3= f(1)=e-3<0, todas las ordenadas de la funcién en el intervalc
(0, L3) son negativas, por lo cual, el area pedida es la siguiente:

ST (f - d;ch(xé—:%))- dx=f>(ef‘—3)-dx:>{( = U dx=dy }:>

é—3) dx dv- v=¢e‘-3x

:[x(ye_3kj-é3% d’} { eX3X ex+3—;1 {xe‘ -3X% - e+3)2(} =



27° 5 , ,
={e”(x—1)—3%} :_1{&3('-3_1)‘3.('2_3) =—1—3(L3—1)+3L23:—1—3L3+3+3"23:

2
3L23J ¥=SO 2 330- 181= 051 % = S.

2(2— 3L3+
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OPCION B

(1— a)x+ 2y+z=4
1°) Se tiene el sistema de ecuaciones linegkes/-2z=-4 , dondeo es un para-

x+ 4y-(a+1)z=-2a
metro real. Obtener razonadameek®alor de los determinantes siguientes, escribiend
todos los pasos del razonamiento utilizado

a ) Los valores del parametugara que el sistema es incompatible.
b ) Los valores del parametugpara que el sistema es compatible determinado.
c ) Todas las soluciones del sistema cuand@.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

l-a 2 1 l-a 2 1 4
M= 1 1 -2 |yM=l1 1 -2 -4
1 4 -(1+a) 1 4 -(1+a) -2a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn de el siguiente:

1-a 2 1
IM|=| 1 1 -2 |=—(ta)fta)+ 4 4 1+q1-a)+2l+a)=
1 4 —(1+a)

_ 6£4/36-32 _ 624 _

=(2a%)- % 8 8¢ 2 2=-1 £+ 9 6a=a’-6+8=0;; a= : ;

=%=3¢1:> a=2; a=4.

az2
Para {a;t 4} = RangoM= RangoM'= 3= rP incog. = Compatible determinado

-12 1 4
Paraa=2 = M'=s| 1 1 -2 -4|= {C =-4C,} = Rangode M'=2,
1 4 -3 -4

Paraa=2= RangoM= RangoM'= 2< rP incog = Compatible indeterminado.




-32 1 4
Paraa=4 = M'=| 1 1 -2 -4|= RangodeM'= {C, C,, C,} =

1 4 -5 8
-3 2 4
=|1 1 -4/=- 24 16 & 4 48-16=-84#0 = RangoM'=3
1 4 8
Para a=4= RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatile
El sistema es incompatible pase= 4.
c)
- x+2y+z=4
Parao = 2 el sistema esx+ y-2z=-4 , que es compatible indeterminado. Para
X+ 4y-3z=-4

resolverlo despreciamos una ecuacion (tercera) y hacemos, por ejemplo,

_X;_zzzf;jz/‘}: Jy=A ;y=34 iX=-4+ 24 -y=-4+24-3A=-4+31=X.
X=-4+3A
Solucion 1y =341 , UAOR.
z=A1
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. Obtener razonadamengscribien-

-y=0 +y=8
2°) Se dan las rectas =y y s= Xy
=10 X+ y+z=13

do los pasos del razonamiento utilizado

a ) Un vector director de cada recta y la posicién relativa de las rectas ry s.
b ) La ecuacioén del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la rectar.

c ) La distancia entre las rectas ry s.

a)
x—-y=0

10 es cualquiera que sea linealmente de-
Z=

Un vector director de la recﬁ&{

pendiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la dete
nan, que som, =(1,-1,0)y n, =(0, 0, 1).

ik
Vi =[1 -1 0[=-i-j=(-1-10)= v, =(110).
0O 0 1

Cuando las rectas se expresan por ecuaciones implicitas, como es el caso,
mando M y M’ a las matrices de coeficientes y ampliada que determinan, la posicio
relativas de las rectas en funcion de los rangos de las matrices M y M’ son las sigu
tes:

Rango M = Rango M'=3— Sistema C. D.— Las rectas se cortan.

Rango M =Rango M'=2— Sistema C. |.— Las rectas son coincidentes.
Rango M =3 ;; Rango M’ =4— Sistema l.— Las rectas se cruzan.

Rango M =2 ;; Rango M’ =3— Sistemal.— Las rectas son paralelas.

1-10 1-100
: 0 0 1 0 1 10
Las matrices som = y M'=
110 1 0 8
11 1 1 1 13
En primer lugar hallamos el rango de M:
1-10
1-10
0 0 1
M=l o= {R R R}=]0 0 1=-11=-220= RangoM =3.
110
11 1

Para determinar el rango de M’ desarrollamos su determinante por los menc



adjuntos de la primera fila sumando a la primera columna la segunda:

o

100
0 0110 0 L1

IM'|= =1./|2 0 8|= 20r 8-26=2#0 = RangoM'=4.
120 8 > 1 13 —
12113

Las rectas r y s se cruzan
b)
La expresion por unas ecuaciones parameétricas de la recta s es la siguiente:

X+y=8
s= = y=A=>x=8-4;; z=13-x-y=13-8+A-A=5=7z =
X+ y+z=13 ——

8- A
A . Un punto y un vector director de s son P(8, 0, §) ¥(- 1 1, 0).
5

wn
ln

N < X
In

El planor que buscamos, por ser paralelo a r tiene como vector director a su v
tor director v, =(1, 1, 0) y por contener a s contiene a su punto P(8, 0, 5) y tiene con
vector director a su vector directar, =(- 1,1, 0).

x-8 y z-5
La expresion general dees la siguienten(P, v, v—s)s 1 1 0 |=0;
-1 1 0

(z—3+(z—3:0;;iz—$:0::»ﬂEz—5=O.

c)
Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist:
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para determinar un punto Q de la recta r se expresa por unas ecuaciones pal



tricas:

X=A
rz{::i/o_o = x=A,y=A =r={y=1 = Q(0, 0, 10).
B z=10

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto P de la recta s y como final otro punto Q(0, 0, 10) de la recta r, tal cc

se observa en la figura, siende= PQ=Q-P=( 0,0,1)-(8 0,9=(-8 0, 5).

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

vy (vous[ Vo] e[V ov]d = d:‘v’;(ziw)‘
v, Uvg
1 1 0
o 1 -10
d(r, s)= Vr._(VSEW)‘: __8 _0 > :|_5_5|:|_10|=£)=5unidades:d(r, s).
v, OV, i ] K |-k-k| |-2k| 2
0

1-10
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39 Un club deportivo alquila un avién de 80 plazas para realizar un viaje a la empr
VR. Hay 60 miembros del club que han reservado su billete. En el contrato de alqu
se indica que el precio de un billete sera 800 euros si sélo viajan 60 personas, perc
el precio por billete disminuye en 10 euros por cada viajero adicional a partir de eso:
viajeros que ya han reservado el billete. Obtener razonadarasotidiendo los pasos
del razonamiento utilizado

a ) El total que cobra la empresa VR si viajan 61, 70 y 80 pasajeros.
b ) El total que cobra la empresa VR si viajan 60 + x pasajeros, sl&ndm0.

c ) El nimero de pasajeros entre 60 y 80 que maximiza lo que cobra en total la emg
VR.

*) En general, siendo x el nUmero de viajeros que sobrepasan el niumero de 60.
El cobro total de la empresa VR e#x) = ( 60+ x)(800-10x).
Para 61 viajeros -~ x= = G()4( 60)1800 1= 61-79G- 48190 euros.
Para 70 viajeros -~ x= 10 G( ) 60 Y0866 106: 70-70G= 49000 euros
Para 80 viajeros -~ x= 20 G( )20( 60 Y0800 206 80-60G= 48000 euros
b)
dx)=( 60)( 800 )= 48008 600+ 80x—10x>.
q¥=- 10+ 200~ 48006 - 1<’ - 2~ 4800)
c)

El beneficio es maximo cuando la derivada de las ganancias se anula:
G(x)=- 20+ 208 0 ;- 2¢x-10=0= x=10.

El ndmero de viajeros que maximiza las ganancias es.de 70
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