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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y s¢
han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podréa disponer de una calculadora cientifica o gréafica para la
lizacion del examen. Se prohibe su utilizacion indebida (para guardar férmulas en
moria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos y graficos deberan e
siempre debidamente justificados.

OPCION A
X+ 3y+2z=-1

1°) Dado el sistema de ecuacioRes+ 4y+5z=k-2, donde k es un parametro real, se
x+ K y+3z=2k

pide:

a ) Discutir razonadamen#t sistema segun los valores de k

b ) Obtener razonadamentscribiendo todos los pasos del razonamiento utiljzaeo
das las soluciones del sistema cuando k = -1.

c ) Resolver razonadamergksistema cuando k = 0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 3 2 1 3 2 -1
M=|2 4 5|y M=[{2 4 5k-2]|.
1 k? 3 1 k? 3 2k

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de k es el siguiente:
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1 3 2
IM[=|2 4 5|=12 15 &*- 8 %*-18=1-K =0 = k =-1;; k, =1.
1 k* 3

k#-1
Para { K1 } = RangoM= RangoM'= 3= rP incog. = Compatibledeterminado

1
-3|= {c,-¢c,=C,} = Rangode M'=2
2

Parak=-1 = M'=

BN R
= A~ W
w N

Para k=-1= RangoM= RangoM'= 2< rf incég = Compatible indeterminado

13 2-1 13 -1
Parak=1= M'=|2 4 5 -1={C,C,, C} =2 4 -1/= & 2 3+ 4+1-12=
1132 11 2

=1317=-4#0 = RangoM'=3.

Para k =1= RangoM = 2 ;; RangoM '=3= Incompatilte

b)
x+ 3y+2z=-1
Para k = -1 el sistema e2x+ 4y+5z=-3, que es compatible indeterminado como
X+ y+3z=-2
se ha probado en el apartado anterior. Para resolverlo se desprecia una de las ec
nes, por ejemplo la segunda, y se parametriza una de las ecuaciones, porzjemplo

X+ 3y:—1—2)l} X+ 3y=-1-24

=2y=1+4;; y:1+1/1 o X=—2-31-y=
Xxty=-2-31| —-x-y=2+31 2 2

=-2-31- —1/1:— -—A=X.
2
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x+3y+2z=-1
Para k = 0 el sistema e2x+ 4y+5z=-2, que es compatible determinado. Se re-
x+3z=0

suelve del modo siguiente: de la tercera ecuaci®énr3z. Sustituyendo en las otras
ecuaciones:

= y=-1;,-3-2z=-1;;, z=-2.

- 3z+3y+2z=-1| 3y-z=-1| -3y+z=1
- 6z+4y+5z2=-2| 4y-z=-2| 4y-z=-2

SdAucién: x= 6, y=-1, z=-2
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Xx=-1-24
%=z—2 y s={y=1+31 . Obtener
z=1+A
razonadamentescribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado

2°) Se dan el punto A(-1, 0, 2) y las rec:taws%l

a ) La ecuacién del planoque pasa por el punto A y contiene a la rectarr.
b ) La ecuacion del planoque pasa por el punto Ay es perpendicular a la recta s.

¢ ) Un vector direccion de la redtanterseccion de los planasy ¢ y la distancia entre
las rectas s ¥.

a)
Un punto y un vector director de las rectas r y s goa(2, 3 1), M(1, 0, 2) y
v, =(- 2 3 1), N(-1, 1, 1), respectivamente.

Los puntos A y M determinan el vector= AM =M -A=(2, 0, 0).

Los vectoresv, =(- 2,3 1) y w=(2 0, 0) son directores del planopedido, cuya

xtl y z-2
ecuacion general es la siguienzéA v, W)z -2 3 1 |=0;2y-6z-2)=0;
2 0 O

y-4z-2)=0 = 7= y-%+6=0.

b)
El haz de planoB perpendiculares a la recta s tienen como vector normal al ve
tor director de s; su expresion generahes-2x+3y+z+D =0.

De los infinitos planos d&, el planos es el que contiene al punto A(-1, 0, 2), por
lo que tiene que satisfacer su ecuacion:

m=-2x+3y+z+D=0

}:— 2(- J+ 3-0- #D=0;;2+2+D=0;; D=—-4.
A-10 2)

og=-2x+3y+z-4=0

c)

y—-3%+6=0

- 2x+3y+z-4=0
nar un punto y un vector director flse expresa por unas ecuaciones paramétricas:

La rectat interseccién de los planasy ¢ esgs{ . Para determi-

y—-3+6=0
= Z2=U=> Y=—-6 J ;;, X=F+u-4=-18+9u+u-4=

- 2x+3y+z-4=0



X=-11+5u
=-22+1Qu ;;x=-11+5u = (={y=-6+3u = v, =( 5331y C(-11 -6, 0).
z= U

Para hallar la distancia entre las rectastsggnemos en cuenta que la recta s es
perpendicular al plane por lo cual es perpendicular a todas las rectas contenidas en
plano; como la recthesta contenida en el plaaplas rectas s ¥ son perpendiculares.

Un punto genérico de la recta srés + 24, 1+ 31, 1+ 7).

El punto Q de interseccion de la recta s con el pkae® el que satisface sus ex-
presiones:

o=-2x+3y+z-4=0

P(- + 2/1,1+3/1,1+,1)}:>_ 2(- + 2)+ 3(1+ 3)+(1+1)-4=0;

24+ 3F A+ HA1-4=0;:141+2=0 - A=-

~N -

La distancia entre sfyes la misma que la distancia de Q a

La distancia d del punto Q a la re€¢tpuede determinarse teniendo en cuenta qu
C(-11, -6, 0) es un punto dey v, =(5, 3 1) es el vector director de la redta

Para facilitar la comprension del ejercicio
hacemos un grafico aproximado de la situacion.

y que
también puede seS:W'DC_Q", se deduce que la

Teniendo en cuenta qus:d-‘v,f

. . v, 0CQ
distancia esd(Q, ¢)="———'.
V/
— 5 4 6 72 46 6
El vectorCQ es: CQ=0Q-C=|-=, =, = |-(-11-6,0)=| —, —, = |.
Q Q=Q (777j(l )(777j

Aplicando la formula de la distancia:



i ] ok ik
‘5 3 1] Z|5 3 1
40, 1)- v, DCQ 7 %7 §l_ 136 23 3] [|2i- 3¢+ 116- 108 - 23 -15| _
| V| Vsezer 259l 735

_ 2-14+21+7k| _ 3-2+3j+1k| _ 2)(- 2P +F+1 _ 2/4+9+1_ 2414 _ 227 _

7-4/35 V35 V35 /35 V35 V547
= 2\'/;_3/5 = Z\E/SE unid= d(s, ¢).
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3°) Obtener razonadamenescribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado

nMx+ 1 -e*, x<0
a ) El valor de m para el cual la funcidfx)=- ( x-1)senx . €S continua en x = 0.
A T X>
X

b ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fungidx+1) - e**.

¢ ) La integral |:j(x+1)ezx -dx, y el area limitada por la curve=(x+1)-e* y las rectas
Xx=0,x=1ey=0.

a)

La funcion f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es du
sa su continuidad. Para que la funcidén sea continua para x = 0 tiene que cumplirse
los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la fun
en ese punto:

lim lim - y
= [ %) €= 10)= m
Para x=0 = ; = m=1.

lim _ lim (w2)senx _, T
e (W= L )

(*) x“ino ( ﬁlz(senx - xllino (XH) ' x“ino Sexnx

=1-1=1

La funcién f(x) es continua en toda la recta real param = 1.

b)
Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positi
negativa, respectivamente.

v 18+ (e 12 =e?[ 1 (x+ ) -d=(2x+ 3 - e*.

yz 0= (2+ 3 € =0;(%+3)=0= x=-

N

y(x)<0 = x<—g — Decrecimiato: (—oo, —gj

Y(X)>0 = X>—g = Crecimienb: (—g +ooj

C)
I:J‘(x+])e2X -dx:{ U= xtl - du=dx }: (xl-]).%éx—jé.ezx dx=

dw= éx - dX- V:% 'ezx



-1 Ty PR N R g _
_E(H) & Zj'é dx 2(x+])e 55 &+ C 492[2(x+1) 1]+cC.

I:%(Zxﬂ) € +C

En el intervalo [0, 1] todas las ordenadas de la cymvx+1)-e* son positivas,
por lo que el area pedida es la siguiente:

1

S—-:[( % 1) -8 - dx=E(2x+]) -ezx} E(ZH)-eﬂ—E(OH)-eO}:%Z—

NI

0

3?1

S u? 0529u?
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OPCION B

1 -11 -2
1°) Se dan las matrices=| 0 1 1|, B=| 1 |y C=(-1 1 3), obtener razonadamente
0 0 1 -1

el valor de los determinantes siguientes, escribiendo todos los pasos del razonam
utilizado

a ) La matriz inversa Ade la matriz A.
b ) La matriz X que es solucion de la ecuacion A - X =B - C.

c ) El determinante de la matriz 3Msiendo M una matriz cuadrada de orden 2 cuyc
determinante vale Y.

a)
La inversa de A se obtiene utilizando el método de Gauss-Jordan:
1 -11/100 102110
(A/1)=|0 1 1{0 1 0|=>{F,-FR+F}=|01 1|01 0=
0 0 1|00 1 001001
1 0|11 -2 11 -2
Fl—’Fl 2F3 - -1 _ _ -1 —
=N —=|(010/01 -1|= A'=|0 1 1:>\A\_1.
F, - F,-F
0 1100 1 00 1
b)
AX BC;A - AX A BC;l X=A.BC= X=A"-B-C.
11 -2\ (-2 1 -1 1 3
X={01 -1|-|1|(-113=2|(1123=-2 2 s
00 1 -1 -1 1 -1 -3
-1 1 3
|X|=|-2 2 6 |=0, por lineas paralelas proporcionales.
1 -1 -3
| X|=0
c)

Para hallar el determinante de la matriz>2/dbemos tener en cuenta que:

1.- El producto de una matriz por un nimero es la matriz que resulta de multiplicar
dos y cada uno de los elementos de la matriz por el nUmero.



2.- Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un namero rea
valor del determinante de la matriz es el producto del nimero por el determinante d
matriz.

3.- El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los determi
tes de las matrices.

| M=] 2M M M|=] 2-M|-|M|-|M|:(22-—j-—-—:—.
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2°) Se da el triangulo T de vértices A(1, 2, -2), B(0, -3, 1) y C(-1, 0, 0) y los planos
X=-a+p+1

guientes: = x+ y+z+1=0 y m,={y=a-23 . Obtener_razonadamentescribiendo
z=a+pf

los pasos del razonamiento utilizado

a ) La posicion relativa del plamg y del plano que contiene al triangulo T.

b ) Un vectorn, perpendicular al planm, y un vectorn, perpendicular al planm, y
el coseno del angulo formado por los vectones/ n, .

c ) Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de losmlgmes

a)
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:
u= AB=B-A=( 0~ 3)-(12-23=(-1-53).

v=AC=C-A=(- 1,0,0-(12-23=(-2-2 2).

xt1 vy z
Los puntos A, B y C determinan el planeo:; u, V)z -1 -5 3/=0;;
-2 -2 2

- Q.O& )1 & 2= 1o+ (6<+ )1+ ¥=0;;- 4)&)— 4y-8z=0;; x+1+ y+2z=0;;

= JT= X+ y+ 22+1=0.

Los vectores normales de los plamogm, sonn=(112) y n, =(1 1 1), respec-
tivamente; como sus componentes no son proporcionales:

Los planost y m; son secantes

b)

Dos vectores directores del plampson v, =(-111) y v, =(1, -2 1), respecti-
vamente. Un vector normalm es cualquiera que sea linealmente dependiente del pr
ducto vectorial de sus vectores directovesy v, :

i j Kk
n=v0Ov,=-1 1 1|=i+j+ R—k+R+j=38+2j+k=(321) = n,=(321).
1 -21

Del apartado anterior se sabe que-(1 1, 1).



Por el concepto de producto escalar de dos vectores:

non, o (1134329
‘EH”T V P+ B+ R P22 41

‘COSa = COSsqa =

n,

W m =[]

_ 3+2+1 _ 6 _ 6
VB 149+ 4+1 \/_3-x/1_4 \/4_2

O 0258cosa = a= 2212 28".

c)
X=—-a+[+1
Un punto dem,={y=a-28 es A(1, 0, 0) y del apartado b ) se sabe que ul
z=a+pf

vector normal del planm, esn, =(3, 2, 1). La expresion general dg es la siguiente:

T, =3x+2y+z+D=0
A1 0,0)

}:> 3 O0D=0;;D=-3= m,=3x+2y+z-3=0.

X+ y+z+1=0

; SU expresion por unas
3x+ 2y+z-3=0

Los planost,; y m, determinan la rectas{

ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r {x+y+z+1=0 - x+y=—1—/]} - X-2y=2+2)

— 3x+2y=3-1

= = = X=5+1;;
3x+ 2y+z-3=0 3X+2y=3-4

y=—X-1-A=-5-1-1-A=-6-21=y.
X=5+A1

r=.y=-6-24
z=A
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39) Se tiene un cuadrado de marmol de lado 80 cm. Se produce la rotura de una es
y queda un pentagono de vértices A(0, 20), B(20, 0), C(80, 0), D(80, 80) y E(0, 80).
ra obtener una pieza rectangular se elige un punto P(x, y) del segmento AB y se h,
dos cortes paralelos a los ejes X e Y. Asi se obtiene un rectangulo R cuyos veértices
los punto P(x, y), F(80, y), D(80, 80) y G(x, 80). Obtener razonadanesusbiendo
los pasos del razonamiento utilizado

a ) El area del rectangulo R en funcion de x, cuardos 20.
b ) El valor de x para el que el area del rectangulo R es maxima.

c ) El valor del area maxima del rectangulo R.

a)

Los triangulos AMP y PNB son semejantes por lados paralelos; en ellos pue
establecerse la siguiente proporcion:

WZWD” 20—y: X
PN NB' y  20-X

;; 400- 20%-20 y+ Xxy=xy = 20— x—-y=0;; y=20-X.

R=( 86 X)( 80- y)=(80-x)[80- (20— x)]=( 86 x)( 68 x)= 4800+ 80x—60x— X*.

RX)=-x*+ 20x+ 4800




b)

El area sera maxima cuando su primera derivada se anule.
R(x)=- &+ 26=-4x-10=0= x=10. R"(x)=-2<0 = Maximo.

El area R es maxima para x = 10.cm

R( )26 280 20-30 4869 106 208 4800= 4900.

El Area maxima es de 4.900cm

*kkkkkkkkk





