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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Se elegirá solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres 
problemas de la opción. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas 
o programables, y que no puedan realizar cálculo simbólico ni almacenar texto o fór-
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos, numéricos 
y gráficos deberían estar siempre debidamente justificados. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Se da el sistema de ecuaciones ��� − � = �          2� + �
 + � = 12� + � = 2          , donde � es un parámetro real. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) Los valores del parámetro � para los cuales el sistema es incompatible. 
 
) Todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado. 
 �) Las soluciones del sistema cuando � = −1. 
 

----------  �)  
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

 � = �� 0 −12 � 12 0 1 � y �′ = �� 0 −12 � 12 0 1    �12�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = �� 0 −12 � 12 0 1 � = �� + 2� = 0;   ��� + 2) = 0 ⇒ �� = �, �� = −�.  

 
Según el teorema de Rouché-Fröbenius: 

 �� � ! � ≠ 0� ≠ −2# ⇒ $�%& � = $�%& �' = 3 = %º *%�ó&. ⇒ -. .. /. 
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�� � � = 0 01 �' = �0 0 −12 0 12 0 1    012� ⇒ $�%& �' ⇒ �0 −1 02 1 12 1 2� =  

 = 22 12 22 = 4 − 2 = 2 ≠ 0 ⇒ 4�56 7' = 8. 

 �� � � = 0 ⇒ $�%& � = 2, $�%& �' = 3 ⇒ -*190:� *%�;:<�9*
=0. 
 

          �� � � = −2 01 �' = �−2 0 −12 −2 12 0 1    −212 � ⇒ >?@ = −?AB ⇒ 4�56 7' = �.  

 �� � � = −2 ⇒ $�%& � = $�%& �' = 2 < %º *%�ó&. ⇒ -. .. D. 

 
)  

 Para � = −2 el sistema resulta E−2� − � = −2    2� − 2
 + � = 12� + � = 2          , que es equivalente al sistema 

!2� − 2
 + � = 12� + � = 2          , que es compatible indeterminado. 

 

 Haciendo � = F es � = 2 − 2F.  2F − 2
 + 2 − 2F = 1;   2
 = 1;   
 = @�. 

 �� � � = −2 =�1 1;=G�*;%01 1;%: � = F, 
 = @� , � = 2 − 2F, ∀F ∈ $. �)  

 Para � = −1 el sistema resulta:  E−� − � = −1   2� − 
 + � = 12� + � = 2        , que es compatible determi-

nado. Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 � = �K@ L K@@ K@ @� L @ �
K@·�K@N�) = K2K@ K@� @ 2K@ = K�K@N�)K@ = 1.  

 

 
 = �K@ K@ K@� @ @� � @ �
K@ = K@KOK�N�N�N�K@ = K@K@ = 1. 

 

 � = �K@ L K@� K@ @� L � �
K@ = K2K@ K@� � 2K@ = LK@ = 0. 

 �� � � = −1 =�1 1;=G�*;%01 P0= 1*190:� 1;%: � = 1, 
 = 1, � = 0. 

 
 **********  
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2º) Se dan las rectas  ≡ R� − 2
 + � + 3 = 03� + 
 − � + 1 = 0 y 1 ≡ E� = 1       
 = 2�    � = � − 2. 

 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) La recta t paralela a r que pasa por el punto ��0, 1, 0). 
 
) El plano S que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s. 
 �) La distancia entre las rectas r y s. 

---------- �)  
 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

  ≡ R� − 2
 + � + 3 = 03� + 
 − � + 1 = 0 ⇒ 
 = F ⇒ � + � = −3 + 2F3� − � = −1 − F    # ⇒ 4� = −4 + F; 
 � = −1 + @O F;   � = −3 + 2F + 1 − @O F = −2 + TO F. 

 

  ≡ U� = −1 + @O F
 = F              � = −2 + TO F o mejor:  ≡ E� = −1 + F  
 = 4F           � = −2 + 7F. 

 
 Un vector director de r es WXYYY⃗ = �1, 4, 7). 
 

 La recta t es, dada por unas ecuaciones continuas: 9 ≡ [@ = \K@O = ]T. 

 
)  
 Dos puntos de r son ��−1, 0, −2) y ̂ �0, 4, 5). 
 
 Los puntos A y B determinan el vector: �^YYYYY⃗ = `^ − �a = �1, 4, 7). 
 
 Un vector director de s es WbYYY⃗ = �0, 2, 1). 
 
 El plano S pedido tiene la siguiente ecuación general:  
 

Sc�; �^YYYYY⃗ , WbYYY⃗ d ≡ �� + 1 
 � + 21 4 70 2 1 � = 0;  
 4�� + 1) + 2�� + 2) − 14�� + 1) − 
 = 0; −10�� + 1) + 2�� + 2) − 
 = 0;  

 −10� − 10 + 2� + 4 − 
 = 0. 
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S ≡ 10� + 
 − 2� + 6 = 0. 

 �)  
 Las rectas r y s se cruzan o se cortan por ser linealmente independientes sus 
vectores directores WXYYY⃗ = �1, 4, 7) y WbYYY⃗ = �0, 2, 1). 
 
 Es de suponer que se cruzan; en el caso de que se corten, su distancia sería 0. 
 
 Un punto de s es .�1, 0, −2). 
 
 Para una mejor comprensión se hace el esquema adjunto. 
 
  
 
 
 
 
 
 

Se determina un paralelepípedo cuyas dimensiones son los vectores directores 
de las rectas WXYYY⃗  y WbYYY⃗  y el vector :YY⃗ . 

 :YY⃗ = �.YYYYY⃗ = . − � = �1, 0, −2) − �−1, 0, −2) = �2, 0, 0). 
 

 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base 
por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
 

 f = WXYYY⃗ ·  �WbYYY⃗  ×  :YY⃗ ) = |WXYYY⃗  ×  WbYYY⃗ | · ℎ = |WXYYY⃗  ×  WbYYY⃗ | · P ⇒ P = |ijYYYY⃗ · �ikYYYY⃗  × lYYY⃗ )||ijYYYY⃗  × ikYYYY⃗ | . 

 

         WXYYY⃗  ×  WbYYY⃗ = �* m n1 4 70 2 1� = 4* + 2n − 14* − m = −10* − m + 2n = �−10, −1, 2). 

 

P� , 1) = |ijYYYY⃗ · �ikYYYY⃗  × lYYY⃗ )||ijYYYY⃗  × ikYYYY⃗ | = o@ O TL � @� L Lo
|�K@L,@,�)| = |pK�p|q�K@L)rN�K@)rN�r = �L√@LLN@NO = �L√@Lt = �L√@Lt@Lt .  

 P� , 1) = t√@Lt�@  G%*P�P01. 

 
********** 

WXYYY⃗  

WbYYY⃗  
:YY⃗  
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3º) Se da la función u definida por u��) = @[rKt[Nv. 

 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) Dominio y asíntotas de la función u. 
 
) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función u. 
 �) El valor de � > 4 para el que el área de la superficie limitada por la curva 
 = u��) 
y las rectas 
 = 0, � = 4 y � = � es x�3/2). 
 

---------- �)  
 Por tratarse de una función racional su dominio es el conjunto de los números 
reales, excepto los valores reales de x que anulan el denominador. 
 

 �� − 5� + 6 = 0;   � = t±√�tK�O� = t±√@� = t±@� ⇒ {� = �, {� = 8. 

 /�u) ⇒ $ − >2, 3B. 
 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores reales 
de x que anulan el denominador. 
 x�1  0�9�1 � = 2 
 � = 3 1;% �1í%9;9�1 W0 9*��=01. 

 
 Asíntotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma 
la función cuando x tiende a ± ∞: 
 

 n = lim[→� u��) = lim[→� @[rKt[Nv = 0. 

 x�  0�9� 
 = 0 �0m0 �) 01 �1í%9;9� ℎ; *�;%9�= P0 =� uG%�*ó%. 

 
 Asíntotas oblicuas: son de la forma 
 = :� + %, >: ≠ 0, : ≠ ∞B siendo: 
 

 : = lim[→� ��[)[  y % = lim[→� ���[)[ − :��. 
 

 : = lim[→� ��[)[ = lim[→�
��r�����[ = lim[→� @[�[rKt[Nv) = 0. 

 �; 9*0%0 �1í%9;9�1 ;
=*�G�1. 
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)  
 Una función es creciente o decreciente cuando el valor de su primera derivada 
es positiva o negativa, respectivamente. 
 

 u'��) = K��[Kt)�[rKt[Nv)r = tK�[�[rKt[Nv)r. 
 
 Por ser ��� − 5� + 6)� > 0, ∀� ∈ $, u'��) es positiva o negativa cuando lo sea 
la expresión 5 − 2�. 
 

 5 − 2� = 0;   2� = 5 → � = t� ⇒ �u'��) > 0 ⇒ � < t�u'��) < 0 ⇒ � > t�. 

 
 Teniendo en cuenta el dominio de la función, los periodos de crecimiento y de-
crecimiento son los siguientes: 
 . 0�*:*0%9;: u'��) > 0 ⇒ ���−∞, 2) ∪ �2, t��. 

 /0� 0�*:*0%9;: u'��) < 0 ⇒ �� �t� , 3� ∪ �3, +∞). 

 �)  

 Para valores de � ≥ 4, todas las ordenadas de u��) = @[rKt[Nv son positivas, por 

lo cual es: 
 

 � u��)�O · P� = x A� ;   � @[rKt[Nv�O · P� = x A�.     (*) 

 
 Se resuelve previamente la integral indefinida: 
 

 D = � @[rKt[Nv · P� = � @�[K�)�[KA) · P� = � � �[K� + �[KA� · P�.     (1) 

 

 
�[K� + �[KA = ��[KA)N��[K�)�[K�)�[KA) = �[KA�N�[K��[rKt[Nv = ��N�)[N�KA�K��)[rKt[Nv  ⇒ 

 ⇒         � + ^ = 0−3� − 2^ = 1# −2� − 2^ = 0       3� + 2^ = −1# ⇒ 7 = −�, � = �. 

 
 Sustituyendo en (1) los valores de A y B obtenidos: 
 

 D = � @[rKt[Nv · P� = � � K@[K� + @[KA� · P� = −x|� − 2| + x|� − 3| = x 2[KA[K�2. 
 
 Considerando el valor obtenido de I, la expresión (*) resulta: 
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 �x 2[KA[K�2�O
� = x A� ⇒ �2[KA[K�2�O

� = A�.  Por ser � > 4: 

 

 x �KA�K� − x OKAOK� = x A� ;   x �KA�K� − �x1 − x2) = x3 − x2;   x �KA�K� + x2 = x3 − x2; 
 x �KA�K� = x3 − 2x2 = x3 − x4 = x AO  ⇒  �KA�K� = AO ;   4� − 12 = 3� − 6. 

 � = 6. 
 

********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Se da la matriz � = �√5 0 00 1 −20 2 1 �. 

 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) La comprobación de que �K@ = 5K@ · ��, siendo �� la matriz traspuesta de A. 
 
) Los valores del parámetro real λ para los cuales � − FD no es invertible, siendo I la 
matriz identidad de orden 3. 
 �) El determinante de una matriz cuadrada B cuyo determinante es mayor que 0 y 
verifica la ecuación ̂K@ = ^�. 

---------- �)  

 La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: �K@ = ���.  �� ��|�| . 

 

 |�| = �√5 0 00 1 −20 2 1 � = √5 + 4√5 = 5√5.            �� = �√5 0 00 1 20 −2 1�. 

 

�Pm. P0 ^� =
⎝
⎜⎜⎛

2 1 2−2 12 − 20 20 12 20 10 −22
− 2 0 0−2 12 ¢√5 00 1¢ − ¢√5 00 −2¢

20 01 22 − ¢√5 00 2¢ ¢√5 00 1¢ ⎠
⎟⎟⎞ = ¦5 0 00 √5 2√50 −2√5 √5 §. 

 

�K@ = ���.  �� ��|�| = �t L LL √t �√tL K�√t √t �
t√t =

⎝
⎜⎛

√¨̈ � �� �̈ �̈
� − �̈ �̈⎠

⎟⎞. 

 

5K@ · �� = @t · �√5 0 00 1 20 −2 1� =
⎝
⎜⎛

√¨̈ � �� �̈ �̈
� − �̈ �̈⎠

⎟⎞. 

 ©G0P� < ;
�P; ªG0 �K@ = 5K@ · ��. 
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)  

� − FD = �√5 0 00 1 −20 2 1 � − �F 0 00 F 00 0 F� = �√5 − F 0 00 1 − F −20 2 1 − F�. 

 
Una matriz no es invertible cuando su determinante es cero: 
 

       |� − FD| = �√5 − F 0 00 1 − F −20 2 1 − F� = 0; c√5 − Fd�1 − F)� + 4c√5 − Fd = 0;  
 c√5 − Fd`�1 − F)� + 4a = 0;  c√5 − Fd�1 − 2F + F� + 4) = 0;  
 c√5 − Fd�F� − 2F + 5) = 0 ⇒ F� − 2F + 5 > 0, ∀F ∈ $ ⇒  « = √¨. 
 x� :�9 *� � − FD %; 01 *%W0 9*
=0 <� � F = √5. 

 �)  
 ^K@ = ^�. Multiplicando por la izquierda los dos términos por B: 
 
 ^ · ^K@ = ^ · ^�;   D = ^ · ^�. 
 
 Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igual al 
producto de los determinantes de las matrices y que |D| = 1; también que el determi-
nante de una matriz es igual que el determinante de su matriz traspuesta: 
 
 |D| = |^ · ^�|;   1 = |^| · |^�| = |^| · |^| = �|^|)� ⇒ |^| = ±√1; como tiene 
que ser |^| > 0: 
 |^| = 1. 

 
********** 
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2º) Se da el plano S ≡ 6� + 3
 + 2� − 12 = 0 y los puntos ��1, 0, 0), ^�0, 2, 0) y .�0, 0, 3). 
 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) La ecuación implícita del plano ¬ que pasa por los puntos A, B y C. 
 
) El área del triángulo de vértices A, B y C. 
 �) Un punto P del plano S y el volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, B y C. 
 

---------- �)  
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores: 

 
 �^YYYYY⃗ = `^ − �a = `�0, 2, 0) − �1, 0, 0)a = �−1, 2, 0). 
 
 �.YYYYY⃗ = `. − �a = `�0, 0, 3) − �1, 0, 0)a = �−1, 0, 3). 
 

¬c�; �^YYYYY⃗ , �.YYYYY⃗ d ≡ �� − 1 
 �−1 2 0−1 0 3� = 0;   6�� − 1) + 2� + 3
 = 0. 

 ¬ ≡ 6� + 3
 + 2� − 6 = 0. 

 
)  
El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del 

módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos: 
 

 -��­ = @� · ®�^YYYYY⃗ × �.YYYYY⃗ ® = @� · o * m n−1 2 0−1 0 3o = @� · |6* + 2n + 3m| = 

 = @� · √6� + 2� + 3� = @� · √36 + 4 + 9 = @� · √49 = T�. 

 -��­ = T�  G�. 

 �)  
 Un punto P del plano S ≡ 6� + 3
 + 2� − 12 = 0 es, por ejemplo, ��2, 0, 0). 
 
 ��YYYYY⃗ = `� − �a = `�2, 0, 0) − �1, 0, 0)a = �1, 0, 0) 
 
 El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores 
que los determinan: 
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 f��­° = @v · ®±�YYYYY⃗ , ±^YYYYY⃗ , ±�YYYYY⃗ ® = @v · �−1 2 0−1 0 31 0 0� = @v · 6 = 1 GA. 

 
********** 
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3º) Cada día, una planta productora de acero vende � toneladas de acero de baja calidad 
e 
 toneladas de acero de alta calidad. Por restricciones del sistema de producción debe 

suceder que 
 = �AKt[@LK[ , siendo 0 < � < �At . El precio de una tonelada de acero de alta 

calidad es de 900 euros y el precio de una tonelada de acero de baja calidad es de 300 
euros. 
 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) Los ingresos obtenidos en un día en función de �. 
 
) Cuántas toneladas de cada tipo de acero se deben vender en un día para que los 
ingresos obtenidos ese día sean máximos. 
 �) El ingreso máximo que se puede obtener por las ventas de acero en un día.  
 

---------- �)  

 D%& 01;1 = D��) = 300 · � + 900 · 
 = 300 · � + 900 · �AKt[@LK[ = 

 = 300 · �� + v²K@t[@LK[ � = 300 · @L[K[rNv²K@t[@LK[ = 300 · K[rKt[Nv²@LK[ . 

 D��) = 300 · [rNt[Kv²[K@L . 

 
)  
 Para que los ingresos sean máximos es condición necesaria que se anule su pri-
mera derivada: 
 

 D'��) = 300 ��[Nt)·�[K@L)K�[rNt[Kv²)·@�[K@L)r = 300 �[rK�L[Nt[KtLK[rKt[Nv²�[K@L)r = 

 = 300 [rK�L[N@²�[K@L)r . 

 

 D'��) = 0 ⇒ 300 [rK�L[N@²�[K@L)r = 0;  �� − 20� + 19 = 0;   � = �L±√OLLKTv� = 

 = �L±√A�O� = �L±@p� = 10 ± 9 ⇒ �@ = 1, �� = 19. 

 

 Por ser 0 < � < �At  la solución � = 19 no tiene sentido lógico (para mínimo). 

 

 �� � � = 0 01 
 = �AKt@LK@ = @p² = 2. Los ingresos máximos se obtienen: 

 f0%P*0%P; �= Pí� 1 
 2 ³: P0 ��0 ; P0 
�m� 
 �=9� ��=*P�P,  01<0�9*W�:0%90. 
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�)  

 D�1) = 300 · @rNt·@Kv²@K@L = 300 · KvAK² = 300 · 7 = 2.100 

 ´= *%& 01; :á�*:; �= Pí� 01 P0 2.100 0G ;1. 

 
********** 
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