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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tre
problemas de la opcidn. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean grafi
0 programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o for
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricc
y gréficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
ax —zZ=a

1°) Se da el sistema de ecuacio{@s+ ay +z = 1, dondea es un parametro real.
2x+z=2

Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores del parameteopara los cuales el sistema es incompatible.
b) Todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

¢) Las soluciones del sistema cuamde —1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 0 -1 a 0 -1 a
A=<2 a 1)yA’=<2 a 1 1).
2 0 1 2 0 1 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

a 0 -1
Al=[2 a 1|=a?+2a=0; a(a+2)=0=>a,=0,a, = -2.
2 0 1

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

a+0

Para {a 4 _2

}: Rang A = Rang A’ = 3 =n%incég.= S.C.D.
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0O 0 -10 0O -1 0
ParaazOesA’=<2 0 1 1>=>RangA’=> 2 1 1|=
2 0 1 2 2 1 2

=|§ %|=4—2=2¢0=>RangA’= .

Paraa =0 = Rang A = 2,Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.

-2 0 -1 =2
Paraaz—ZesA’=<2 -2 1 1>=>{F1=—F3}=>RangA’=2.
2 0 1 2

Paraa = —2 = Rang A = Rang A’ = 2 < n%incég.= S.C.I.

b)
—2x—z=-2
Paraa = —2 el sistema result2x — 2y + z = 1, que es equivalente al sistema
2x+z=2

{Zx —2y+tz=1 que es compatible indeterminado.

2x+z=2
1

Haciendax = 1 esz = 2 — 24. 2=2y+2-2A=1; 2y=1; y =+

Para a = —2 las soluciones son:x = A,y = %,z =2—-2A,VAER.

—x—z=-1

Paraa = —1 el sistema resulta{Zx —y + z =1, que es compatible determi-
2x+z=2

nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

1 0 -1
1 -1 1 _|—1 —1|
_l2 o 1l _ Tl 4l _ =(=1+2) _
X = = = =1.
—1-(=1+2) 1 1
-1 -1 -1
2 1 1
—1-4-2424242 -1
y = 2 2 I =—=1.
1 1 1
-1 0 -1
2 -1 1 |—1 —1|
- 0
y=l2 0o 21_Tl2 21_0_
-1 -1 -1

Para a = —1 las soluciones del sistema son:x =1,y =1,z = 0.
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X—2y+z+3=0 x=1

= = 2a
3x+y—z+1=0Y°5=)Y
xrTy—z z=a—2

2°) Se dan las rectas= {
Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Larectat paralela a r que pasa por el pity1,0).

b) El planorr que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

c¢) La distancia entre las rectas r y s.

a)

La expresion de r por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

rE{x y+z+3 4o Xtz 3+ 22

iy ozi1oo Y=A= AT TS }=>4x=—4+/1;

x=—14+4 z==-3+224+1-221==-2+22.
4 4 4

1
x=-1+34 x=-1+2
r=y=4 0 mejorr ={y = 44

Un vector director de r &g = (1,4, 7).

. . -1
La recta t es, dada por unas ecuaciones contma%:: yT =

b)
Dos puntos de r safi(—1,0,—2) y B(0,4,5).

Los puntos A y B determinan el vectd = [B — 4] = (1,4, 7).
Un vector director de s & = (0,2, 1).

El planorr pedido tiene la siguiente ecuacion general:

. x+1 y z+2
(4 ABv)=| 1 4 7 |=0;
0o 2 1

Ax+1D)+2(z+2)—14(x+1)—-y=0; =10(x+ 1D +2(z+2)—y = 0;

—10x—-10+2z+4 -y =0.



n=10x+y—-2z+6=0.

c)

Las rectas r y s se cruzan o se cortan por ser linealmente independientes s
vectores directoreg, = (1,4,7) y v, = (0,2, 1).

Es de suponer que se cruzan; en el caso de que se corten, su distancia seria C

Un punto de s e5(1, 0, —2).

Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores director:
de las rectas, y v, y el vectorm.

mM=AC=C—-A=(1,0-2)—(-1,0,—2) = (2,0,0).
El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otr

parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la ba
por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

|‘h=v x 7| -d =d =@Ml

[vy x vg|
i J k
v, X v,=1 4 7|=4i+2k—14i—j=-10i—j+ 2k = (-10,-1,2).
0 2 1
1 4 7
0 2 1
d(r,s) = [or- @sxm)| _ll2 o oll _ |8—28| _ 20 _ 20 :20\/1 5
’ U7 X T I(-10,1,2)]  J(-10)2+(-1)2+22  V100+1+4 105 '

105

d(r,s) = ST unidades.
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39) Se da la funciéfi definida porf (x) =

x2-5x+6

Obtenermrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Dominio y asintotas de la funcig¢n
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fungion

c) El valor dea > 4 para el que el area de la superficie limitada por la quevg (x)
ylasrectay = 0,x =4 yx = a esL(3/2).

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es el conjunto de los niamero
reales, excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

5++/25-24 5+v1  5+1
P-Bx+6=0; x=""——="—=""=x=2x=3

D(f) = R —{2,3}.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tiend:
a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores reales
de x que anulan el denominador.

Las rectas x = 2 y x = 3 son asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma
la funcion cuando x tiendeda co:

k—hmf(x)—llm =0

0 X2—5x+6

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, {m # 0, m # o} siendo:

m = lim £ )yn— lim [f(x)—mx].
x> X X—00
_r
_llmf()—h x%-5x+6 _ -+
x—o0 X X—00 X x—00 X(x2—-5x+6)

No tiene asintotas oblicuas.




b)
Una funcién es creciente o decreciente cuando el valor de su primera derivad
es positiva 0 negativa, respectivamente.

-(2x-5) 5—-2x
(x2-5x+6)2  (x2—5x+6)2"

f) =

Por sel(x? — 5x + 6)? > 0,Vx € R, f'(x) es positiva 0 negativa cuando lo sea
la expresiorb — 2x.

f’(x)>0=>x<§

5—-2x=0; 2x=5->x==-=

N|n

f’(x)<0=>x>§'

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, los periodos de crecimiento y de:
crecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—,2) U (2,2).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe (g, 3) U (3,+).

c)
Para valores de > 4, todas las ordenadas fier) = oo SOn positivas, por
lo cual es:
a cdy =13 1 .gr=13 *
J, f(x)-dx = L>; I o dx=L> ()

Se resuelve previamente la integral indefinida:

1 1
= fx2—5x+6 Hdx = f(x—z)(x_g) f(_ + _) dx. (1)
A B A(x—3)+B(x—2) Ax—3A+Bx-2B (A+B)x+( 3A-2B)
+ =
x—2 x-3 (x=2)(x-3) x2-5x+6 x2—-5x+6

N A+B=0} —2A—-2B=0

—34-2B=1 3A+2B=—1}:>A=_1’B=1'

Sustituyendo en (1) los valores de A y B obtenidos:

[=[—2 —f(—+—) dx = —L|x — 2|+ Llx — 3| =

x2—5x+6

x=2I"

Considerando el valor obtenido de I, la expresién (*) resulta:



_ a _ a
[Lﬁ] =L§:>[ﬁ] =3 Por sen > 4:
x—211y 2 x—211y 2
L2 2 o3 12 1-12)=13-12; L2+ 12=13—-12;
a— -2 a-2 a—2

L2 =13-202=13-14=L>="2=2% 4a-12=3a-6.

a—2
a=6.
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OPCION B

V5 0 0
199Sedalamatriz=( o 1 -2/
0 2 1

Obtenerazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La comprobacion de que! = 571 - A%, siendaA! la matriz traspuesta de A.

b) Los valores del parametro régpara los cualed — AI no es invertible, siendo | la
matriz identidad de orden 3.

c) El determinante de una matriz cuadrada B cuyo determinante es mayor que 0
verifica la ecuacioB~! = B¢,

a)
i t
La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: Adj. de 4 .|Ad|e 4
V5 0 0 V5 0 0
Al=]0 1 —2|=V5+4V/5=5V5 a=(09 1 2|
1 2| _|0 2| |0 1|
-2 1 0 1 0 -2 . 0 0
0 0
Adj.deBt= —| |\/§ 0| _|\/§ 0 =10 \/g 2\/5
-2 1 0 1 0 -2 0 oe
R N
12 0 2 0 1
5 0 0 V5
(o V5 2\/3) 5 00
A1 = AdJ. ded® _\o -2v5 5/ _ o 1
Al 5V5 5

=]
|
N
\_

Ul =

NG
— 0 0
L (V5 0 0 /5 2\
5‘1-At=§- 0o 1 2 :ko E)'
0o -2 1 2 1
0 =5 3

Queda probado que A™* = 571 . A,




b)
V5 0 0 200 V5—1 0 0
A-M=0o 1 —2]-[0o 2 o]= 0 1-12 =2 |
0 2 1 0 0 4 0 2 1-2

Una matriz no es invertible cuando su determinante es cero:

V5—-1 0 0
0 1—1 =2
0 2 1-2

|A—Al| = =0; (V5-1)A-1)2+4(5-2)=0;

(V5-D)[1-D2+4]=0; (V5—-2)(1—21+ 2% +4) =0;
(V5-2)(#?-214+5)=0=>22-21+5>0,YA€ER = 1 =15.

La matriz A — Al no es invertible para A = /5.

c)

B~1 = Bt. Multiplicando por la izquierda los dos términos por B:
B-B™'=B-B I =B-Bt.
Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igual

producto de los determinantes de las matrices {ique 1; también que el determi-
nante de una matriz es igual que el determinante de su matriz traspuesta:

|I| = |B-Bt|; 1=|B|-|Bt|=|B|-|B| = (|B|)®> = |B| = +V1; como tiene
que selfB| > 0:

|B| = 1.
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2°) Se da el plang = 6x + 3y +2z—12 =0 y los puntos4A(1,0,0), B(0,2,0) y
€(0,0,3).

Obtenermrazonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion implicita del plarnoque pasa por los puntos A, By C.
b) El area del triangulo de vértices A, By C.

¢) Un punto P del planm y el volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C.

a)
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:
AB = [B—A] =1[(0,2,0) — (1,0,0)] = (-1,2,0).
AC = [€ — A] =[(0,0,3) — (1,0,0)] = (—1,0,3).
L x—1 y =z
o(4; ABJAC)=| -1 2 0|=0; 6(x—1)+2z+3y =0,
-1 0 3
c=6x+3y+2z—6=0.
b)

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad de
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

i

2

. |AB x AC| == =§-|6i+2k+3j|=

S

Sapc =

J
-1 2 0
-1 0 3

= e+ 22+37 =236 +4+9 =5 VA9 =",

2

SABC = u-.

NN

Un punto P del planm = 6x + 3y + 2z — 12 = 0 es, por ejempla? (2,0, 0).

AP =[P —A] =[(2,0,0) — (1,0,0)] = (1,0,0)

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectore
gue los determinan:



Vapep =

Nlr

S ON
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3°) Cada dia, una planta productora de acero vetuteeladas de acero de baja calidad
ey toneladas de acero de alta calidad. Por restricciones del sistema de produccion de

23-5 . 23 .
suceder qug = T—; siendol < x < = El precio de una tonelada de acero de alta

calidad es de 900 euros y el precio de una tonelada de acero de baja calidad es de :
euros.

Obtenermrazonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:
a) Los ingresos obtenidos en un dia en funcion.de

b) Cuéantas toneladas de cada tipo de acero se deben vender en un dia para que
ingresos obtenidos ese dia sean maximos.

c¢) El ingreso maximo que se puede obtener por las ventas de acero en un dia.

a)
Ingresos = 1(x) = 300 - x + 900 - y = 300 - x + 900 - =— =
— A2 _ 2
— 300 - (x+69 15x) — 300 - 10x-x*+69-15x _ 300 - X2_5x+69
10— 10-x 10-x
x2+5x-69
I(x) = 300 o
b)

Para que los ingresos sean maximos es condicion necesaria que se anule su |
mera derivada:

1 _ (2x+5)-(x=10)—(x?+5x—69)-1 _ 2x2-20x45x—-50-x2—5x+69
I'(x) =300 PR =300 =" =
x%2-20x+19
2 —
I'(x) =0 300% =0 x2—20x+19=0; x = 20i\/4200 76 _

_ 20+v324 _ 20418
===

=10+9=x, =1,x, = 19.

23 ., . . , . , .
Porsell < x < = la solucionx = 19 no tiene sentido l6gico (para minimo).

23-5 18

Parax =eesy = e iairs 2. Los ingresos maximos se obtienen:

Vendiendo al dia 1y 2 Tm de acero de baja y alta calidad, respectivamente.




1245.-1-69

1(1) = 300 - =300--2=300-7=2.100
1-10 -9

Elingreso maximo al dia es de 2.100 euros.
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