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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tre
problemas de la opcidn. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean grafi
0 programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o for
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricc
y gréficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Sean Ay B dos matrices cuadradas de orden 3 taleg gue-A — I y 2B3 = B,
siendo! la matriz unidad. Obteneazonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La justificacion de que la matriz A es invertible.

b) Los valores posibles del determinante de B.

¢) El valor del determinante de la matBZ, sabiendo que la matriz B tiene inversa.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
A2=—A—-1, A>+A=-1, A-(A+D=-I=|A-(A+D| =|-1|;
|A||A+ 1| =—-1=|A]| #0,|A+ 1| # 0, lo cual prueba que:

La matriz A es invertible como queriamos justificar.

b)
Una solucion trivial e§B| = 0 y otras soluciones son las siguientes:
2B3=B; 2B2.B=B=2B?=1;2-B-B=1=|2-B-B|=|I|;
=1, 3. =1, 2_1 = l: L
2BIIBl=1; 2°-|BIIBl=1; (BD)?=;=|Bl =+ ;==
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Soluciones: |B| = 0; |B| = i\i—i.

c)
2B3=B; 2B2-B=B; 2B>-B-B~'=B-B~1; 2B2.[=1;
2-B-B=1=|2B||B|=1; 23-|B||B| = 1; |BZ|=§,

|B?| ==,
8
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o _(x—=2y—-2z=1
2°) Se dan Iarecba_{x_l_By_Z=1

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

y el planorr = 2x + y + mz = n. Obtener

a) Los valores den y n para los que la rectay el planor se corten en un punto.
b) Los valores den y n para los que la rectay el planor no se cortan.

c¢) Los valores den y n para los que la rectaesta contenida en el plano

a)
La rectar y el planorr se corten en un punto cuando el sistema que forman es
compatible determinado.

x—2y—2z=1
La rectar y el planor determinan el sistemax + 3y —z =1},
2x+y+mz=n

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con ti
incognitas es compatible determinado cuando los rangos de las matrices de coeficient
y ampliada son iguales e igual al nimero de incognitas, es decir, tres.

Para que el rango de ambas matrices sea tres es suficiente que el rango de
matriz de coeficientes sea tres, 0 sea, que su determinante sea distinto de cero.

1 -2 =2
La matriz de coeficientes ds= <1 3 —1).

2 1 m
1 -2 =2
|[Al=11 3 -—-1|=3m—-2+4+4+12+1+2m=5m+15=0;
2 1 m

m+3=0=>m=-3.

Larectary el plano m se cortan en un puntoVm € R —{—-3}yn € R.

b)

La rectar y el planor no se cortan cuando son paralelos sin ser coincidentes, o
sea, cuando el vector normal del plano y el vector director de la recta son perpendic
lares y el plano no contiene ningun punto-de

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.

Para determinar un punto y un vector de la recta expresa mediante unas
ecuaciones parameétricas:



{x—Zy—Zz=1 x—2z=1+2/1}—x+2z=—1—21}:>

r ﬁy:}{ﬁ

x+3y—z=1 x—z=1-31 x—z=1-31
x=1-84
=>z=-54 x=14+21-101=1-81=>r=Jy=1
z = —51

Un punto y un vector director desonP(1,0,0) y v, = (8,—1,5).
Un vector normal del plano = 2x + y + mz = n esn = (2,1, m).
v, -n=0=(8-1,5-(2,1,m)=0; 16 —1+5m=0; 15+ 5m = 0;

3+m=0>m=-3.

mT=2x+y—3z=n
T¢EP=> P(1,0,0)}:>2+0_0¢n:>n¢2'
Larectaryelplano wno se cortanparam = =3 yn #+ 2.

c)
La rectar esta contenida en el plana@uando tienen infinitos puntos en comun,
0 sea, cuando el sistema que forman es compatible indeterminado.

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema es compatible indetermina

cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales y menor
gue el nimero de incognitas, es decir, menor que tres.

Un menor de la matriz de coeficientesi%s i| #+ 0= Rang A = 2.

1 -2 -2 1
A’=<1 3 -1 1>=>RangA’=2=>{F1+F2=F3}=>n:2.
2 1 -3 n

La rectar esta contenida en el plano t param = -3 yn = 2.
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3°) Se consideran las curvas= x3, y = ax y la funciénf (x) = x3 — ax, siendoa
un parametro real § > 0. Obtenemrazonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los puntos de corte de la cunwva= f(x) con los ejes de coordenadas y los interva-
los de crecimiento y de decrecimiento de la fungion

b) La gréfica de la funciéfi cuandoa = 9.

c) El valor del parametra, el area de la region acotada del primer cuadrante encerrade
entre las curvag = x3 ey = ax, cuandaz > 1.

d) El valor del parametra para el que el area obtenida en el apartaaoincide con
el area de la region acotada comprendida entre la gurva3, el eje OX y las rectas
x=0yx=2.

a)
Corteconeleje Yf(x) =x3—ax=>x=0= f(x) =0 = 0(0,0).

Cortesconeleje X(x) =0=>x3—ax=0; x(x?—a) =0=>

= x; = 0; x, = —Va,x; =+va = 0(0,0),P(—va,0) y Q(+/a,0).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

Las raices de la derivada dividen el dominio de la funcion, que es R, en los tre

siguientes intervalosﬁ—oo,—g),( via M) (@,+oo) gue son, alternativa-

3
mente, crecientes o decrecientes.

37’ 3

Considerando, por ejemplo, el valoe 0 € (—@@) esf'(0) =—-a <0.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que so
los siguientes:

f(x) creciente: f'(x) > 0 = xe (—00, ——

f(x) decreciente: f'(x) < 0 = xe (——,— :




b)

Cuandaaz = 9 la funcién es (x) = x3 — 9x. Mg | 4Y
Los puntos de corte con los ejes son los siguien- [ g
tes:0(0,0), P(—3,0) vy Q(3,0). f(x)
Los puntos maximo y minimo son los siguientes:
fl(x) =3x2-9=0; x2=3>
$X1=_\/§,XZ=\/§- P O Q
-3 3 X
Teniendo en cuenta la simetria con respecto al
origen de la funcion por s¢—x) = —f(x): - i
-4 | |
f(=V3)=-3V3+9V3=6/3=104 =
= Max = M(—/3,6v3). 8
Por simetriaMin. = N(v/3,-6V3). N

La representacion grafica de la funcidén, aproximada, aparece en la figura ad
junta.

c)
La abscisa del punto de corte de la curva x3 con la Y+ ]
rectay = ax, cuandaz > 1, es la siguiente: 8
l: ax
x}=ax; x> =a>=x=+a. 11/

En el intervald(0,va) las ordenadas de la recta son ma=
yores que las correspondientes ordenadas de la funcion, parlo O 2
cual el &rea pedida es la siguiente: :

/ .

(Vg — 13T dy = [ XY /|
S—fo [ax x]dx—[2 4]0— 11
y=x

_fe@’ (@) _we_a_@ o _ 2’ o b

- 2 4 2 4 2 4 4 4
2
s=% 2

4

d)
El area de la region acotada comprendida entre la gueva3, el eje OX y las



rectasx = 0 y x = 2 es la siguiente:

S = x—[—] =2 _0=4

2

%:4; a*=16=2>a>0 = a=4.

kkkkkkkkkk



OPCION B

0 0 -1 1 0 0
1°) Se consideran las matrices- <0 1 0>el=<0 1 0>. Obtenerrazona-

1 0 0 0 0 1
damente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) La justificacion de que A tiene matriz inversa y el célculo de dicha indéefsa
b) La justificacion de qud* = 1.

¢) El célculo de las matrice¥’, A3° y A190,

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
0O 0 -1
|JA|=10 1 0]|=1+#0 = Lamatriz A es invertible,c.q.j.
1 0 O

Se obtiene la inversa depor el método de Gauss-Jordan.

0 0 —1|1 0 0 10 010 0 1
(A|I)=<O 1 ofo 1 0>=>{F1<—>F3}=><0 1 00 1 0>=>
10 0lo o 1 00 —-111 0 0
10 00 0 1 0 0 1
:>{F3—>—F3}=><0 1 0/0 1 O>=>A‘1=<O 1 o).
0 0 1-1 0 o —1 0 0

2 0 -1
>M1= <—4 1 2 >
-1 0 1

b)
0 0 -1 0 0 -1 -1 0 O
A2=A-A=<O 1 O)-(O 1 0>=< 1 0).
1 0 O 1 0 O 0 -1
-1

A3=A2-A=<O
0

0
1
0
0 0 1 0 0 -1
A4:A3-A=<O 1 0)-(0 1 0)
-1 0 0 1 0 0

Queda justificado que A* = I.

=) o - O




A30=(A4)7'A2=I7'A2=A2 = A30:<

AL00 = (44)25 = [25 = [ = A100 =
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2°) Se dan la recta= xT_l = % = % y el planor = 2x —y + bz = 0, siendoa y b

dos parametros reales. Obtereonadamente, escribiendo todos los pasos del razo-
namiento utilizado:

a) El punto de interseccion de la reetg el planor cuandaa = —b = 1.
b) La distancia entre la rectay el planor cuandoa = b = 4.

c) La posicion relativa de la rectay del planor en funcién de los valores de los
parametros y b.

a)
Paraa = —b=1=r=2=Y=22 Yyr=2x—y—z=
4 1 -1
x=14+41
La expresion de dada por unas ecuaciones parameétricassesy = A
z=1-1

n=2x—y—z=0

x=1+44 Al
rE{y=/1 =2(1+40) - A-(1—-2) =0;
z=1-21

2+81—A1—14+1=0; 8,1+1=o=>,1=—§.

(r=1-ag=1-4=))
r=-i =G
lz=1+5=3 )

b)
Paraa=b=4=>rExT_1: =% ymn=2x—-y+4z=0.
Un punto y un vector director aesonA(1,0,1) y v, = (4,4, —1).

Un vector normal del planw esnt = (2, -1, 4).

Como es ldgico, la recta r es paralela al plano (en cualquier otro caso la distanci
seria cero), para lo cual es necesario que el vector director de la recta sea perpendict
al vector normal del plano, o sea, que su producto escalar tiene que ser cero, como

comprueba a continuacion:

v,-n=(44,-1)-(2,-1,4) =8—4—4 =0 = Paralelos,c.q.c.




La distancia de la rectaal planor es la misma que la de cualquier punto-de
al planor.

La distancia de un punt®,(x,, yo,Z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

L, _ |Ax0+By0+CZO+D|
dada por la formuld (P,, ) = TI5Tce

Aplicando la formula al puntd(1,0,1) y al planor = 2x —y + 4z = 0:

|2:1-1-0+4-1] _ [2-0+4] _ 6 _ 6/21 _ 2v21

= = unidades.
J224(-1)%+42  Va¥i+ie V21 21

d(P,m) =d(r,m) =

La expresion de por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

=>'r:{ax—4y=a
—x+1=4z—-4 W +4z=5"

r

= , —_—

x-1 _y _ z-1, _{ax—a=4y
4 a

ax —4y =a
La rectar y el planor determinan el sisterr{ac +4z=>5 :
2x—y+bz=0

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

a —4 0 a —4 0 a
M=<1 0 4>yM’=<1 0 4 5).
2 =1 b 2 -1 b O

Segun sean los rangosMey M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1.—Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2.—Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3.—Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.
a —4 0 a 1 0 4 5
RangMyM’=><1 0 4 5>=>{R‘}?;2§0}=><2 1 b 0>=>
2 -1 b O —4 0 a
F, > F, — 2F, 1 0 4 5 1 0 4 5
=>{ }:> 0 -1 b-8 —10)=(0 -1 -8 —10]=
F3_)F3_aF1
0 —4 —4a —4a 0 1 a a

1 0 4 5
:{F2<—>F3}=><0 1 a a)=>{F3—>F3+F2}:
0 -1 b—8 —10



-

1 0 4 5
0 1 a a).

0 0 a+b—8 a—-10

a+b—-—8=0;, a=8-b>
Paraa=10yb = —-2 = Rang M = Rang M' = 2.

Paraa =10y b = —2 = Larecta esta contenida en el plano.

Paraa =10y b + -2

Paraa;t10ya+b¢8}=>RangM=Ran‘gM -

Paraa=10y b # -2

Paraa#10ya+b # 8} = Larectay el plano son secantes.

Paraa+10ya+b + 8 = Rang M = 2; Rang M' = 3.

Paraa #10ya+ b # 0 = Larecta y el plano son paralelos.
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3°) Se considera el triangulo T de vértieg®,0), A(x,y) y B(0,y), siendox > 0,
y > 0, y tal que la suma de las longitudes de los lados OA y AB es 30 metros. Obtene
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area del triangulo T en funcion de
b) El valor dex para el que dicha area es maxima.

c¢) El valor de dicha &rea maxima.

a)
Para facilitar la comprension del ejercicio se ilustra y
con un dibujo aproximado de la situacion. B(0,7)¢=

BaseXxAltura Xy
S=——0——==

|

|

|
- |
0(0,0) * x

OA + AB = 30; /x2 +y? +x = 30;
Vx¥2+y2=30-x x*+y*= (30 —x)* = 900 — 60x + x*; y* = 900 — 60x =
=y =+/900 — 60x.

Sustituyendo el valor obtenido geen la expresion (*):

S=%=w=%-\/900x2—60x3.

S(x) =Z-4/900 — 60x.

2

b)
La condicion necesaria para que el area sea maxima es que se anule su prim
derivada:

1.800x—180x2

1
, 0 —————————————————————
§'(x) = 2 2v900x2-60x3

= 0= 1.800x — 180x% = 0; 180x(10—x) = 0 =
= X1 = O,xz = 10.

La soluciénx = 0 carece de sentido y, ademas, con cumple la condicion.

La superficie es maxima para x = 10 metros.

c)

S(10) = ? -v/900 — 60 - 10 = 5 - /300 = 50v3 = 86,60.



La superficie maxima es S = 86,60 metros cuadrados.
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