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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tre
problemas de la opcidn. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean grafi
0 programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o for
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricc
y gréficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
—x+ay+2z=a

1°) Se da el sistema de ecuacio{@s+ ay —z = 2 , dependiente del parametro real
ax—y+2z=a

a. Obtenerazonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando= 2.

b) Los valores del parametoopara los que el sistema es compatible determinado.

c¢) El valor del parametra para que el sistema es compatible indeterminado y obtener
todas las soluciones del sistema para ese valor de

a)
—x+2y+2z=2
Cuandoa = 2 el sistema result{aZx + 2y —z =2 . Resolviendo por la regla
2x —y+2z=2
de Cramer:
2 2 2
2 2 -1
c=dz -1 2l _ 8-4-4-8-2-8 _ -18 _ 2
T 1F1 2 2|7 _4-4-4-8+1-8 -27 3
2 2 -1
2 -1 2
-1 2 2
2 2 -1
_l2 2 2| _ —4+8-4-8-2-8 _-18 _ 2
y= -27 o —-27 T 27 3
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-1 2 2

2 2 2
y=l2z -1 2l _ -4-4+8-8-2-8  -18 2
-27 -27 -27 3

- 2
Solucion:x =y =z = 3

b)

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con t
incognitas es compatible determinado cuando las matrices de coeficientes y ampliac
tienen rango tres, o0 sea, cuando el determinante de la matriz de coeficientes es distir

de cero:

-1 a 2
Matriz de coeficientes = ( 2 a —1).

a -1 2
-1 a 2
IM|=[2 a -1|=-2a—4—-—a*-2a*°+1—4a=0;
a -1 2

—3a?—-6a—-3=0; a’?+2a+1=0; (a+1)?=0=>a=-1.

El sistema es compatible determinado Va € R — {—1}.

c)

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema de tres ecuaciones con ti
incognitas es compatible indeterminado cuando las matrices de coeficientes y ampliac
tienen el mismo rango y menor de tres, que es el nimero de incognitas.

-1 a 2 a
La matriz ampliada e’ = < 2 a -1 2).
a -1 2 a

-1

Del apartad®) = Paraa = —1 = Rang M = 2 por Sel'i 5 :ﬂ * 0.

-1 -1 2 -1
Paraa=—1:>M’=<2 -1 -1 2>=>{61:C4}=>RangM’=2.
-1 -1 2 -1

El sistema es compatible indeterminado para a = —1.

—x—y+2z=-1
Paraa = —1 el sistema result%Zx —y—z=2 ,que tiene dos ecuaciones
—x—y+2z=-1



: : . x+y—2z=1
iguales, por lo que es equivalente al S|ste£Qa_. y—z= 2}.

x+y—2z=1
2x—y—z=2

x+y=1+24

}ﬁz:l:>2x—y=2+/1

}=>3x=3+3/1; x =14+ A

x+y=1+24 1+A+y=1+21=>y=A

Solucion:x =1+ A4, y=4;, z=A4VAER.
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o) = x+y_Z+1=0
2°) Se dan el pun®(1, 1, 1), la feCtaf—{x_I_zy_Z_l =0

generalr = x + y + z = 1. Obtenerazonadamente, escribiendo todos |os pasos del
razonamiento utilizado, las ecuaciones de:

y el plano de ecuacion

a) El planoa que contiene al pun®y a la recta.

b) La rectas que pasa por el pun®y es perpendicular al plang la distancia del
puntoP al planorr y el punto de interseccién de la recteon el planor.

¢) El planoo que contiene a la rectay es perpendicular al plamo

a)
La expresion de la rectadada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_(x+y—z+1=0 _ x+y=—4+l}—x—y:1—l
r_{x+2y—z—1=0=>z_/1:>x+2y:1+l x+2y=1+/1}:>
x=-3+41
=>y=2; x:—1+/1—y=—1+/1—2:—3+/1:,~r5{y=2
z=A

Un punto de- esA(—3,2,0) y un vector director deesv, = (1,0, 1).

Los puntos A y B determinat? = [P — A] = (4,—1, 1).

_ x—1 y—1 z-1
a(P; v, AP)=| 1 0 1
4 -1 1

=0

4y-D-C-D+Ex-D-@-D=03(y-D+Ex-D—-(z-1) =0;
x—1+3y—-3-z+1=0.

a=x+3y—z—3=0.

b)
Un vector normal del planoesn = (1,1, 1), que también es vector director de
la rectas pedida:

x=14+4
s=Ejy=1+A
z=14+41

|Ax0+By0+CZO+D|

La distancia de un punto a un planaiés, n) = — ————=

. Aplicada al



puntoP(1,1,1) yplanot=x+y+z—-1=0:

d(P ) = [11+1-141-1-1] _ [141+41-1] _ 2 _ 23
ST V1Zy12+12 | Viti+l V3 3
V3

d(P,m) = % unidades.

El punto de interseccidn de la restaon el planar es la solucion del sistema
que forman:

n=x+y+z—-1=0

x=1+41 "
SE{y=1+/1 SA+D)+A+D+A+A)—1=0;
z=1+41

1424+14+2+1+1—-1=0; 3A=—2=>,1=—§.

c)
Un punto de- esA(—3,2,0):

x+3 y—2 z
ol4; vy,m)=| 1 0 1[ = 0;
1 1 1

y—2)+z—-(x+3)—-(y—-2)=0; - (x+3)+2z=0; —x—3+2z=0.

c=x—z+3=0.
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3°) Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m de anchura, c
el punto N situado en el otro lado de la calle, 18 m mas abajo, mediante dos cable
rectos, uno desde M hasta un punto P, situado al otro lado de la calle, y otro desde
hasta el punto N. Se represento la calle en un sistema cartesiano y resulté que los pun
sonM(0,6), P(x,0) y N(18,0). El cable MP tiene que ser mas grueso debido a que
cruza la calle sin apoyos intermedios, siendo su precio de 10 euros/m. El precio d
cable PN es de 5 euros/m. Obtersonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) El costo total C de los dos cables en funcién de la absadshpunto P, cuando
0<x<18.

b) El valor dex, con0 < x < 18, para que el costo total C es minimo.

¢) El valor de dicho costo total minimo.

16 X
a)
C(x)=10-MP+5-(18—x) =10 -Vx2 + 62 + 90 — 5x.
C(x) =10-vVx?+ 36 —5x + 90.
b)

El coste es minimo para los valorescdpie anulan su primera derivada y hacen
positiva la segunda derivada:

C'(x) =10 —2— —5 = —2%

— 5.
2-Vx2436 Vx2436

C'(X) =02 2==5=0; =o=—1=02= 2x=x? +36

4x% = x? 4+ 36; 3x2=36; x> =12=>x;, = =23, x, = 2¢/3.

2

C”(x) B 10-vVx24+36-10x- . /_x2+3—6 _ Vx2+36— Py _10. x2436—x2 _
(VxZ+36)" VxZ+36 (x2+36)VxZ+62
— 360 - 1 _ 360. 7€

(x2+36)Vx2+62 (x2+36)2°



¢ (~2v3) = €"(2v3) = 360 - 55 > 0 = Minimo.

Teniendo en cuenta que la raiz negativa no pertenece al dominio de la funcion

El costo es minimo para x = 2+/3 metros = 3,46 metros.

c)
C(2v/3)=10-vV12+36—5-2vV3+90 = 10-v48 — 10v3 + 90 =

=10-v16-3—10vV3 +90 = 10 - 4vV3 — 10v/3 + 90 = 30v/3 + 90 =
=30- (3 ++3) = 141,9.

El costo minimo es de 141,96 euros.
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OPCION B

5 —4 2
1°)a) La comprobacién de qu& = 2C — I, siendoC = < 2 -1 1 ) el la ma-
—4 4 -1

triz identidad de ordeB x 3, y el calculo de la matrig*.

b) El valor del determinante de la matf84*)(442)~1, sabiendo que A es una matriz
cuadrada de cuatro columnas cuyo determinante~ale

c) La matrizB que admite inversa y que verifica la igualdadB = B.

Queda comprobado que C? = 2C — I.

9 -8 4 9 -8 4 17 —-16 8
ﬁ=cﬁcz=<4 -3 2)(4 -3 2>=<8 —7 4)
-8 8 -3 -8 8 -3 —-16 16 -7

17 -16 8
C4=<8 —7 4).

—16 16 -7

b)
_ 4 2n-1 _ 34" _3
M = (3A4%)(44%) = z-. 4
Para la resolucion de este apartado conviene recordar propiedades de las mat
ces y los determinantes tales como las siguientes:

Cuando se multiplica una matriz por un nimero quedan multiplicados todos los
elementos de la matriz por dicho nimero.

Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un nimero, €



determinante de la matriz queda multiplicado por dicho namero.

Temiendo en cuenta, ademas, que la matriz A es cuadrada de orden 4:

1= o] = () - = () =3

4

4 2y-1) _ 3% _ 81
BAH@A) M == 2

c)

B - B = B. Multiplicando los dos términos por la derecha Bot:
B-B-B'=B-B™;, B-I=I=>B=1.

La Unica matriz invertible B que cumple que B-B = Bes B = 1.
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2°) Sed" un tetraedro de vérticéq0,0,0), A(1,1,1),B(3,0,0) yC(0, 3,0). Obtener
razonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del planm que pasa por los puntdsB y C, y las ecuaciones de la
rectah, perpendicular @ que pasa pap.

b) El punto de interseccion de la alturgy el planor.

c) El area de la cara cuyos veértices son los puhtBy C, y el volumen del tetraedro
T.

a)
Los puntosA(1,1,1), B(3,0,0) y C(0, 3,0) determinan los vectores:
AB=[B-4]1=1[@3,0,0)—(1,1,1D] = (2,-1,-1).

AC=[C-4]1=1[(0,3,0)— (1,1, 1] = (-1,2,—1).

o x—3 vy Z
n(B; AB,AC)=| 2 -1 -1|=0;
-1 2 -1

x—3)+y+4z—z+2(x—-3)+2y=0; 3(x—3)+3y+3z=0;

x—3+y+z=0.
n=x+y+z—3=0.

Un vector normal de esni = (1,1, 1).

=
I

La recta pedida, dada por unas ecuaciones paramétricals,es:

N <
Il
S

b)
El punto de interseccion de la alturgy el planorr es la solucion del sistema
gue forman:

T=x+y+z—3=0
_{x=’1 SA+A+4-3=0: 31=3; 1=1

h0: y=/1

z=A



c)
El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad de
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

o ik
Sapc =5|AB X AC| =—| 2 —1 —1f|=3-li+j+4k—k+2i+2j|=
-1 2 -1

=l Bi+3j+3kl =3 VEF 2432 =2 VIFTI+1=20

2

3V3 5
SkBC ::_E_'u .

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectore
gue lo determinan.

Siendo los vértices del tetraedr¢o, 0,0),A(1,1,1), B(3,0,0) y (0, 3,0), los
vectores que lo determinan s@ = (0,0,0); OB = (3,0,0) y OC = (0,3,0).

N b S S | ,
VOABC=E-|0A,0B,OC|=E-8 (3) 8=g.9=5,

3 ..3 3
VbABC ::E u ::1,511.
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x2

3°) Dada la funciorf definida porf(x) = Tﬂ para cualquier valor real+ 0, se
pide obtenerazonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la fungjgnlos extremos rela-
tivos de la funciorf.

b) Las asintotas de la curya= f(x).

2
c) El area de la region plana limitada por la cuyva xT“ 1 < x <e, el segmento
que une los punta®(1,0) y Q(e,0), ylasrectag = 1y x = e.

a)
Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

Numerada

2x-x—(x2+1)  2x%?-x?-1  x%-1
f'60) = = = : Denomi
Denominador

f')

x2 x2 x2

x“—=1

2_
fl)=0==—7-=0; x2—-1=0>x;, =-1,x, = 1.
Teniendo en cuenta que el dominio de la funcio®@) = R — {0} y de la
observacion de la figura se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de

funcién, que son los siguientes:

Crecimiento: (—oo,—1) U (1, +0).

Decrecimiento: (—1,0) U (0,1).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicién neces
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

x?—-(x?-1)2x _ 2x?-2x%+2 2

MOEES = =

x4 x3 x3

f'"(-1) = (_i)3 = _il = —2 < 0 = Maximo relativo para x = —1.




f(-1) = - 1) +1 1_+11 = —2 = Maximo relativo: A(—1,—2).

(1) = % = % =2 > 0 = Minimo relativo para x = 1.

2
f@) = % = % = 2 = Minimo relativo: B(1, 2).

b)
Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

k = llm f(x) = lim =

x—oo X

= 00 = No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tiend:
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x =0 = Larectax =0 (eje de ordenadas) es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, siendo:

x2+1 241
m = lim Z% = lim —llmx2 = 1. Y
xX—>oo X xX—>oo X xX—>oo X
n=lim[®—mx]= %=0
X— 00
. x2+1 e x*41-x? | 4
= Jim (=) B === Ak AN
=lim>=2 o!
/
. . A
Larectay = x es asintota oblicua. £0x)
c)
La representaciéon grafica, aprox
mada, de la funcidén es la indicada en Iaflgd‘( Id
adjunta.
S = f f(x) - dx—fex e ~dx = — ¢

e

= J{(x+3) dx = [%2+Lx]1 =(%2+Le)—(1—:+L1)=e?2+1—%—0=



e?+1
S=Tu2 54,191{,2.
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