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Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tre
problemas de la opcidn. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean grafi
0 programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o for
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricc

y gréficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Dado el sistema de ecuacionés — 1)y +z =0

x+y=1
, dondea es un parametro
x+ay+(a—1)z=a

real. Se pide obtenenzonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) Los valores del parametuopara los cuales el sistema es compatible.

b) Las soluciones del sistema cuaide 1.

c¢) Las soluciones del sistema cuamds 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 0 1 1 0 1

M={0 a—1 1 |[yM=|0 a-1 1 0]
1 a a—1 1 a a—1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:
1 1 0

IM|=10 a-1 1 |[=(@-1?+1-a=a*-2a+1+1—a=
1 a a—1

=a?-3a+2=0; a=EB Aoy —14,=2,
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Para {Z i %} = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.

1 1 01
Paraa=1=>M’:<0 0 1 0>=>{L1:L3}=>RangM’:2.
1 1 0 1

Paraa=1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incbdg.= S.C.I.

1 1 01
Paraa=2=>M' = (0 1 1 0) = Rang M' = {C,,C3,C,} =
1 2 1 2
1 1 1
=10 1 0/=2—-1=1%*0= RangM' =3.
1 2 2
Paraa =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible
El sistema es compatible Va € R — {2}.
b)
x+y=1 by =1
Paraa = 1 el sistema result%z =0 , equivalente al siste _3(]) -,
x+y=1 Z=
gue es compatible indeterminado; haciepde A: x = 1 — A.
Solucion:x =1—-—A4,y=1,z=0,VAER.
c)
x+y=1
Paraa = 0 el sistema result%y + z = 0, que es compatible determinado. Re-
x—z=0
solviendo por la regla de Cramer:
1 1 0 1 1 O 1 1 1
0 -1 1 0 0 1 0 -1 0
y=10 0 -1l_1 y:10—1=1. =11 1 ol _1
2 2 2 2 2 2

Solucionix =y =z = %, VA € R.
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x—2y=0

- - Z = 0 - .
A(1,1,1). Obtenerazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento uti-
lizado:

2°) Se tiene el plana=x—-—y+2z—-3 =0, la rectas = { y el punto

a) La rectar que pasa por A, corta a la restg es paralela al plano.
b) El planof que pasa por A, es perpendicular al planoparalelo a la recta

c¢) Discute si el punt®(3,2,1) esta en la rectaparalela & que pasa pap(5,3,1).

a)
x =21
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es;y = 1 .
z=0

Un punto genérico deesB(24, 4, 0).

Un vector director de es:

T, =AB=B—-A=[24,10)—(1,1,1D]=0C1-1,1—1,-1).
Un vector normal del planlo=x—y+z—3 =0esn = (1,—1,1).

Por ser la recta paralela al planar, el vector director de la recta y el vector
normal del plano son perpendiculares, por lo cual, su producto escalar es cero:

7 i=0=>02A-1,1-1,-1)-(1,-1,1)=0; 2A—-1-A1+1—-1=0;
A—1=0=21=0=>p=(2-1-1,1-1,-1) = (1,0,-1).

La expresion de dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas, es la
siguiente:

x=1+u
TE{y=1
z=1—u

b)
Un vector director de la recteesv, = (2,1, 0).

El planog, por per perpendicularg tiene como vector director al vector normal
der y, por ser paralelo a la rectaambién tiene como vector director al vector director
des. La expresion general gees la siguiente:

x—1 y—1 z-1
1 -1 1
2 1 0

B(4; n,vy) = = 0;




20D+ (z-1)+2(z—1)—(x—1) =0;
—(x-1)+2(y-1)+3(z—-1)=0; -x+1+2y—-2+3z—3 =0.

P=x—2y—3z+4=0.

c)
x=5426
La rectat paralela & que pasa pap(5,3,1) est ={y=3+6 .
z=1
Para que el puntB(3, 2,1) pertenezca a la rectdiene que satisfacer su ecua-
cion:
x=54+26
_) 5+26=3 _
t= 321:?+5 = 3+5=2}=>5_ 1= P(3,2,1).

El punto P(3,2,1) estaen larecta paralela a s que pasa por Q(5,3,1).

kkkkkkkkkk



3°) Consideramos la funcigf(x) = ax3 + bx? + cx - cos(mx), que depende de los
paradmetros, b, c. Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razona-
miento utilizado:

a) La relacidon entre los coeficientes, c sabiendo qug(x) toma el valor 22 cuando
x =1.

b) La relacion que deben verificar los coeficienigls y ¢ para que sea horizontal la
recta tangente a la curya= f(x) en el punt@ de dicha curva, sabiendo que la abscisa
del puntoP esx = 1.

c) I = folx-cos(nx)-dx.

a)
f(H)=22=a-13+b-12+c-1-cos(m-1) = 22;

a+b+c-cosm=22; a+b+c-(—1)=22=>a+b—c=22.

b)
El puntoP tiene la siguiente expresioRf1, f(1)] = P(1,22).

La pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto es igual que el val
de la primera derivada de la funcidén en ese punto, por lo cual, por ser la recta horizont
esm = f'(1) = 0.

f(x) =3ax?+ 2bx + c - [1- cos(mx) + mx - sen (mx)] =
= 3ax? + 2bx + ¢ - cos(mx) + ¢ - mx - sen (wx).

ff)=0>3a-12+2b-1+4+c-cos(m-1)+c-m-1-sen(m-1) = 0;

3a+2b+c-(—1)4+c-m-0=0 =3a+2b—c=0.

c)

I = folx - cos(mx) - dx.

Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida:

u=x-du=dx
A= [x-cos(mx) - dx = =

cos(mx) -dx =dv->v = % - sen(mwx)

1 1 x 1
=X sen(mx) — f; -sen(mx) - dx = — sen(mx) — ;f sen(mx) - dx =



X 1
== sen(mx) + i cos(mx) = A.
1 x 1 1
I = fo x - cos(mx) - dx = [; - sen(mx) + = cos(mc)]0 =

1 1 0 1 1 1
= [—-senn+—-cosn]—[—-senO+—cosO] =04+—-cost—0——-cos0 =
T 2 T 2 2 2

= folx -cos(mx) - dx = —%.
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OPCION B

1°) Resolver los siguientes apartadessyibiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) DadosA y B, matrices cuadradas del mismo orden talesApRie= Ay BA = B,
deducir qued®> = Ay B?> = B.

1 0
0 O

B= (Cll 2) cumpla ques? = B peroAB # Au BA # B.

b) Dada la matrid = ( ) se pide encontrar los parametnps para que la matriz

x 1 0
c) Sabiendoqu%y 2 1

z 3 2
x+1 1 0

y+3 2 1
z+5 3 2

= 3, obtener razonadamente el valor de los determinantes

2x 1 0
2y 2 1
2z 3 2

a)

y

A2=A-A=(A-B)-A=A-B-A=A-(B-A)=A-B=4c.q.d.

B2=B-B=(B-A)-B=B-A-B=B-(A-B)=B-A=B,c.q.d.

b)
2___a0_a0_<a2 0)
B*=5 B_(l b) (1 b)_ a+b b%/)
2 _
g @ 0)=(@ 92l |o@oezte=0
B B:<a+b b? (1 b):{z;’:bb_l - @->a=0b=1
\ _ (1 0y (1 0_ (1 0_
@—>a—1,b—0:>A B—(O O) (1 0)—(0 0)—A=>N0vale.
_ _ n_(1 0y (0 0y_(0 O .
@-a=0b=1=4 B—(O 0) (1 1)—(0 0)¢A=>Slvale.
_ _ a4 (0 0y (1 0y_(0 O .
@ —->a=0b=1=>B A_(l 1) (0 0)—(1 0)¢B:Slvale.
Los valores que cumplen las condiciones pedidas sona =0y b = 1.
c)
2x 1 0 x 1 0
2y 2 1|=2-y 2 1|=2-3=6
2z 3 2 z 3 2




Se ha utilizado la propiedad de los determinantes de que si se multiplica o dividt
una linea de un determinante por un valor real, el valor del determinante queda mult
plicado o dividido por dicho valor real.

x+1 1 0 x 1 0 1 10
y+3 2 1=y 2 1|+(3 2 1|=3+0=3.
z+5 3 2 z 3 2 5 3 2

Se han utilizado las dos siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en di
linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elem
tos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene una linea que es combinacion lineal de otras lineas
valor es cero. (en el 2° determinante la primera columna es la suma de las otras dos
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o _(x+y=3
2°) Dada la recta_{x+4y_2=8,

todos |os pasos del razonamiento utilizado:

se pide obtenarazonadamente, escribiendo

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta

b) La ecuacion del plano que es paralelo a la reety pasa por los punteq5,0,1)
y B(4,1,0).

c¢) La distancia entre la rectay el planor obtenido en el apartado anterior.

a)
_(x+y=3 o o S
r:{x+4y_Z:8=>y—/1,x—3 A z=x+4y—-8=
x=3—41
=3—-A+41-8=-5+31=z=>r=jy=1 .
z=-54+31
b)

Un vector director de la recteesv, = (—1, 1, 3).
Los puntosA y B determinan el Vect®A = [A-—B]=(1,-1,1).

La expresion general del plangedido es la siguiente:

. x—=5 y z-1
(4 v,BA)=| -1 1 3 |=0;
1 -1 1

x=5+3y+(z-1)-(=—-1)+3(x—-5)+y=0; 4(x—-5)+3y=0;

(x—5)+y=0 > n=x+y—-5=0.

c)

Un vector normal del planmesn = (1,1, 0).
v,-n=(-1,1,3)-(1,1,0) = -1+ 1 = 0 = Larectar es paralela al plano.

La distancia de la rectaal planor es la misma que la distancia de cualquier
punto de la recta al plano. Un punto de la reaaP (3,0, —5).

La distancia de un punt®,(x,, yo,Z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

; _ |Axg+Byo+Czo+D|
dada por la formuld (P,, ) = T 5Tct




Aplicando la formula al punfa(3,0,—5) yal planot =x +y — 5 = 0:

|1-:3+1-0+0-(=5)—5| _ [3+0+0-5| _ |-2]

VIZ+12+02 T Viti+0 V2 = V2 unidades.

d(r,m) =d(P,m) =
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3°) Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un rect:
guloR de 600cm? de area de manera que por encima y por debdjodéden quedar
unos margenes de 3 cm de altura cada uno. Los margenes a izquierda y a d&echa o
deben tener una anchura de 2 cm cada uno. Olveaoaadamente, escribiendo todos

los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area de la cartulina en funcion de la baskel rectangul.
b) El valor dex para el cual el area de la cartulina es minima.

¢) Las dimensiones de dicha cartulina de area minima.

a) :Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-1-1-1-1-13-1-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z-Z:Z

De la observacion de la figura se deduce que:

(x—4)(y—6) =600; xy —6x—4y+ 24 =600; xy —6x —4y =576;

_ 576+6x

xy —4y =576+ 6x; y(x —4) =576+ 6x >y =

x—4

Sustituyendo el valor deen la expresion de la superficie:

576+6x 96x+x2
S(x,y)=x-y=>5kx)=x"- — =6- —
5( ) —6. 96x+x2
xX) = —

b)
Para que la superficie sea minima es condicién necesaria que se anule su prime
derivada y sea positiva su segunda derivada para los valores que anulan la primera.

/ . (96+2x)-(x—4)—(96x+x%)-1 _ _ 96x—384+2x2—-8x—-96x—x? _ _ x2-8x—384
Fo=6 (x-4)? =6 (x=4)? T (-2
2— —
S'(x)=0=6- X7—8x—384 0; x2—8x—384=0; x = 8+V64+1.536 _
(x—4)? 2
_ BEVI600 _ 8340 _ , +20 = {xl =-16< 0.
2 x2 = 24

La raiz negativa carece de sentido, por lo cuad:24.



Se justifica a continuacion que el valor hallado es para minimo:

(2x—8)-(x—4)?—(x*—8x—384)-[2(x—4)-1] _ 6 (2x—8)-(x—4)—-2(x*-8x—384) _

S"(x) =6 (x—4)* (x—4)3

2x%-8x—8x+32-2x%+16x+768 800 _ 5.400

=6 (x-2)? T3 (a3

5400 540
(24-4)3  (20)3

S'"(24) = > 0 = Minimo,c.q.j.

x = 24 cm.

c)
576+6-24 576+144 720
y = = = — = 36.

24-4 20 20

La cartulina de araa minima tiene 24 cm de base y 36 cm de altura.
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