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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tre
problemas de la opcidn. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean grafi
0 programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o for
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricc
y gréficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
x+3z=a

2

1°) Se da el sistema de ecuacio{ves» 2y +2z=5 , dondea es un parametro
3x—y+5z=a+1

real.Obtener razonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de para los que el sistema es compatible determinado.
b) La solucion del sistema cuande= —1.
c¢) El valor dea para que el sistema tenga una solu€iry, z) que verifique la ecua-

cionx +y+z=0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
2 0 3 2 0 3 a
M=<1 —2 2>yM’:<1 -2 2 5 )
3 -1 5 3 -1 5 a+1
El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:
2 0 3
M| =11 -2 2|=-20-3+4+184+4=—-1#0=RanM = 3.
3 -1 5
Ya €R = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.
b)

Se resuelve por Cramer sin particularizar el parametro:
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0 3
-2 2 (@+1)
_ —10a—-15+6(a+1)+2a —-8a—15+6a+6 -2a-9
atl -1 5l — = = =2a+9.
-1 -1 -1 -1
2 a 3
1 5 2
3 a+1 5| _ 50+6a+3(a+1)-45-4(a+1)-5a _ 5+a-a-1 _ 4 4
-1 -1 -1 -1 ’
2 0 a
1 -2
3 -1 a+1l _ —4(a+1)-a+6a+10 _ —4a—4+5a+10 _ a+6 a—6
-1 - -1 o -1 -1 '
Solucionparaa =—-1=>x=7, y=—4, z = —5.

Teniendo en cuanta la solucién tedrica del apartado anterior:

x+y+z=0=>QR2a+9)—-4+(-a—-6)=0; 2a+9—-4—-—a—-6=0;

a—1=0= a=1.
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2°) Se da el plang = 2x + y + 2z = 8 y el puntoP (10,0, 10). Obtenerazonada-
mente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia del punto P al plano

b) El area del triangulo cuyos vértices son los puntos A, B y C, obtenidos al hallar I
interseccion del plano con los ejes de coordenadas.

¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C.

a)
La distancia del punt®,(x,, vy, 2,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene

dada por la formulad(P,, ) = 'Ax%w'. Aplicando la férmula al punto
P(10,0,10) yal planor = 2x +y + 2z —8 = 0:
_ [2:10+1-0+2-10—8| _ |20+0+20-8| _ 2 _ 2 J
d(P,m) = e v SR 3 unidades.

b)
Los puntos de interseccion del plane 2x + y + 2z = 8 con los ejes de coor-
denadas son los siguientes:

EjeX:{JZ’fg}:Zx=8—>x=4:>A(4,0,0).

. x=0 A
E]eY=>{Z:0}=>y—8:>B(O,8,O).

) x=0
E]eZ:{yZO}:Zz=8—>2=4=>C(0,0,4).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad de
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos.

Los puntos A, B y C determinan los vectores:
AB = [B — A] =[(0,8,0) — (4,0,0)] = (—4,8,0).

AC =[C - A]=1(0,0,4) — (4,0,0)] = (—4,0,4).

[

2

-|AB x AC

N

Sipc = =~ |32i + 32k + 16j| =

j k
-4 8 0
-4 0 4

= |16i +8j + 16k| = 8- |2i +j + 2k| = 8-V22 + 12 + 22 = 8 -/9 = 24.



SABC:: 24“”2.

c)

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectore
gue determinan. Los puntos P, A, By C determinan los veat®e&C v:

AP =[P — A] = [(10,0,10) — (4,0,0)] = (6,0, 10).

—4 8 0
Voasc == [AB,AC,AP] =1-|-4 0 4|=1-(192+320)=1512.
6 0 10

VbABC ==E%E‘u3 55235,33'u3.

k*kkkkkkkkk



39) Se da la funcioh definida porh(x) = X2 %2

biendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

. Obtenerazonadamente, escri-

a) El dominio de la funciéh. Los limites lirp h(x) y lin’(l) h(x).
X—>+o X—

b) La asintota de la curga= h(x).

¢) La primitiva de la funciém (es decirf h (x) - dx) y el area de la superficie ence-
rrada entre las rectgs= 0,x = 1,x = 5 y la curvay = h(x).

a)
El dominio de una funcién racional es el conjunto de nameros reales, except
los valores que anulan el denominador.

x2+2x+5=0;x=_2i+

2> x¢R = D(f) >R.

3,..2 _
lim h(x) = lim XA toxT3

= 400,

3 2
. . Xx°+x“+5x-3 3
limh(x) = lim——— = —=,
x—0 x>0 Xx2+2x+5 5

b)
La funcidnh(x) no tiene asintotas verticales por no anularse su denominador

para ningun valor real de Tampoco tiene asintotas horizontales por ser finito el limite
de la funcién cuand® —» +oo: lim h(x) = oo.

X—+0o0

Una funcion racional tiene una asintota oblicua cuando el grado del numerada
es una unidad mayor que el grado del denominador, tal como ocukté&xon

Las asintotas oblicuas son de la foyna mx + n, siendo:
m = lim hT y n = lim[h(x) — mx], conm finito y m # 0.
X— 00

x3+x2+5x-3

— lim G _ lim “X242x45 x3+x245x-3 _

m = _
x—o0o X X— 00 X x—00 X34+2x24+5x
3.2
. . x°+x“+5x-3
n = lim[h(x) — mx] = lim (—— ) =
X—00 X—00 x242x+5
. x3+x%4+5x-3-x3-2x%2-5x . —x2%-3
= lim = lim ——— = —1.
X—00 X2+42x+5 x—00 X2+2x+5

Asintota oblicua: y = x — 1.




c)
Para el célculo del area pedida se tiene en cuenta que en el intervakodas
las ordenadas de la funciafix) son positivas.

S = flsh(x)-dx = ISM.dx

1  x242x+5

Se resuelve en primer lugar la integral indefinida.

4= fx3+x2+5x—3 Cdx = +x3 —x2 +5x -3 | x? +2x +5
X24+2x+5 —x3 —2x% —5x x -1
—x? -3
2x+2
=f(x—1+xz+2x+5)'dx= +x2 +2x +5
2x  +2
2 —
2x+2 x“+2x+5=t x? 1 _
+fx2+2+5 :>{(2x+2)-dx=dt}=>2 x+ff at =

2

x x? 2
=?—x+Lt=?—x+L(x +2x+5)=A4

x2+2x+5

5
S = fh(x) dx = f5x+x—+5x3 x=[x—22—x+L(x2+2x+5)]1=
52 12
=|5-5+L52+2-5+5)| - |5 -1+L(12+2-1+5)| =

=2 5+140—2+1-L8=12—-4+L= =8+L5.

S =(8+L5)u?=9,61u’.
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OPCION B

1°) Se dan las matrice$ = (_11 g

biendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

) yX = (;) Obtenerrazonadamente, escri-

a) Los valores de para los que la ecuacién matricdd = aX solo admite una solu-
cion.

b) Todas las soluciones de la ecuacion matriciak= 5X.

¢) Comprobar qué = (;L) es una solucion de la ecuacion matrididl = 2X y, sin
calcular la matriza1°°, obtener el valor dg tal queA°° - (;L) =p- (41})

a)

1 4\ X\ [ x+4y
AX = (—1 6) ' (J’) - gc—x + 233;) = AX = aX = (—xx++4gy> - (Zf’) ”
aX = (y) - (ay)

x+4y:ax} (1—a)x+4y=0}
—x+6y=ay) —x+(6—a)y=0)

Se ha obtenido un sistema lineal homogéneo de dos ecuaciones con dos incé
nitas. Segun el teorema de Rouché-Frdbenius, el sistema tendra solucion Unica (trivie
cuando el determinante de la matriz de coeficientes tenga rango 2, es decir, que
determinante sea distinto de cero.

1—a 4 )

La matriz de coeficientes &t = ( 1 6-a

M| = 1_‘1“ 6fa|=(1—a)(6—a)+4=6—a—6a+a2+4=o;
a?—7a+10=0; a=2 29_40=7i;/§=7;‘r3=>a1=2,a2=5.

La ecuaciéon matricial AX = aX tiene soluciéon inica Va € R — {2, 5}.

b)

_ . —4x+4y=0) —x+y=0 .
Paraa = 5 el sistema resulta —xty= 0} x4y = 0}=> —x+y=0.

Solucion:x = A,y = A,VA €R.




. — 4y =0
Paraa = 2 el sistema resultax +ay

_x+4y=0}=>—x+4y=0.

Solucion:x = 44,y = A,VA € R,enparticular paral=1= X = (

4
1

)

Sabiendo qudX = 2X = A = 2, por lo cual:

A100,(‘1}) ='3,(‘1}):>2100_(‘11) =,[)’-(£1L) = = 2100,
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2°) Se dan en el espacio la recta — = = = % y el planor = x + 2y + 3z = 6.

Obtenermrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de la rectay el planor en funcion de los parametray f.
b) La distancia entre la rectay el planor cuandox = 6y f = 3.

c) La ecuacién del plano que pasa @60, 0,0) y que no corta al plano.

a)
La rectar dada por dos ecuaciones implicitas es la siguiente:
_ —4x + 4a = —y 4x—y—4a=0
=Xa_y _Zz =
TESTITLTET —4z=ﬁy}:’“{ﬁy+4z=0
4x —y = 4a
La rectar y el planor determinan el sistema fy + 4z = 0}.
x+2y+3z=6

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

4 -1 0 4 -1 0 4a
M=<0 B 4)yM’=<O B4 o).
1 2 3 1 2 3 6

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ = 2 La recta esta contenida en el plano.
2. -- Rango M =2, Rango M’ = 3 La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ = 3 La recta es secante al plano.

4 -1 0
RangM= (0 B 4|=12—-4—-32=120-36=0; f—3=0=
1 2 3
= [ = 3.

Para p#3 = Rang M = Rang M' = 3 = r y m son secantes.
a€ER g g

4 -1 0 4a
Paraﬁ=3:>M’=<0 3 4 0).

1 2 3 6




Se determina el rango &€ por Gauss:

4 —1 0 4a 1 2 3 6
(0 3 4 0)=>{F1<—>F3}=><0 3 4 0)=>{F3—>F3—4F1}:>

1 2 3 6 4 -1 0 4a

S0 5 3D )elna e
0 —9 —12 4a—24) (O@FOZRangM =3

Para {5 f Z} = Rang M = Rang M' = 2 = r esta contenida en .

Para p=3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = r es paralela a .
a+6

b)
Teniendo en cuenta el apartado anterior:

Paraa =6y [ = 6 = r esta contenidaenn = D(r,m) =0

c)

Si dos planos no se cortan es que son paralelos.

El haz de planog paralelos ar esy = x+ 2y +3z+ D =0y el planos pe-
dido pertenece al hazy contiene al punt6(0, 0, 0):

6=x+2y+3z=0.
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3°) Un proyectil esta unido al pumd@0, 2) por una cuerda elastica y tensa. El proyectil
recorre la curvg = 4 — x? de extremo®(—2,0) y C(2,0). Obtenerazonadamente,
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcidén de la variable que expresa la distancia entre un punto cualquiera
P(x,4 — x?) de la curvay = 4 — x2 y el puntoA(0, 2).

b) Los puntos de la curva= 4 — x? a mayor distancia absoluta del put@®, 2)
para—2 < x < 2.

¢) Los puntos de la curva= 4 — x% a menor distancia del puntq0, 2) para—2 <
x < 2.

d) El area de la superficie por la que se ha movido la cuerda elastica, es decir, el ar
comprendida entre las curvas= 4 —x2 ey = 2 — |x| cuando-2 < x < 2.

a)
La funcionh(x) que expresa la distancia entre los pudi@s2) y P(x, 4 — x?)
es la siguiente:

) == 02+ @4 —x? =2 = X2+ (2~ 2D =

=Vx2 +4 —4x? +x* = Vx* - 3x2 + 4.

d(x) =vVx*—3x2+4, con—2<x<2.

b)
Una funcién tiene un maximo cuando se anula su primera derivada y es negativ
la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

4x3—6x 2x3-3x
d'(x) = - .
2Vx4-3x2+4  Vx4-3x2+4
A . 2x3-3x 2 . . -6 6
d(x)—O:m—O, X(Z.X' —3)—0:x1—0,x2—7,x3—?.

A
En el caso que nos ocupa y, dada la comple- Y

jidad de la segunda derivada, es mas comodo al 4 2/
célculo de las sucesivas distancias para determihar * T 7

la maxima. A
+d\,
Las distancias son las siguientes:
y W,
d(0) =4 = 2. —2 0 X




Por serd(x) una funcion par:

& |6\ 6 I CHET: 169 V7 _
d(i;)—\/(z) _3'Z+4—\/2_T+4—\/T—?=1'23'

Los puntos de los extremos de la funcion Bdr-2,0) y N(2,0). La distancia
del puntoA(0, 2) a estos puntos es la siguiente:

dup = dos = /(0= 2)2 + (2 —0)2 = V& + 4 =/8 = 22 = 2,83.

Los puntos mas distantes de A(0,2) son M(—2,0) y N(2,0).

c)
Los puntos de la curva de distancia minindg@ 2) son los siguientes:
. V6 2 . 6 3_5
Y (5) =4-(3) =4-i=4-3=3
. - V6 5 V6 5
Los puntos mas proximos de A(0,2) son P (— 7,5) yQ (7,5).
d)
, _(—x six<0 o i
Teniendo en cuenta qle = { X six>0" la funciony = 2 — |x| puede ex

24+x si x<O0

presarse de la formg:= {2 o six>0

La representacion grafica, aproximada, Cjﬁ: 4
la situacion se expresa en la figura adjunta. =~

Teniendo en cuenta que son pares las fun-
cionesy =4 —x%ey = 2—|x|, la superficie
pedida es la siguiente: 7

S=2-[J[(4=x) - (2-0)] dx =

=Zfoz(—x2+x+2)-dx=2-[—2—3+x72+2x]2=2-[(—§+22j+2-2)—0]:

0

=2-(-2+2+4)=2-(6-3)=2-2=2

22

S =1 u? = 7,33 u?.
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