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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Se elegirá solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres 
problemas de la opción. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas 
o programables, y que no puedan realizar cálculo simbólico ni almacenar texto o fór-
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos, numéricos 
y gráficos deberían estar siempre debidamente justificados. 
 
OPCIÓN A 

1º) Se dan la matriz  � = � 1 0 �−2 � + 1 2−3 � − 1 ��, que depende del parámetro real �, y una 

matriz B de orden 3 tal que � = �� � − 2�, siendo � la matriz identidad de orden 3. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) El rango de la matriz A en función del parámetro � y el determinante de la matriz 2��� cuando � = 1. 

�) Todas las soluciones del sistema � · ����� = �−120 � cuando � = −1. 

 �) La comprobación de que B es invertible, encontrando � � � tales que ��� = �� +��. 
---------- �)  

 |�| = � 1 0 �−2 � + 1 2−3 � − 1 �� = � � + 1) − 2� � − 1) + 3� � + 1) − 2 � − 1) = 

 = 4� � + 1) − 2� + 2� − 2� + 2 = 4� + 4� − 2� + 2 = 2� + 4� + 2 = 0;  
 � + 2� + 1 = 0;   � + 1) = 0 ⇒ � = −1. 
 

Para � = −1 ⇒ � = � 1 0 −1−2 0 2−3 −2 −1� ⇒ $��% � = 2. 

 &�'� � ≠ −1 ⇒ $��% � = 3;   &�'� � = −1 ⇒ $��% � = 2. 
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 |2 · ���| = 8 · �|*| = 8 · �+,-.+- = . +-�),. Para � = 1 es: 
. �-�), = 1. 

 &�'� � = 1 ⇒ |2 · ���| = 1. 
 
Nota: El factor 8 es debido a que cuando se multiplica una matriz por un número la 
matriz resultante es la que resulta de multiplicar por el número todos y cada uno de los 
elementos de la matriz; se tiene en cuenta que la matriz es de orden 3 y que el determi-
nante de una matriz queda multiplicado por un número cuando se multiplican por ese 
número todos los elementos de una de sus líneas. 
 �)  

 Para � = −1 ⇒ � · ����� = �−120 � ;  � 1 0 −1−2 0 2−3 −2 −1� · ����� = �−120 �. 

 

 La matriz ampliada es �/ = � 1 0 −1−2 0 2−3 −2 −1    −120 � cuyo rango es 2 por tener 

las dos primeras filas proporcionales. 
 
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius es sistema es compatible indeterminado 
con un parámetro por ser la diferencia entre el número de incógnitas y el rango de la 
matriz ampliada de uno. 
  

 El sistema resulta 
            � − � = −1       −2� + 2� = 2−3� − 2� − � = 00, que a efectos de resolución es equiva-

lente al sistema 
         � − � = −13� + 2� + � = 01, compatible indeterminado. Haciendo � = 2: 

 

 � = −1 + 2;   2� = −3� − � = 3 − 32 − 2 = 3 − 42;   � = � − 22. 

 3456�7ó�: � = −1 + 2, � = � − 22, � = 2, ∀2 ∈ $. 

 �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 Se sabe que � = �� � − 2�. Operando adecuadamente, por ejemplo de la forma 

siguiente: 
 

 � + 2� + � = �� � + � = .� �;   � + �) = .� �;   � + � = √� √� = √� · �;  
 � = √� · � − � = > √� − 1? · � = >√�� − 1? · � = √���� · �. 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

 

|�| = √���� · |�| = √���� · 1 = √���� ≠ 0. 

 @6AB� �4�C'4��B4 D6A 5� ��E'7� � AF 7�GA'E7�5A. 

 

 Por otra parte:  � + 2� = �� �;   � ·  � + 2�) = �� �;   � ·  3� + 6�) = �.  

 
Sabiendo que � · ��� = � ⇒ 3� + 6� = ���. 
 
Como se pide determinar � � � tales que ��� = �� + ��, es evidente que: 

 � = 3 � � = 6. 

 
********** 
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2º) Consideramos en el espacio las rectas ' ≡ J � − � + 3 = 02� − � + 3 = 0 y F ≡ � = � + 1 =K� . Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

 �) La ecuación del plano que contiene a las rectas ' � F. 
 �) La recta que pasa por el punto & 0, −1, 2) y corta perpendicularmente a la recta '. 
 �) El valor que deben tener los parámetros reales � � � para que la recta F esté conte-
nida en el plano L ≡ � − 2� + �� = �. 
 

---------- �)  
 La expresión de ' por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 ' ≡ J � − � + 3 = 02� − � + 3 = 0 ⇒ � = 2 ⇒ ' ≡ M � = 2         � = 3 + 2 � = 3 + 22. 

 
 Un punto y un vector director de ' son � 0, 3, 3) � GNOOO⃗ =  1, 1, 2). 
 
 Un punto y un vector director de F son � 0, −1, 2) � GQOOO⃗ =  1, 1, 2). ( Nótese 
que las rectas ' � F son paralelas o coincidentes). 
 
 Para diferenciar el caso se comprueba si el punto � 0, 3, 3) ∈ ' satisface la ecua-

ción de la recta F ≡ � = � + 1 = K� :  0 ≠ 3 + 1 ⇒ � ∉ F ⇒ ' � F F4� C�'�5A5�F.  

 
 Los puntos A y B determinan el vector ��OOOOO⃗ = S� − �T =  0, −4, −1). 
 

 La expresión general del plano es: LU�; GNOOO⃗ , ��OOOOO⃗ V ≡ �� � − 3 � − 31 1 20 −4 −1 � = 0; 
 −� − 4 � − 3) + 8� +  � − 3) = 0;   7� − 4� + 12 + � − 3 = 0.  
 L ≡ 7� + � − 4� + 9 = 0. 

 �)  
 El haz de planos perpendiculares a ' es Y ≡ � + � + 2� + Z = 0. 
 
 De todos los infinitos plano del haz Y, el plano [ que contiene al punto & 0, −1, 2) es el que satisface su ecuación: 
 

 
Y ≡ � + � + 2� + Z = 0& 0, −1, 2)                         1 ⇒ 0 − 1 + 2 · 2 + Z = 0;  3 + Z = 0 ⇒ Z = −3. 
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 [ ≡ � + � + 2� − 3 = 0. 
 
 El punto @ de intersección de la recta ' y el plano [ es el siguiente: 
 

 

[ ≡ � + � + 2� − 3 = 0
               ' ≡ M � = 2         � = 3 + 2 � = 3 + 22\ ⇒ 2 +  3 + 2) + 2 3 + 22) − 3 = 0;  

 2 + 3 + 2 + 6 + 42 − 3 = 0;   62 + 6 = 0 ⇒ 2 = −1 ⇒ @ −1, 2, 1). 
 
 Los puntos P y Q determinan el vector @&OOOOO⃗ = S& − @T =  1, −3, 1). 
 

 La recta pedida es: E ≡ M� = ]             � = −1 − 3]� = 2 + ]      . 
 �)  
 Una recta está contenida en un plano cuando dos puntos de la recta están conte-
nidos en el plano. 
 

 La expresión de la recta F ≡ � = � + 1 = K�  dada por unas ecuaciones para-

métricas es F ≡ M� = ^           � = −1 + ^� = 2 + 2^ . 

 
 Dos puntos de la recta F son � 0, −1, 2) � _ 1, 0, 4). 
 

 
L ≡ � − 2� + �� = �� 0, −1, 2)                   1 ⇒ 0 − 2 ·  −1) + 2 · � = �;   2� − � = −2.      (1) 

 

 
L ≡ � − 2� + �� = �_ 1, 0, 4)                       1 ⇒ 1 − 2 · 0 + 4 · � = �;   4� − � = −1.      (2) 

 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 2� − � = −24� − � = −1`  −2� + � = 24� − � = −1` ⇒ 2� = 1 ⇒ � = �. 

 

 2� − � = −2;   2 · � − � = −2;   1 − � = −2 ⇒ � = 3. 

 
********** 
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3º) Se considera la función a �) = � · A�b,
. Obtener razonadamente, escribiendo to-

dos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) Las asíntotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como los máximos 
y mínimos relativos de la función a �). 
 �) La representación gráfica de la curva a �). 
 �) El valor del parámetro � para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo S0, 1T a la función % �) = a �) + ��. 
 B) El valor de las integrales indefinidas �� = c a �) · B� e  � = c � · A�b · B�. 
 

----------  �)  
 Las asíntotas horizontales de una función son los valores finitos que toma la 
función cuando x tiende a más infinito o menos infinito. 
 
 limb→�h a �) = limb→�hU� · A�b,V = limb→�h bij, = �hh ⇒ ��B. ⇒ lm′o4C7E�5p ⇒ 

 ⇒ limb→�h �b·ij, = 0. 

 
 limb→-h a �) = limb→-hU� · A�b,V = limb→-h bij, = hh ⇒ ��BAE. ⇒ lm′o4C7E�5p ⇒ 

 ⇒ limb→-h �b·ij, = �h = 0. 

 m� 'A�E� � = 0 AF �Fí�E4E� ℎ4'7�4�E�5. 
 
 Asíntotas verticales no tiene por ser Ab, ≠ 0, ∀� ∈ $. 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 

 a �) = bij,.  a/ �) = �·ij,�b·b·ij,
>ij,?, =  ��b,)·ij,

i,j, = ��b,ij, . 

 

 a/ �) = 0 ⇒ ��b,ij, = 0;   1 − 2� = 0 ⇒ �� = − √ , �� = √ . 

  
Teniendo en cuenta que Z a) ⇒ $ y que Ab, > 0, ∀� ∈ $, los periodos de cre-

cimiento y decrecimiento son los siguientes: 
 ZA�'A�7�7A�E4: a/ �) < 0 ⇒ � ∈ >−∞, − √ ? ∪ >√ , +∞?. 
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_'A�7�7A�E4: a/ �) > 0 ⇒ � ∈ >− √ , √ ?. 

 

 a// �) = �.b·ij,� ��b,)·b·ij,
>ij,?, = �.b�b· ��b,)ij, = �.b�b-.bwij, = b· b,��)ij, . 

 
 Conviene tener en cuenta que tanto a �) como a// �) son simétricas con res-
pecto al origen, por ser a �) = −a �) � a// �) = −a// �). 
 a// >− √ ? = �√· ���)√i > 0 ⇒ Mínimo relativo para � = − √ ≅ −0,71. 

 a >− √ ? = �√,,√i = − √√i = − √ii ≅ −0,43 ⇒ yí�.  & >− √ , − √ii ?. 

 

Por simetría: yá�.  @ >√ , √ii ?. 

  �)  
 Teniendo en cuenta el apartado anterior y que la función pasa por el origen de 
coordenadas, la representación gráfica, aproximada de la función, es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �)  
 % �) = a �) + �� = bij, + ��. 

 
La función % �) = bij, + �� cumple las hipótesis del teorema de Rolle en el in-

tervalo S0, 1T cuando: 
 
 1. − Es continua en S0, 1T. Por ser % �) la suma de dos funciones continuas en 
R es continua en cualquier intervalo cerrado que se considere ∀� ∈ $. 
 
 2. − Es derivable en  0, 1). Por ser % �) la suma de dos funciones derivables en 
R es derivable en cualquier intervalo abierto finito que se considere ∀� ∈ $. 

1 

−3 { | 

} 

a �) = � · A�b,
 

1 & 

@ 

4 3 2 

−1 

−4 −2 −1 
− √22  

√22  
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 3. −  % 0) = % 1).  
 

 
% 0) = 0                           % 1) = �i~, + � = �i + �� ⇒ �i + � = 0 ⇒ � = − �i. 

 B) El valor de las integrales indefinidas �� = c a �) · B� e  � = c � · A�b · B�. 
 

 �� = c a �) · B� = c � · A�b, · B� ⇒ � −� = E� · B� = − � · BE� ⇒ − � · c A� · BE = 

 = − � · A� + _ = − � · A�b, + _. 

 

 � = c � · A�b · B� ⇒ J 6 = � → B6 = B�BG = A�b · B� → G = −A�b` ⇒ 

 ⇒ � ·  −A�b) − c −A�b · B� = −� · A�b + c A�b · B� = −� · A�b − A�b + _ =  
 = −A�b � + 1) + _. 

********** 
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OPCIÓN B 

1º) Se da el sistema M� + � + � = 4          3� + 4� + 5� = 5  7� + 9� + 11� = �, donde � es un parámetro real. Obtener ra-

zonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) Los valores de � para los que el sistema es compatible y los valores de � para los 
que el sistema es incompatible.  
 �) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. 
 �) La discusión de la compatibilidad y determinación del nuevo sistema deducido del 
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro número diferente. 
 

----------  �)   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 y = �1 1 13 4 57 9 11� y y′ = �1 1 13 4 57 9 11    45��. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |y| = �1 1 13 4 57 9 11� ⇒ l�� + 2� = ��p ⇒ $��% y = 2. 

 

$��% y/ ⇒ �1 1 13 4 57 9 11    45�� ⇒ �� → � − 3���� → �� − 7��1 ⇒ �1 1 10 1 20 2 4    4−7� − 28� ⇒  

 

⇒ l�� → �� − 2�p ⇒ �1 1 10 1 20 0 0    4−7� − 14�.  

 &�'� � = 14 ⇒ $��% y = $��% y/ = 2 < �º 7��ó%. ⇒ 3. _. �. 
 &�'� � ≠ 14 ⇒ $��% y = 2;  $��% y/ = 3 ⇒ 37FEA�� 7��4�C�E7�5A. 
 �)   
 Se resuelve para � = 14; el sistema resulta: 

� + � + � = 4            3� + 4� + 5� = 5     7� + 9� + 11� = 140, que es com-

patible indeterminado.  
 

Despreciando, por ejemplo, la tercera ecuación y haciendo � = 2: 
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   � + � = 4 − 23� + 4� = 5 − 521   −3� − 3� = −12 + 323� + 4� = 5 − 52  1 ⇒ � = −7 − 22. 

 � = 4 − 2 − � = 4 − 2 + 7 + 22 = 11 + 2. 
 3456�7ó�: � = 11 + 2, � = −7 − 22, � = 2, ∀2 ∈ $. 

 �)  
 Sea � ≠ 11 el nuevo coeficiente que se considera. 
 
 La nuevas matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

� = �1 1 13 4 57 9 ��  � �′ = �1 1 13 4 57 9 �    45��. 

 

 |�| = �1 1 13 4 57 9 �� = 4� + 27 + 35 − 28 − 45 − 3� = � − 11 = 0 ⇒ � = 11. 

 &�'� � ≠ 11 ⇒ $��% � = $��% �/ = 3 = �º 7��ó%. ⇒ 3. _. Z. 
 

       $��% �/ ⇒ �1 1 13 4 57 9 �    45�� ⇒ �� → � − 3���� → �� − 7��1 ⇒ �1 1 10 1 20 2 � − 7    4−7� − 28� ⇒  

 

⇒ l�� → �� − 2�p ⇒ �1 1 10 1 20 0 � − 11    4−7� − 14�.  

 &�'� J� = 11� = 14` ⇒ $��% � = $��% �/ = 2 < �º 7��ó%. ⇒ 3. _. �. 
 &�'� J� = 11� ≠ 14` ⇒ $��% � = 2;  $��% �/ = 3 ⇒ 37FEA�� 7��4�C�E7�5A. 
 

********** 
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2º) Sea el plano L ≡ 9� + 12� + 20� = 180. Obtener razonadamente, escribiendo 
todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) Las ecuaciones de dos planos paralelos a L que distan 4 unidades de L. 
 �) Los puntos A, B y C intersecciones del plano L con los ejes OX, OY y OZ y el 
ángulo que forman los vectores ��OOOOO⃗  y �_OOOOO⃗ . 
 �) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos 
A, B y C. 

---------- �)  
La ecuación del haz de planos paralelos a L ≡ 9� + 12� + 20� − 180 = 0 es [ ≡ 9� + 12� + 20� + Z = 0. 

 

 La distancia entre el plano L y otro plano del haz [ es B = |�-���|√�,-�,-�,.  
 
 Los planos pedidos son los siguientes: 
 

 4 = |�-���|√�,-�,-�, = |�-���|√��-�..-.�� = |�-���|√�� = |�-���|� . 

 

 |Z + 180| = 100 ⇒ �Z� + 180 = 100 → Z� = −80      Z + 180 = −100 → Z = −280. 

 L� ≡ 9� + 12� + 20� − 80 = 0  �  L ≡ 9� + 12� + 20� − 280 = 0. 

 �)  

         L ≡ 9� + 12� + 20� = 180 ⇒
⎩⎪⎨
⎪⎧{| ⇒ J� = 0� = 0` ⇒ 9� = 180 ⇒ � 20, 0, 0)  

{} ⇒ J� = 0� = 0` ⇒ 12� = 180 ⇒ � 0, 15, 0)
{� ⇒ �� = 0� = 01 ⇒ 20� = 180 ⇒ _ 0, 0, 9)   

. 

 
 ��OOOOO⃗ = S� − �T = S 0, 15, 0) −  20, 0, 0)T =  −20, 15, 0). 
 
 �_OOOOO⃗ = S_ − �T = S 0, 0, 9) −  20, 0, 0)T =  −20, 0, 9). 
 
 El ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de producto escalar: 
 

 ��OOOOO⃗ · �_OOOOO⃗ = ���OOOOO⃗ � · ��_OOOOO⃗ � · cos [ ⇒ cos [ = *�OOOOO⃗ ·*�OOOOO⃗�*�OOOOO⃗ �·�*�OOOOO⃗ � =  ��,��,�)· ��,�,�)� ��),-��,·� ��),-�, = 

 = .��-�-�√.��-�·√.��-�� = .��√��·√.�� = .��√���.�� = .���.�,� = 0,7295 ⇒ [ = 43° 9/ 9′′.   
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�)  
El origen de coordenadas y los puntos A, B y C determinan los vectores: 

 
 {�OOOOO⃗ =  20, 0, 0), {�OOOOO⃗ =  0, 15, 0)  �  {_OOOOO⃗ =  0, 0, 9). 
 

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los vectores que 
lo determinan. 

 ��*�� = �� · ��{�OOOOO⃗ , {�OOOOO⃗ , {_OOOOO⃗ �� = �� · ��20 0 00 15 00 0 9�� = �� · |20 · 15 · 9| = 

 = |10 · 5 · 9| = 450. ��*�� = 450 6�. 

 
********** 
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3º) Las coordenadas iniciales de los móviles A y B son  0, 0) �  250, 0), respectiva-
mente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos  1, 0) �  0, 1). El móvil A se desplaza sobre el eje OY desde su posición inicial hasta 

el punto >0, ��� ? con velocidad de 30 km/h y, simultáneamente, el móvil B se desplaza 

sobre el eje OX desde su posición inicial hasta el origen de coordenadas con velocidad 
de 40 km/h. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 
 �) La distancia a E) entre los móviles A y B durante el desplazamiento, en función del 
tiempo E en horas desde que comenzaron a desplazarse. 
 �) El tiempo � que tardan los móviles en desplazarse desde su posición inicial a su 
posición final, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función a a lo 
largo del trayecto. 

---------- 
 
 La representación gráfica de la si-
tuación se refleja, aproximadamente, en 
la figura adjunta, donde, al cabo de un 
tiempo E el móvil A se encuentra en la po-
sición P y el móvil B se encuentra en la 
posición Q. 

 �)  
 La función que expresa la situación de la distancia entre los móviles A y B es 
la ecuación de la recta que pasa por los puntos & 250 − 40E, 0) y @ 0, 30E). 
 

        a E) = � 30E) +  250 − 40E) = √900E + 62.500 − 20.000E + 1.600E = 
 = √2.500E − 20.000E + 62.500 = 50 · √E − 8E + 25. 
 a E) = 50 · √E − 8E + 25. �)  

 �* = i  = w¡¢,�� = ����� = ��� = �. = 6,25 ℎ4'�F ⇒ �* = 6 ℎ � 15 �7�6E4F. 

 

 �� = i  = ��.� = �. = �. = 6,25 ℎ4'�F ⇒ �� = 6 ℎ � 15 �7�6E4F. 

 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva 
o negativa, respectivamente. 
 

 a/ E) = 50 · ���·√�,���-� = 50 · ��.√�,���-�. 

 

 a/ E) = 0 ⇒ 50 · ��.√�,���-� = 0;   E − 4 = 0 ⇒ E = 4 ℎ4'�F. 

{ 
| 

} £0, 3752 ¤ 

40 ¥�/ℎ � 250, 0) 

a E) 30 ¥�/ℎ 

@ 

& 

� 
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ZA�'A�7�7A�E4: a/ �) < 0 ⇒ E ∈  0, 4 ℎ4'�F). 

 _'A�7�7A�E4: a/ �) > 0 ⇒ E ∈  4 ℎ4'�F;  6 ℎ4'�F 48 �7�6E4F). 

 
********** 
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