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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tre
problemas de la opcidn. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean grafi
0 programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o for
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricc
y gréficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1 0 a
1°) Se dan la matrid = (—2 a+1 2), gue depende del parametro reay una
-3 a—-1 a

matriz B de orden 3 tal qug? = §I — 2B, siendol la matriz identidad de orden 3.
Obtener razonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) El rango de la matriz A en funcién del parametrp el determinante de la matriz
2A7! cuandaa = 1.

X -1
b) Todas las soluciones del siste;ha(y) = ( 2 ) cuandoa = —1.

z 0

¢) La comprobacién de que B es invertible, encontramgon tales ques~! = mB +
nl.

a)

1 0 a
-2 a+1 2
-3 a—1 a

|A| = =a(a+1)—2a(a—1)+3a(a+1)—-2(a—1) =

=4a(a+1)—2a*’+2a—-2a+2=4a*+4a—-2a*+2=2a*+4a+2=0;

a’+2a+1=0; (a+1)?*=0=>a=-1.

1 0 -1
Paraa = —1 :>A=<—2 0 2>=>RangA=2.
-3 -2 -1

Paraa # —1 > Rang A = 3; Paraa =—1= Rang A = 2.
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AT = i= . ! = 4 = 4 =
|2-A7[ =8 m 8 — D Paraa 1es.(1+1)2 1.

Paraa=1=|2-47 =1.

Nota: El factor 8 es debido a que cuando se multiplica una matriz por un nimero |
matriz resultante es la que resulta de multiplicar por el nimero todos y cada uno de I
elementos de la matriz; se tiene en cuenta que la matriz es de orden 3 y que el detert
nante de una matriz queda multiplicado por un nimero cuando se multiplican por es
namero todos los elementos de una de sus lineas.

s () 8 D 0-0)

1 0o -1 -1

La matriz ampliada eg’ = <—2 0o 2 2 ) CuUyo rango es 2 por tener
-3 -2 -1 0

las dos primeras filas proporcionales.

b)

Segun el teorema de Rouché-Frobenius es sistema es compatible indetermina
con un parametro por ser la diferencia entre el nimero de incognitas y el rango de
matriz ampliada de uno.

x—z=-—1
El sistema resulta —2x + 2z = 2}, gue a efectos de resolucion es equiva-
—3x—2y—z=0

lente al S|stem§x +2y+z= 0}, compatible indeterminado. Hacienzle= 1.
x=—1+1 2y=-3x—z=3-31-1=3—4% y=>-2A

Solucién:x = —1+1, y=-—2A, z=1, VA€R,

c)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Se sabe quB? = §I — 2B. Operando adecuadamente, por ejemplo de la forma
siguiente:

2 _1 4. 2 _ 4. _ 2 g=2.7
B*+2B+I1=;1+1=]I; B+D*=I; B+I ﬁ\ﬁ =1

B=i-1—1=(%—1)-1=(%5—1)-1=2f‘3-1.



2/3-3 2v/3-3
3 3

2v/3-3
3

|B| = + 0.

I =

Queda comprobado que la matriz B es invertible.

Por otra parteB2 + 2B = gl; B-(B+2)= §1; B-(3B+6I)=1.

Sabiendoqu& -B™1=1= 3B+ 6] =B~ 1.
Como se pide determinat y n tales queB~! = mB + nl, es evidente que:

m=3yn=6.
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x—y+3=0
‘ 2x—2z+3=0"
Z%. Obtener razonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

2°) Consideramos en el espacio las rectaﬂs{ s=x=y+1=
a) La ecuacion del plano que contiene a las recjes.
b) La recta que pasa por el pu@, —1, 2) y corta perpendicularmente a la recta

c¢) El valor que deben tener los parametros realed para que la rectaesté conte-
nida en el plana = x — 2y + az = b.

a)
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
x=A
r={y s g e r=aer=iy=3+4,
Zre= z=3+22

Un punto y un vector director aesonA(0,3,3) y v, = (1,1, 2).

Un punto y un vector director desonB(0,—1,2) y v, = (1,1, 2). ( Nbtese
que las rectas y s son paralelas o coincidentes).

Para diferenciar el caso se comprueba si el pi(it3, 3) € r satisface la ecua-
ciondelarecta=x=y+1 =?: 0#3+1=>A¢s=>ryssonparalelas.

Los puntos A y B determinan el vecitB = [B — A] = (0, —4, —1).

. x y—3 z-—3
La expresion general del plano eé4; v, AB) = |1 1 2 |=0;
0 -4 -1

—x—4(z—-3)+8x+(y—3)=0; 7x—4z+12+y—-3=0.

n=7x+y—4z+9 =0.

b)
El haz de planos perpendicularesesff =x+y+ 2z+ D = 0.

De todos los infinitos plano del hay el planoa que contiene al punto
P(0,—1,2) es el que satisface su ecuacion:

f=x+y+2z+D =0

P(0,-1,2) }=>0_1+2'2+D=0;3+D=0:>D:_3_



a=x+y+2z—3=0.
El puntoQ de interseccion de la reaty el planoa es el siguiente:

a=x+y+2z—3=0

x=A Al
rE{y=3+/1 A+ @B+1)+23+21) -3 =0;
z=34+21

A+34+14+46+41-3=0; 61+6=0=>1=—-1=Q(-1,2,1).

Los puntos P y Q determinan el veaﬁ? =[P—-Q]=(1,-3,1).

X=U
La recta pedida es:= {y =—1-3p,
z=2+u

c)
Una recta esta contenida en un plano cuando dos puntos de la recta estan con
nidos en el plano.

., -2 .
La expresion de larecke=x=y+ 1 = ZT dada por unas ecuaciones para-

x=90
métricas esz{y=—1+5.
z=24+26

Dos puntos de la rectasonB(0,—1,2) y C(1,0,4).

mT=x-—2y+az=»>

B0 1.2 }=>0—2-(—1)+2-a=b; 2a—b=-2. (1)

n=x—2y+az=»>b L _
e }=>1—2-0+4-a—b, 4a—-b=-1. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

2a—b=—2} —2a+b =72

1
4a—b = —1 4a—b=—1}=>2a_1=>a_5'

2a—b=—2; 2-§—b=—2; 1—-b=-2=pb=3.
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3°) Se considera la funcidi(x) = x - e~*". Obtener razonadamente, escribiendo to-
dos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los maximo
y minimos relativos de la funcigf(x).

b) La representacion grafica de la cufa).

c) El valor del parametr@ para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo
[0,1] a la funciong (x) = f(x) + ax.

d) El valor de las integrales indefinidgs= [ f(x)-dxe I, = [ x-e™ - dx.

a)
Las asintotas horizontales de una funcion son los valores finitos que toma I:
funcidén cuando x tiende a mas infinito o menos infinito.

lim f(x) = lim (x- e‘xz) = lim -5 = — = Ind.= {L'Hopital} =
X——00 X——00 ©o

x——0co0 eXx

= lim = 0.

xX—>—o00 2X*

ex?

lim f(x) = lim (x . e‘xz) = lim = = g = Indet.= {L'Hopital} =

x—+00 X—+00 x—+o0 e*
. 1 1
= lim >=—=0.
x—+o0 2x-eX 00

Larectax = 0 es asintota horizontal.

Asintotas verticales no tiene por 8&f # 0,Vx € R.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

2 2 2
X _x2x-eX  (1-2x2)-e®  1-2x?

f=2%  f@==

(e"z)2 et e
F)=02 =0 1-2x =025 =25 =2

Teniendo en cuenta quEf) = Ry quee"f2 > (0,Vx € R, los periodos de cre-
cimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—00, —\/?E) V] (\/?E, +00).




Crecimiento: f'(x) >0=>x € (—\/2—5,\/27)

2 2
f”(x) _ —4x-e* —(1-2x%)-2x-e*" _ —4x-2x-(1-2x?) _ —4x—2x+4x3 _ 2x-(2x?-3)

(=) )

Conviene tener en cuenta que tafif@) comof' (x) son simétricas con res-
pecto al origen, por s¢i(x) = —f(x)y f"(x) = —f" (x).

ex? ex? - ex? )

f" (— ‘/2—5) = % > 0 = Minimo relativo parac = —*/2—5 = —0,71.
B\ _ 2 I v VZ Ve
—_— ) =2 - - - _ 1~ 1 — - N
f( 2)_\/5_ 2ve 2e 0,43:M1n.P( 2’ 2e)'

Por simetriaMax. Q (‘/2—5%)

b)
Teniendo en cuenta el apartado anterior y que la funcion pasa por el origen de
coordenadas, la representacion grafica, aproximada de la funcion, es la siguiente:

AY
1
0 fx)=x-e™
-3 -2 ‘1_?/\‘ —,
TS0 2 ¥
| ~1

gx) =f(x)+ax =e%+ax.

La funciong(x) = e% + ax cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el in-
tervalo[0, 1] cuando:

1.— Es continua efi0, 1]. Por serg(x) la suma de dos funciones continuas en
R es continua en cualquier intervalo cerrado que se considezeR.

2.— Es derivable ef0, 1). Por sefg(x) la suma de dos funciones derivables en
R es derivable en cualquier intervalo abierto finito que se considegeR.



3.— g(0) = g(1).

1 1
g(1)=67+a=—+a

e

g(0) =0 L L
:>;+a=0=>a:—;.

d) El valor de las integrales indefinidgs= [ f(x)-dxe I, = [x-e™ - dx.

_ — X" = 1
R AR e PP O S R

——Z.et4C=—z-e* 4.
2 2

_ u=x-du=dx
L= x-e x.dx:>{dv=e‘x-dx—>v=—e‘x}:>

S>x-(—e™)—[—e ™ dx=-x-e*+[eX-dx=—x-eF—e*+(C=

=—e*(x+1)+C.
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OPCION B
x+y+z=4

1°) Se da el sisterr{ésx + 4y + 5z =5 , dondea es un parametro redbtener ra-
7x+9y+11z=a

zonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de para los que el sistema es compatible y los valorespdea los
que el sistema es incompatible.

b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible.

c¢) La discusion de la compatibilidad y determinacion del nuevo sistema deducido de
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro numero diferente.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 1 1 1 1 4
M=<3 4 5>yM’=<3 4 5 5).
7 9 11 7 9 11 a
El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:
1 1 1
IM|=|3 4 5|={F +2F,=F}= RangM = 2.
7 9 11
1 1 1 4 1 1 1 4
RangM’=><3 4 5 5):{?3?_3?}:(0 1 2 =7 >=>
7 9 11 a 3003 ! 0 2 4 a—28
1 1 1 4
0 0 0 a—14

Paraa =14 = Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.

Paraa # 14 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

b)
xt+y+z=4%
Se resuelve pata= 14; el sistemaresultdx + 4y + 5z =5 ¢, que es com-
7x +9y + 11z = 14
patible indeterminado.

Despreciando, por ejemplo, la tercera ecuacion y hacieada:



x+y=4-21) —3x-3y=-12+33)
3x+4y=5—5/1} 3x+4y =5—-51 }=>y——7—2,1,
x=4—-A-y=4-21+7+21=11+1

Solucion:x =11+ A, y=-7—-21, z= 1, VA€ER.

c)

Seab # 11 el nuevo coeficiente que se considera.
La nuevas matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 1 1 1 1 4
N=<3 4 5)yN’=<3 4 5 5).

7 9 b 7 9 b a

1 1 1
IN|=13 4 5(=4b+27+35-28—-45—-3b=b—-11=0=b =11.
7 9 b
Parab # 11 = Rang N = Rang N' = 3 =n%incoég.= S.C.D.
1 1 1 4 2 1 1 1 4
RangN’=><3 4 5 5):{11::2:11;2_%1}:(0 1 2 —7 ):>
7 9 b J ! 0 2 b—7 a-—28
1 1 1 4
= {Pé i Fé _'ZIE} = (() 1 2 _‘7 ).
0 0 b—11 a—14
b =11 _ , 0 ins
Para {a \ 14} = Rang N = Rang N" = 2 < n?incog.= S.C.I.
Para {b - 11} = Rang N = 2; Rang N' = 3 = Sistema incompatible.
a+ 14 '
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2°) Sea el plana = 9x + 12y + 20z = 180. Obtener razonadamente, escribiendo
todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de dos planos paralelogjae distan 4 unidades de

b) Los puntos A, B y C intersecciones del plancon los ejes OX, OY y OZ y el
angulo que forman los vector@s y AC.

c) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntc
A ByC.

a)
La ecuacion del haz de planos paralelas=a9x + 12y + 20z — 180 = 0 es
a =9x + 12y +20z+ D = 0.

. . D+180
La distancia entre el plamoy otro plano del haz esd = p_ID+1801
V9241224202

Los planos pedidos son los siguientes:

4 = ID+180] [D+180| __|D+180| __ |D+180|
V9241224202  /81+144+400 V625 25

D, + 180 = 100 » D, = —80

|D +180| = 100 = {Dz + 180 = —100 - D, = —280°

T =9+ 12y +20z2—80=0 y m, =9x + 12y + 20z — 280 = 0.

b)

I
o

‘

0X = {y } = 9x = 180 = A(20,0,0)

N

7 =9x+ 12y + 20z = 180 = { 0Y = }=>12y=180=>13(0,15,0),

{
OZ=>{

RN R
1l

O OO OO

} = 20z = 180 = €(0,0,9)

\ y

AB = [B — A] = [(0,15,0) — (20,0,0)] = (20, 15, 0).
AC = [C — A] = [(0,0,9) — (20,0,0)] = (—20,0,9).

El angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de producto escale

“B 7R _ (78] 771 . _ ABAC _ (-20,150):(-20,09)
AB - AC = |AB| - |AC| - cosa = cosa = iGN E TN e
400+0+0 400 400 400 — 0,7295 =q=143°9'9"

© \200+225-/400+81 v625-/481 +/300.625 548,29



El origen de coordenadas y los puntos A, B y C determinan los vectores:
04 = (20,0,0), 0B = (0,15,0) y OC = (0,0,9).

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los vectores qu:
lo determinan.

i 2o 0o
VOABc=g'||0A.OB.OC||=g' 8 105 g =--120-15-9| =

— [10-5- 9| = 450.
VOABC = 450 u3.
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3°) Las coordenadas iniciales de los moviles Ay B(600) y (250, 0), respectiva-
mente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los punt
(1,0) y (0,1). EI mévil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion inicial hasta

el punto(o,%) con velocidad de 30 km/h y, simultaneamente, el movil B se desplaza

sobre el eje OX desde su posicion inicial hasta el origen de coordenadas con velocid
de 40 km/h.Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) La distancig (t) entre los méviles Ay B durante el desplazamiento, en funcién del
tiempot en horas desde que comenzaron a desplazarse.

b) El tiempoT que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion inicial a s
posicion final, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la furfcro
largo del trayecto.

La representacion grafica de la s 375
tuacion se refleja, aproximadamente, e( _)
la figura adjunta, donde, al cabo de un
tiempot el movil A se encuentra en la po-

sicion P y el movil B se encuentra en la
posicion Q. 30 km/h

a) P B(250,0)
La funcion que expresa la situacion de la distancia entre los moviles Ay B es
la ecuacion de la recta que pasa por los punt®S0 — 40t,0) y Q(0,30¢t).

f() = \/(30t)2 + (250 — 40t)2 = v900t2 + 62.500 — 20.000¢ + 1.600t2 =

=+/2.500t2 — 20.000t + 62.500 = 50 - Vt2 — 8t + 25.

f(t) =50-vVtz —8t+ 25.

b
) P2 375 75 25
T,=<==2="2=22=22=6725horas = T, = 6 h y 15 minutos.
v 30 60 12 4
TB=5=E=§=E=6,25horas=>TB=6hy15minutos.
v 40 4 4

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

2t-8 t—4

f (t) =50- 2Vt2—-8t+25 50 Vt2-8t+25

t—4

sz; t—4=0=>t=4horas.

£1() = 0= 50-



Decrecimiento: f'(x) < 0=t € (0,4 horas).

Crecimiento: f'(x) > 0 = t € (4 horas; 6 horas 48 minutos).
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