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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

A continuacion encontraras el enunciado de cuatro cuestiones y dos probler
Tienes que responder a solo tres de las cuatro cuestiones y resolver solo uno de lo
problemas (puedes elegir las cuestiones y el problema que quieras). En las respu
has de explicar en que te basas y por qué. La puntuacion de cada cuestion son dos

tos y el problema cuatro puntos.

CUESTIONES

18) a ) Determinar los extremos relativos de la funciéfy) = X’ —gxz - 6x-3, y cal-

cula los valores de f(x) en esos puntos. A partir de esos datos haz un dibujo aproxin

de la grafica.

b ) Demuestra que la ecuaciéﬁ—g x* — 6x—3=0 tiene, exactamente, tres soluciones

reales.

a)

f(Y= - 3-6;f(x)=0= 3¢-%-6=0;; X¥-x-2=0

(o 1xy1+8 _1+49 13 N
2 2 2

f '(-9=-6-3=-9<0 = Maximo relativo para x=-1

f'(x)=6x-3 =
f '(3=12-3=9>0 = Minimo relativo para x =2

f(‘l):(‘1)3—g -¥- 6'(‘])—3:—1—§+6—3=2—§:% ~ Max A{—l %j

f(2)=2°-

N w

2~ 62 F & 6 12 3= 821=-13 = Min.B(2 -13
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La representacion gréafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:

YA

>

\ ()

b)
Para demostrar que la ecuaciﬁn—g x* — 6x— 3=0 tiene exactamente tres ecua-

ciones (que son evidentes en la gréafica de la funcién) tenemos en cuenta lo siguientse

En primer lugar que la funcionf(x) = x° —gxz - 6x—3, por ser polinébmica es

continua y derivable en su dominio, que es R.

En segundo lugar, que toda funcion polinédmica de grado impar tiene, al men
una raiz real; ello se debe a que los limites cuando x tiende a mas infinito y a meno
finito son, necesariamente son, uno de ellos mas infinito y el otro menos infinito. Er

lim lim
caso que nos ocupa es f(x) =+ y f(x)=—oo.
(00]



Sabiendo que el Teorema de Bolzano dice: “sii una funcion f(x) es continua en
intervalo cerrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, en
ces existe al menos un valorl(a, b) tal que f(c)=0" y teniendo en cuenta el parrafo

anterior y que el maximo tiene ordenada positiva, en el intefvabp —1) la funcion

tiene una raiz. Por un razonamiento similar con respecto a la ordenada del minimo,
es negativa, segun el mencionado teorema, la funcién tiene una raiz real en el intel
(2. +).

Finalmente, y aplicando el reiterado Teorema de Bolzano, la funcidn tiene L
tercera raiz en el intervalo determinado por las abscisas del maximo y minimo relati
0 sea, en el intervalg-1, 2).

No pueden existir mas soluciones por ser la ecuacion de tercer grado, con lo
demostramos que la ecuacion tiene, exactamente, tres raices reales.
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22) Calcular por integracion la superficie del recinto delimitado por la cyrva® y la
recta de ecuacionp - x -6 =0 representada en el dibujo siguiente:

\ y:/)/(z Ay

Los puntos de corte de la curva y la recta son los siguientes:

y=x’
y=X+6

}j X = x+6 5 X ~x-620;; x= ;+24=1§5 = {ilzﬁz

2
Los puntos de corte son: A(3, 9) y B(-1, 4).

Todas las ordenadas de la recta son iguales o mayores que las de la parabola
intervalo determinado por los limites de integracion que es el siguiente: (-2, 3). El &
pedida es:

%Js'( * 6 - dx—j2 X - dx:J§(x+6—x2)-dx:{X—22+6x—x—33]2 =

<2 -2

=[2418-27)- il—12+§j:9+ 18- 9- 2+12-S =19+ 2 -8 114 27716 _
2 3) 2 3) 2 3 > 3 5
_131-16 115 ,

6 6
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32) Dados los vectores =(1,- 1, 4, v=(213) y w=(1 0, 0):
a ) Determina si son vectores linealmente dependientes o independientes.

b ) Calcula la relacion que ha de haber entre los valores de a y b para que el ve
z =(a, 1, b) sea combinacién lineal de los vectoresy v .

a)
Si los vectores son linealmente dependientes tienen que existir los valores re
a, By y,notodos iguales a cero, tales que:-u+g8 -v+y-w =0. En el caso de

que todos los valores, 8 y y sean cero, los vectores, v y w son linealmente
independientes.

a+26+y=0
a (% 1)48 (21By (109=(000) = ;-a+p=0
Ay+36=0

fea {a+2a+y:o 3 {3a+y:o

am+=0 7 \7a=0 — 9=A=y=0

Los vectoresy Vv y w son linealmeng independiates

Otra forma de determinar la dependencia o independencia de tres vectores.

Los vectoresu, v y w son linealmente dependientes cuando son coplanario

es decir, que su rango tiene que ser dos y son linealmente independientes cuando r
coplanarios y el rango del determinante que determinan es tres:

1 -1 4
— - — -1 4
Rangode{ u vy W}:> 2 1 3 :‘ 3‘:—3—4;:50 = Rango=3
1 0 O

Los vectoresy Vv y w son linealmeng independiates

b)

. . . a=m+2n
Zmutn v = (a,lb)=m {(1-134+n (21, 3) = {1=-m+n =
b= 4m+3n



a=n-1+2n

a+ 7= +12 = T7a-P=5

a=3n-1-n=

b=7n-4 - n=
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L . 1
43) De un angular del primer cuadrante se conoce que se-aé. Calcula el valor

exactc de: a) taga. b) sen(2a).
a)
1 1 1 1
taga:sena: Sena = é = 3 = é = é :i:i:
cosa [1-serfa 1)’ \/ 1 \/9—1 V8 V8 22
1-| = N S
(3j 9 9 3
:Q:taga
4
b)

_ _ _ 1 1\ _2 1_
sen( @) = 2sena -coxr= 2-sena - 1—senza—2-:—3- 1-13) =3t 5°

22 (912 VB 42 o
3 9 3 3 9
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PROBLEMAS

1°) El lado desigual de un tridngulo isésceles mide 12 metros y la altura sobre este
es de 5 metros.

a ) Dado un punto arbitrario sobre esta altura, obtén una expresion de la suma de la
tancias de este punto a cada uno de los vértices del triangulo.

b ) Determina los puntos sobre la altura que cumplen que la suma de las distancias
tres vértices del triangulo sea maxima y los puntos para los cuales sea minima.

En primer lugar situamos el triangulo en unos ejes coordenados, situando unc
sus vértices en el origen para facilitar el proceso.

Para una mejor comprension del ejercicio hacemos una representacion grafic
la situacion.

v

x=6

I
B(6, 5)
/ ds \\
yd U
yd / 4 0y " \\\

e R -

0(0, 0) A(12,0)

dlzd(a:):\/m b0, =d =6+ (=) 5 d=dg=5-y

D y=d+d,+d, =/y? +36+/y> + 36+ 5 y= 2y’ +36- y+5=D(y)

b)

Para que la distancia sea maxima o minima, su derivada tiene que ser cero:



2\ y? +36 y’ +36 \JYy? +36

2y=,Jy?+36 ;; 4y’ =y?+ 36 $2= 36;;y°=12;;y=+3/3= P(6, 2\/:_3)

(El valor negativo carece de sentido por no pertenecer a la altura)

Para diferenciar si la distancia se trata de un maximo o de un minimo recurrin
a la segunda derivada:

2. Jyr+36-2y.  2Y __ 2[yP+3e- Y

2,/y? +36 _ 7,/3/%36 2(y2 +36)—2y2 _

[y +36] y? +36 (v +36}y" +36

2

D" (y) =

2y +72-2y° 76

= = = D"
(y> +36)/y> +36 (y>+36),/y* +36 )

Por serD"(y) una funcion par eD"(y) >0, OyOR, lo cual justifica que la solu-

cion encontrada es un minimo de la funcion. No existe la posibilidad de que la distat
sea maxima.

El punto se encuentra sobre la altura, aproximadamente, a 3'46 metros de la bas:
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2x-5y-z-3=0

X=3y—7z-2=0 y el planon=2x-y+az+2=0, donde a

2°) Considera la rectas{

es un parametro.

a ) ¢Para qué valor de a la recta r y el plarson paralelos? ¢ Cudl seré entonces la dis
tancia del punto P(1, O, -1) a la recta y al plano?

b ) ¢ Existe algun valor de para el cual la recta y el plano sean perpendiculares?

c ) Determina el valor de para que la recta y el plano formen un angulo de 30°.

a)
Una expresion de la recta r por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

A

[ = 2x—-5y-z-3=0 7= o 2Xx—-5y =3+ A1 2Xx—-5y =3+ A1 _

" | x-3y-z-2=0 — X-3y=2+A[ — 2+ 6y=-4-2]
Xx=-1-24

= y=—FA ;X= 21+ F=2+1-3-3N=-1-2A=x = r=qy=-1-4
Z=

Un vector director de larectar @s= (-1, -1 1).

Para que la recta r y el plamosean paralelos es necesario que el vector norm:
del plano,n =(2, -1, a) y el vector director de la recta, = (- 2, -1, 1), sean perpen-
diculares, o sea, que su producto escalar sea cero:

—_—

n v=(2-13) (- 2-1,3=0;;-4+1+a=0;;a=3

La distancia del punto P(1, O, -1) al plame 2x -y +3z+2 =0 es la siguiente:

| A+ By +Cz+D| | 2+ 1.0+3-(-0)+2| |2-0-3+2 1 14

d(P, )= = = =
(P, m) IRrpic Zi 07 [+1+9  1a 14
d(P, ﬂ):@ unidades
14
Cll
La distancia de un punto a una recta viene dadal {orr) :T, siendo Q
\

un punto de la rectarr.

Un punto de la rectar es Q(-1, -1, 1), con lo cual el vegroresulta ser:



QP=P-Q=(10- 1-(-1-19=(21 -2).

Aplicando la formula anterior:

[ ]k
- 2 -2
a(p r):\QPDV‘: -2 -1 1] _i+4-kK+X-2-2j| |-i+2j]_
| v EY e Ja+1+1 V6

VY240t _Jiva V5 _ 430
6 NG

unidades= d(P, r)

b)
Para que la recta r y el plamo sean perpendiculares es necesario que el vect

normal del plano,n =(2, -1, a) y el vector director de la recta, = (- 2, -1, 1), sean
paralelos, o0 sea, que sus respectivas componentes sean proporcionales:

—¢—1:> Larecta r y el planar nopuedenser perpendiclares

(Independientemente del valor d¢

c)
La recta r y el plano: forman un angulo de 30° cuando el vector normal de

plano, n =(2, -1, a), y el vector director de la recta, = (- 2, -1, 1), formen un angu-
lo de 60°.

Aplicando el producto escalar de dos vectores:
:‘_" ‘_" cos60 ( 2 1) (- 2- 1 )=+ 4 Ba? J4r1+ % :
— & Wa=+5a \/—6% ca- 6. §5a°) ;4> — 241+ 36=30+6a° ;;

2°+ 24r- 6= 0;;0°+1r-3=0.

a, = -6++/39

_ - 12144+12 _ - 12+/156 _ - 12+ 2/39 35
- 2 - 2 2 TOEN39 =
a, =-6-+/39

*kkkkkkkkk





