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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

A continuacion encontraras el enunciado de cuatro cuestiones y dos probler
Tienes que responder a tres de las cuatro cuestiones y resolver uno de los dos prob
(puedes elegir las cuestiones y el problema que quieras). En las respuestas has de
car en que te basas y por qué. La puntuacién de cada cuestion son dos puntos y €
blema cuatro puntos.

OPCION A
CUESTIONES

12) Encuentre las coordenadas de los puntos situados sobre la recta r de ecuacion
rial r=(x,y.,z)=(- 4 14 3+t (4 2 1) que estan a la distancia de una unidad de
planon =2x+2y+2z=5.

Los puntos genéricos de la recta r son de la fdr(aal+t, 1+ 2, 1+t).

La distancia de un punt&(x,, v,, z,) a un planan = Ax+By+Cz+ D =0 viene
| Ax+ By +Cz +D|
- JAr+B+C?

teniendo en cuenta que la distancia es de una unidad:

dada por la formulad(P,, 7) . Aplicada al caso que nos ocupa,

| 2(- ¥t)+ 2{( 2)+ 1-(1+t)-5] |- 2+ 2+ 2+ 4+ 1+t -5
d(P, m)=1= = =1
N22+ 22 +1° N4+ 4+1
|7t_4|_ __|7t_4|_1__|7t_4|_3:> 1T-4=3;, ~a=7 t,=1
V9 3 t- :—3;;7t:1;;t2:%

Los puntos que cumplen la condicién son:

P(- 1+t, 1+ 2t, 1+t) = t= 1= P(0, 3 2)
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P(- 2+t, 1+ 2, 1+t) = t:% =

—];+.1 = —u§ =
7 7
2_9
=1l+—=—=
7 7 Y
::l-fEk::E%:: Z
7 7
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X+ 3y+2z=0

29) Averigie si el sistema2x+ 4y+3z=0 puede ser compatible indeterminado para
x+ y+mz=0

algun valor de m.

Se trata de un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas; par
sea compatible indeterminado, segun el Teorema de Rouché-Frébenius, el rango
matriz de coeficientes tiene que ser menor que tres, o sea, su determinante tiene qt
cero.

La matriz de coeficientes &s=

RN R
P N~ W
S W N

PN R
P AW

2
3= 0;;h+ 4 9 & Fn=0;;2-22n=0;;1-m=0;, m=1
m

Para m=1= Rang A= 2< rf inc6ég = Compatible Indeterminada
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: 1 -1 1 1
32) Dadas las matrlcegz(2 _J y B:E J:

a)CalculeA-ByB - A

b ) Compruebe quéA+ B)® = A’ + B2,

1 -1 (1 1 1-4 1+1 -3 2
A-B= . = = =A-B
2 -1) (4 -1 2-4 2+1 -2 3

11 1 -1 +2 -1-1 3 -2
B-A= . = = =B-A
4 -1) (2 -1) |4-2 -4+1) |2 -

L e e PO PO A o

., (1 -1y (1 1) (1 -1) (1 -1) (1 1) (1 1
A +B° = + = . + . =
2 -1) (4 -1 (2 -1)\2 -1) |4 -1) |4 -1
1-2 -1+1) (1+4 1-1) (-1 0) (5 0) (4 O)_ ., _,
= + = + = =A"+B
2-2 -2+1) (4-4 4+1) (0 -1) 0 5/ (0 4

( A = A+ B, cqc (como queriamoscomprobaj

*kkkkkkkkk



X2 —4x+1

4%) Encuentre el dominio y las asintotas de la fundife) = 1
x _—

Por tratarse de una funcioén racional, su dominio es R, excepto el conjunto de
lores reales de x que anulan el denominador.

En el caso que nos ocupa el dominioBst) = R-{1}.

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales u oblicuas.

Las asintotas horizontales son de la forma y = k, o sea, son los valores finitos
toma la funcidn cuando x tiende a valer mas infinito o menos infinito.

2
., - + . , . .
La funcion f(x) = L"):(Ll no tiene asintotas horizontales por lo siguiente:
X_
lim lim z -
f(X): X 4X+1: +oo
X — oo X — +oo x-1
_4+ 1
lim f(x) lim x> -4x+1 lim % x _—0—-4-0
= = = = —00
X - —00 X - —00 x—-1 X - —00 1_} 1+0
X

Como se observa, ambos limites son infinito.

Las asintotas horizontales son de la forma x = k; son los valores finitos de x p

los cuales la funcion toma valor infinito, o sea, son los valores de x que anulan el de
minador.

., X2 —4x+1 .. , : _
La funcion f(x) = 1 tiene como asintota vertical la recta x = 1.
X —

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

M= lim f(x)_ lim  x*-4x+1 _ lim x*-4x+1 _ —m
X0 X X-oo0o xXx-1) x-o0 x-Xx

lim lim (x> -4x+1 lim ¥ —-4x+1-x*+X
n= M [f(gomi= (XL -
X — 00 X — 00 Xx—-1 X — 00 x-1

lim —3x+1+x _
X — 00 x-1



X —4x+1

La funcion f(x) = — 1 tiene como asintota oblicua la recta y = x - 3.
X —

*kkkkkkkkk



PROBLEMAS

1°) Una recta r pasa por el punto A(3, 0, 2) y tiene la direccién del vectdr 1, 1, 4)

a ) Encuentre el angulo que forma r con el plano horizontal.
b ) Compruebe que no pasa por el punto B(1, 3, 10).

c ) Encuentre la ecuacion de la recta s que pasa por Ay B.

a)

La recta r forma con el plano horizontal el angulo complementario que forma c
cualquier vector vertical, por ejemplo con el veckot (0, 0, 1).

Del concepto de producto escalar de dos vectores:
- - = (= u-v
u 'V:‘ U‘ {V‘ -COSa — COsd =————-—
[ul-[v]

Aplicando la férmula anterior al caso que nos ocupa y teniendo en cuenta qu
seno de un angulo es igual al coseno del complementario y considerando el primet
rrafo del apartado, resulta:

_—

sena = _V'k_ = (11900 _ 200+ _ 4 _ 9428=sena
‘v‘-‘k‘ \/(—)2+:E+AE- P+02+12 J18-41 18
a = arcsen 09428 7(° 31 44'=qa
b)
x=3-A1
La expresion de la recta r por unas ecuaciones parameétricas ¢s= A
z=2+4/

Si pasara por el punto B(1, 3, 10) el valorddiene que ser 3, segun se deduce
del valor de y, pero para= 3 resulta el punto P(0, 3, 14), lo cual justifica gue el puntc

B no pertenece a larectar, c. g. C.

c)
Los puntos A(3, 0, 2) y B(1, 3, 10) determinan el vector AB= (- 2, 3 8),
gue es director de la recta s.



La expresion vectorial de sess(x,y,z)=(3 0, A+ A(- 2 3 §)
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2°) Considere la funcion{ = % + ax¥ + bxX +cx+7.
a ) Calcule ¢ sabiendo que su recta tangente es el punto de abscisa x = 0 es horizon

b ) Para el valor ¢ encontrado en al apartado anterior, calcule a y b sabiendo que
funcién tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = -2 y que corta al eje
cuando x = 1.

c ) Para los valores obtenidos en los otros apartados, calcule los intervalos donde la
cion crece y decrece, sus extremos relativos y dibuje una representacion grafica ap
mada.
a)

La tangente de una funcion en un punto tiene como pendiente el valor de la d
vada de la funcion en ese punto; si la tangente es horizontal, su pendiente es cero p
valor de x = 0:

f( = 4%+ 3at+ 2bx+c ;;m=1(0)=0= c=0

b)
Parac =0 lafuncioneg( )= ¥ + ax +bx* +7.

Por tener un extremo relativo para x = -2 es necesario que se anule su prin
derivada para el valor dado:

f(= @+ bg = f(= )2 4- B+ R (- p=—-4-8 5=-32-4=0;; b=-8

La funcion resulta serf( §= x* + ax®* - 8x2 + 7.

Por cortar al eje OX para x = 1 es necesario que se anule la funcion para ese
lor:

f() 0= “+a 1- 8.2+ 7=0;,1+a-8+7 ;; a=0.

La funciénes f(x)=x*-8x*+7

Se trata de una funcion par, por lo cual es simétrica con respecto al eje OY.

c)
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

X, =0
(y=4% - Bx= 4{x - 4= a(x+ Yx-2)=0 = {x, =2

X, =2




Teniendo en cuenta que por ser una funcién polindmica es continua y deriva
en su dominio, que es R, para estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimi
basta con estudiar un valor de cualquiera de los intervalos que determinan los val
gue anulan la primera derivada, por ejemplo, x = 1:

Parax=1= f ()= 4-16=-12<0 = Decreciers

-~w, -2) = f'(x)<0 = Decreciers

'(x)>0 = Creciente

o
D
U
—h
— | =

x)<0 = Decrecierg

(
F()= ax(x+ x-2) = E
(

2, +o) = f'(x)>0 = Creciente

Para determinar los maximos y minimos relativos recurrimos a la segunda d
vada:

f '{0=-16<0 = Méaximo relativo para x=0
f'(x)=1x*-16=0 = {f '(9= 48-16>0 = Minimo relativo para x=2
f'{- 2=48-16>0 = Minimo relativo para x=-2

f(x)=x*-8x2+7 =
\(A

f(- 2=16-32+7=-9>

= Min.= A-2 -9) 5 "B

= {f(0=7= Max. = B(0, 7)

f(2=16-32+7=-9=
- Min = C(2, -9) | ©

Xy

La representacion grafica aproximada
es la que se indica en la figura adjunta.
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OPCION B
CUESTIONES

2
12) Considere la funcién definida péfx) :X—:ll. Calcule cuanto vale la pendiente de
X

la recta tangente a su gréafica en el punto de abscisa x = 0. Averiglie si hay otros pt
en los que la pendiente de la tangente sea igual a la obtenida.

El punto de tangencia tiene por abscisa x = 0 y por coordenada el valor de la 1
2
cion para x = 0, o sea, f(0j{0) :%TJ’ll =1 = P(0,1).

La pendiente a una funcién en un punto es el valor de la derivada en ese puntc

oy 20 (x+D=(x2+11_ 2@ +2x-x2 -1 _ ¥ +2x-1_ _,
)= (x +1)° - (x +1)° o (x+2)? )

El valor de la pendiente parax=0es m = -1.

Veamos si existen otros puntos donde la pendiente (derivada) vale, también, -1

2 4 oy
f'(x)=L2X1=—1;; k+2x1=—( 1P =—( R+ 2+ J=—% - x-1;; 2¢ +4x=0 ;;

(x+12)?
2
x =0 - f(O):O MECEPIN P(0, 1) (Punto estudiadd
2(x+2)=0 = 0+1
(-2 +1_4+1
x,=-2 - f(-2)= il T 9= Q(-2 -5)

En el punto Q(-2, -5) la pendiente a la funcién también es m = -1.
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22) Considere la funciory = f(x) definida paraxd[0, 5] que aparece dibujada en la

figura adjunta. &
5 f(x)
a ) ¢Cudl es la expresion de su funcion derivada
cuando existe? 1
3 »
b) Calcule[ () - dx. of 1 2 3 4 5x
0
a)

X sl 0sx<2
La funcion puede definirse de la forma siguierfte)=1 2 si 2<x<4 .
-+X si 4<x<5

1 siOsx<2
La funcion derivada resulta sei(x)={ 0 si 2<x<4.
-1 si 4sx<5

b)
De la observacion de la figura se deduce que:

3

J (>)-dx=i X-dx+E2-dx:{x—22I+[2x]i =(2—22—0—22]+( 2.3 2-)=2+6-4=4.

0

T f(X) - dx=4u?
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Xx-y-1=0
X+z+2=0 que
pasa por el punto P(1, 1, 2). ¢Qué distancia separa este punto del origen de coor
das?

32 ) Determine la ecuacion del plamoperpendicular a la recnas{

La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

1=0 x=-2-/

X—-v-1=

=Y = z=A ;;Xx=-2-1 ;; y=x-1=-3-A=y = r=1y=-3-/
X+z+2=0 —_— e

Un vector director de la rectar es=(-1, -1, 1).

Si el planon tiene que ser perpendicular a la recta tiene que tener como vec
normal cualquier director que sea linealmente dependiente=de 1, -1, 1), como por

ejemplo el vectom = (1, 1, -1).

El haz de los infinitos planos perpendiculares a la recta r tiene por ecuacion ge
ral la expresionr = x+ y—-z+D =0, de los cuales el plane pedido tiene que satisfacer

Su ecuacion para el punto P(1, 1, 2):

a=x+y-z+D=0
P(1 1 2)

}:> +1-2+D=0;; D=0 = m=x+y-z=0

La distancia del punto P(1, 1, 2) al origen de coordenadas es igual que el mdc
del vectoroP=P-0=( 11 2-(0,0 0=(1 1 2), es decir:

d:@:‘@‘:\/ £+ £+ 2 =1+ 1+ 4 =6 unidades= d
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1 0 -1

49) Sea la matriA=|4 1 -m|. Determine los valores de m para los que el rango d
Om 3

la matriz A es menor que 3. ¢ Puede ser Rang A = 1 para algun valor de m?

Para que el rango de la matriz A sea menor que 3 es necesario que su determ
te sea cero:

1 0 -1
+4/16— + m =3
|A|:4 1 -m :3—4m+mzzmz—4m+3:o;; m= 4 V16 12:4_2: —_
O0m 3 2 2 m, =1

Param =3y m=1 el rango de la matriz A es menor que 3.

El rango de la matriz A no puede ser 1, independientemente de los valores

: .0 N
tome m, ya que el menor correspondiente a la maltnz1 #0, lo que significa que el

menor rango que puede tener la matriz A es dos.
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PROBLEMAS

1°) Dada la funcionf(x) = e **.

a ) Encuentre su dominio y las posibles intersecciones con los ejes.

b ) Encuentre los intervalos donde crece y decrece y los extremos relativos.
¢ ) Encuentre sus posibles asintotas

d ) Haga la representacion grafica aproximada de la funcion.

*) La funcion esta definida para cualquier valor real dekt)= R.
Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:
Eje X = y= f(Y=0;; e #0, OxOR = La funcioén no corta al eje X.
EieY= x0; y=e%2°=¢"=1= L,l)
b)

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento se obtienen del estudio de la |
mera derivada:

f(N=(- &+ P e =0= - x+2=20;;-4x-1)=0= x=1

Por tratarse de una funcidn exponencial, es continua y derivable en su dom
gue es R, por lo cual, para determinar el crecimiento y decrecimiento estudiamos
punto de uno de los intervalos que determina la raiz de la derivada, por ejemplo, pa
valor de x = 0:

Para x<1 = f'(x)>0 = Creciente

f(0=(-0-2.-8d=2.e=2>0 =
Para x>1 = f'(x)<0 = Decrecien¢

Para determinar si el valor que anula la primera derivada es un maximo o un
nimo relativo recurrimos a la segunda derivada:

fr()=-2-e%+(- x+ J (- 2x+ 2) - € X*2* = e‘X“ZX[— 2+ (- 2x+2)2]=

e [ 2 42— &+ 4= {20 - ax+1). e = £(x)




f ()= 22 4 ) -e¥=-2.e=-2e<0 = Maximo relativo para x=1

f)= ef*21= e = Max = H(1 e

c)

Por tratarse de una funcion exponencial, las posibles asintotas son horizont:
gue son de la forma y = k; son los valores finitos que toma la funcién cuando x tienc
mas infinito o menos infinito:

lim 2
y:k: f()()— eX X — g = =y

X - *oo X - *oo -

La recta y = 0 (Eje X) es asintota vertical.

d)
Con los datos anteriores puede hacerse una representacion grafica aproximad
la funcidn, que es la siguiente:

\(Ak
ol B
S A
f(x 1 .
€ y=0 =
O X
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2x-5y-z-3=0

X=3y-2-2=0 y el planon=2x-y+az+2=0, donde a

2°) Considere la rectas{
es un parametro.

a ) Encuentre un vector director de la recta y un vector perpendicular al plano.

b ) ¢ Cual tiene que ser el valor de a para que la recta y el plano sean paralelos?

c ) AverigUe si existen valores de a para los que la recta y el plano sean perpendicul
En caso afirmativo, calculelos.

d ) Averigle si existen valores de a para los que la recta y el plano formen un angul
30°. En caso afirmativo, calculelos.

a)
La expresion de la recta r por unas ecuaciones parametricas es la siguiente:
2x-5y-z-3=0 2x—5y =3+ 4 2Xx—-5y =3+ 4
r= y = z=1 = y Y =>y=-1-4;;
Xx-3y-z-2=0 X—-3y=2+A] - X+6y=-4-24] ——
X=-1-24
X= 2z+ §= 24+ & 1-2)=2+1-3-3=-1-21=x = r={y=-1-4
z=A
Vector director de r :V:(— 2, -1 1) ;; vector normal al plano: F=(2, -1, a)
b)

Para que la recta r y el plamosean paralelos es necesario que el vector directc
de la recta y el vector normal al plano sean perpendiculares; es decir, que su proc
escalar tiene que ser cero:

_— —

v n:(— 2- lh(z,_l,a):—4+1+a20;;—3+a=0;;a_:3

Para que la recta y el plano sean paralelos el valor de a tiene que ser tres.

c)

Para que la recta r y el plamosean perpendiculares es necesario que el vectt
director de la recta y el vector normal al plano sean linealmente dependientes; es d
gue sean paralelos, para lo cual sus componentes tienen que ser proporcionales:

—#—==— = Larectar y el planonosonl OaldR

d)
La recta r y el plana: forman un angulo de 30° cuando el vector director de I



recta y el vector normal al plano formen un angulo de 60°. Aplicando el producto es
lar de dos vectores:

\Y; -n:‘v‘ }n‘ .c0s60r =

> 2 1(2- 1= FalF e V2T v

2

- & %a=+ 4 ¥ 1-VJ4+1+a° % fa- 3=ve/5ra’ ;; 4a-3?=6(+a?)

(@2- @+ ) Bsa?) ;& - 18+ 18 15 3 ;;a’+12-3=0

a, =—6++/39
—126/144+12 -12¢156 - 12t,/4-39 -12+ 2/39 _ R
a= 5 == ; = > =-6++/39=

a, =—-6-+/39
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