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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resuelva UNO de los dos problemas. En 
las respuestas, explique siempre qué hace y por qué. 
 
Puede utilizar calculadora científica para el cálculo de funciones exponenciales, loga-
rítmicas, trigonométricas y especiales, así como para realizar cálculos estadísticos. No 
se podrán utilizar calculadoras u otros instrumentos que lleven información almacenada 
o que puedan transmitir o recibir información. 
 
OPCIÓN A 
 
CUESTIONES 
 
1ª) Considera la función ( ) ( )Rbabxaxxf ∉++= ,,2 . Calcula los valores de a y b que 
hacer que la recta y = 2x + 1 sea tangente a la gráfica de f(x) cuando x = 1. 
 

---------- 
 
 La pendiente de la recta es m = 2 y el punto de tangencia es P(1, 3). 
 
 La pendiente a una función en un punto es el valor de la derivada de la función en 
ese punto. 
 

( ) ( ) ( )
2

1
;;12;;2121'21'12' ===+=⇒==⇒+= aaafmfaxxf . 

 
 El punto de tangencia, lógicamente, pertenece a la función y a la recta, por lo tan-
to tiene que ser ( ) 31 =f : 
 

( )
2

3
32;;6221;;31

2

1
;;311·

2

1
1 2 =⇒==++=++=++= bbbbbf  
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2ª) Considera la matriz 
















−
=

010

001

100

A . Se pide: 

a ) Calcule A2 y A3. 
 
b ) Determine razonadamente el valor de A60124. 
 

---------- 
 
a )  
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
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
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

−
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




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

−
−

−
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


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






−















−

−
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010
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010

001

100

·

001
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·  

 
 
b )  
 Teniendo en cuenta el apartado anterior resulta: 
 

.··

··;;··

63256

5245434

AIAAAAAA

AAAAAAAAAAIAAA

==−=−==

=−=−===−=−==
 

 
 
 Teniendo en cuenta que : 
 
 
 El valor de A60124 es equivalente a A4, por lo tanto: 
 

















−
−

=−==
010

001

100
460124 AAA  
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3ª) Considera un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incógnitas. 
 
a ) ¿Puede ser incompatible? 
 
b ) ¿Puede ser compatible determinado? Razonar las respuestas. 
 

---------- 
 
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada de un sistema de dos ecuaciones lineales 
con tres incógnitas tienen por dimensión 2 x 3 y 2 x 4, respectivamente. Puede ocurrir 
que los rangos sean los dos iguales a dos en cuyo caso el sistema es compatible inde-
terminado, pero también puede ocurrir que el rango de la matriz de coeficientes sea uno 

y el rango de la matriz ampliada sea dos, como por ejemplo el sistema: 




=++
=++

2

1

zyx

zyx
; en 

conclusión y teniendo en cuenta el Teorema de Rouché-Fröbenius: 
 

Un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incógnitas puede ser incompatible. 
 
 
b ) ¿Puede ser compatible determinado? Razonar las respuestas. 
 

Para que un sistema de ecuaciones lineales sea compatible determinado, según el 
mencionado Teorema de Rouché-Fröbenius, es necesario que los rangos de las matrices 
de coeficientes y ampliada sean iguales e igual al número de incógnitas y, como en el 
caso que nos ocupa el mayor rango posible de ambas matrices es dos y el número de 
incógnitas es tres, se deduce que: 
 
Un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas no puede ser compatible determinado. 
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4ª) Dados el punto P(7, 5, 1), el plano 1032 =−−≡ zyxπ  y la recta 




=−−
=+−

≡
526

7223

zyx

zyx
r : 

a ) Halla la distancia del punto P al plano π . 
 
b ) Halla la distancia del punto P a la recta r. 
 
c ) Halla la distancia de la recta r al plano π . 
 

---------- 
a ) 
 La distancia del punto ( )000 , yxP  al plano genérico 0=+++≡ DCzByAxπ  vie-

ne dada por la fórmula: ( )
222

000
0 ,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 Aplicando la formula al plano 01032 =−−−≡ zzxπ  y al punto P(7, 5, 2): 
 

( )
( ) ( )

( )ππ ,
14

1419

14

19

14

19

941

106107

321

102·35·27·1
,

222
PdunidadesPd ===

−
=

++

−−−
=

−+−+

−−−
=  

 
b ) 
 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

⇒−−=−−=−=−−−=−−=

−=⇒




−−=+−
−=−





+=−
−=−

⇒=⇒




=−−
=+−

≡

λλλλλλ

λ
λ

λ
λ
λ

λ

2

1

2

1
;;12;;27236;;2723;;2

;;8168
256

62169

256

2723

526

7223

yyyyxx

x
yx

yx

yx

yx
z

zyx

zyx
r

 

 













=

−−=

−=

≡⇒

λ

λ

λ

z

y

x

r
2

1

2

1

2

.   

 
Un punto y un vector director de r son ( )1=λ : ( )1,1,1 −Q  y ( )2,1,2 −=v  

 

 Teniendo en cuenta que vdS ·=  y que 

también puede ser QPvS ∧= , se deduce que la 

distancia es: ( )
v

QPv
rPd

∧
=, . 

 
( ) ( ) ( ) QPQPQP ==−−=−= 0,6,61,1,11,5,7  

QP 

r  S 
d 

Q 

P 

v
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( )
( )

( ) ( ) ( )rPdukji

jkki

kjikji

v

vQP
rPd

,63·29·2144·2122·222·2

3

222·6

9

212

011·6

212

212

066

,

222

222

====++=−++−=−+−=

=
+−+−

=
−

=
−++

−
=

∧
=

 

 
c ) 
 El vector director de la recta, ( )2,1,2 −=v , y el vector normal del plano π , que 

es ( )3,2,1 −−=n , son oblicuos por no ser paralelos, 








−
−≠

−
≠

3

2

2

1

1

2 , ni perpendiculares, 

( ) ( )[ ]066223,2,1·2,1,2· ≠=+−=−−−=nv , por lo cual la recta r y el plano π  se 
cortan en un punto y, en consecuencia: 
 

( ) 0, =πrd  
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PROBLEMAS 

 

1º) Dadas las funciones ( ) ( )
22

xxxx ee
xgy

ee
xf

−− +=−= : 

 
a ) Compruebe que ( )[ ] ( )[ ] 122 =− xfxg . 
 
b ) Compruebe también que ( ) ( ) ( ) ( )xfxgyxgxf == '' . 
 
c ) Compruebe que ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgyfygxfyxf ·· +=+ . 
 

d ) Calcule ( )
( )xg

xf

x

lím

∞→
 dividiendo por ex el numerador y denominador; con un procedi-

miento similar (pero no igual), calcule ( )
( )xg

xf

x

lím

−∞→
. 

 
---------- 

a )  

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ⇒====+−+−++

=−−+−++=−−+

=−−+=






 −−






 +
⇒=−

−−−−−

−−−−−−

−−−−

44;;4·4;;42·2;;4·

;;4·;;4

;;1
44

;;1
22

1

0

22

2222

22

eeeeeeeeeee

eeeeeeeeeeee

eeeeeeee
xfxg

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxx

 

 
( )[ ] ( )[ ] ...,1: 22 cqcxfxgefectoEn =−  

 
 
b )  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfeexgeexg

xgeexfeexf

xxxx

xxxx

=−=⇒+=

=+=⇒−=

−−

−−

2

1
'

2

1

2

1
'

2

1

 

 
c )  

Tenemos que comprobar que ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgyfygxfyxf ·· +=+ : 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) =−−++−−+=+−++−=

=+−++−=+

−−−+−+−−+−−+−−−−

−−−−

444

2
·

22
·

2
··

yxyxyxyxyxyxyxyxxxyyyyxx

yyyyyyxx

eeeeeeeeeeeeeeee

eeeeeeee
xgyfygxf

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
( )

( ) ...
4
22

4
22

cqcyxf
eeee yxyxyxyx

+=−=−=
+−+−−+

 

 
 
d ) 

( )
( )

1
01

01

1

1

.det
0

0

2

2

2

2

=
+
−=

+
−

∞→
=

+

−

∞→
⇒

⇒⇒
∞
∞=

+∞
−∞=

+
−=

+
−

∞→
=

+

−

∞→
=

∞→

−

−

−

−

∞−∞

∞−∞

−

−

−

−

x

x

x

xx

x

xx

xx

xx

xx

xx

e

e

x

lím

e

ee
e

ee

x

lím

In
ee

ee

ee

ee

x

lím

ee

ee

x

lím

xg

xf

x

lím

 

 

( )
( )

1
10

10

1

1

1

1
1

1

.det
0

0

2

2

2

2

−=
+
−=

+
−=

+
−

−∞→
=

+

−

−∞→
⇒

⇒⇒
∞
∞=

∞+
∞−=

+
−=

+
−

−∞→
=

+

−

−∞→
=

−∞→

∞−

∞−

∞+∞−

∞+∞−

−

−

−

−

e

e

e

e

x

lím

e
e

e
e

x

lím

In
ee

ee

ee

ee

x

lím

ee

ee

x

lím

xg

xf

x

lím

x

x

x

x

x

x

xx

xx

xx

xx
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2º) Las rectas 
1

4

21

2

4

1

12 21 −
−=−=+≡+==−≡ zbyx

ry
zyax

r  son coplanarias (es decir, 

están contenidas en un mismo plano). 
 
a ) Explique, razonadamente, cual es la posición relativa de estas rectas. 
 
b ) Encuentre la relación entre los parámetros a y b. 
 
c ) Encuentre los valores de a y b si el plano π  que las contiene pasa por P(2, 4, 6). 
 

---------- 
a )  
 Los vectores directores de las rectas son ( )4,1,21 =v  y ( )1,2,12 −=v , que son 
linealmente independiente y, por ser coplanarias y ser nulo el producto escalar de los 
vectores directores: ( ) ( ) 04221,2,1·4,1,2· 21 =−+=−=vv : 
 

Las rectas r1 y r2 son secantes y, en particular, son perpendiculares. 
 
 
b )  
 Un punto de cada una de las rectas son P1(a, 0, -1) y P2(-2, b, 4) y el vector que 
determinan es ( ) ( ) ( ) wbaabPPPPw =−−=−−−=−== 5,,21,0,4,,21221 . 

 
 Por ser las rectas coplanarias, los vectores { }wvv ,, 21  tienen que ser linealmen-
te dependientes, es decir, su rango tiene que ser dos y, como consecuencia, el determi-
nante que forman tiene que valer cero: 
 

{ }

112301132;;03396

;;0528162420;;0

52

121

412

2,, 21

−=+⇒=++=++

=−++++++=
−−

−⇒=

baabab

baab

ba

wvvRango

 

 
c )  
 La ecuación general del plano π  puede obtenerse por los vectores directores de 
las rectas y el punto P(2, 4, 6): 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0823;;068263;;064223

;;0634629;;04228644642

;;0

121

412

642

,; 21

=+−−≡=+−+−−=−−−−−

=−+−+−−=−+−−−−−+−+−−

=
−

−−−
≡

zyxzyxzyx

zyxyxzyzx

zyx

vvP

π

π
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 Como los puntos P1(a, 0, -1) y P2(-2, b, 4) pertenecen al plano, tienen que satisfa-
cer su ecuación: 
 

( ) ( ) 3;;93;;08103;;081·10·2·3
1,0,

0823

1

−=−==+++=+−−−⇒




−
=+−−≡

aaaa
aP

zyxπ
 

 

( ) ( ) 1;;22;;08426;;084·1·22·3
4,,2

0823

2

−=−==+−−−=+−−−⇒




−
=+−−≡

bbbb
bP

zyxπ
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OPCIÓN B 
 
CUESTIONES 
 
1ª) Halle los valores de los parámetros a y b para que la función f(x) sea continua y de-

rivable para x = 2, siendo ( )






≥++

<++
=

25

232
3

2

xsibxx

xsixax
xf . 

 
---------- 

 
 Para que la función f(x) sea continua para x = 2 tiene que cumplirse que los lími-
tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la función en ese 
punto: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2
22

21325285
22

7434432
22

3

2

fxf
x

lím
xf

x

lím

fbbbxx
x

lím
xf

x

lím

aaxax
x

lím
xf

x

lím

=
→

=
→

⇒














=+=++=++
→

=
→

+=++=++
→

=
→

+−

+

−

. 

 
)1(32;;624;;13274 =−=−+=+ bababa  

 
 Una función es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y además, son iguales. 
 

( )

( )
( ) ( )

)2(104

;;12242'2'

122'

242'

23

222

)('
2

=−

+=+⇒=⇒








+=

+=
⇒









≥+

<+
= +−

+

−

ba

baff

bf

af

xsibx

xsiax

xf

. 

 
Los valores de a y b se obtienen de la resolución del sistema formado por las 

ecuaciones (1) y (2): 
 

4;;37;;32;;
2

7
;;72

104

32

104

32
==−=−==⇒





=−
−=+−





=−
=−

bbbaaa
ba

ba

ba

ba
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2ª) Se considera la matriz 








−
+

=
ba

ba
A

0

1
, siendo a y b números reales, se pide: 

 

a ) Calcular a y b para que sea 







=

10

212A . 

 
b ) Según los valores obtenidos en el apartado anterior, calcular A3 y A4. 
 
c ) Si n es un número natural cualquiera, expresar An en función de n. 
 

---------- 
a )  
 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 0;;1

10

21

0

2

0

2

000

0

0

1
·

0

1
·

2

2

2

2

2

2
2

==⇒







=









−
+

⇒

⇒








−
+=









−++
−++++=









−
+










−
+

==

ba
ba

aba

ba

aba

ba

bababa

ba

ba

ba

ba
AAA

 
 
b )  

 Para a = 1 y b = 0 la matriz resulta ser 







=

10

11
A . 

 

434

323

22

10

41

1000

3101

10

11
·

10

31
·

10

31

1000

2101

10

11
·

10

21
·

10

21

1000

1101

10

11
·

10

11
·

AAAA

AAAA

AAAA

=







=









++
++

=















==

=







=









++
++

=















==

=







=









++
++

=















==

 

 
c )  

 Del apartado anterior se deduce que 







=

10

1 n
An  
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3ª) Decir para qué valor de x la recta tangente a la curva ( )12 += xLy  es paralela a la 
recta y = x. Escribir la ecuación de esta recta tangente. 
 

---------- 
 
 La pendiente de la recta y = x es m = 1. 
 
 La pendiente a una función en un punto es el valor de la derivada de la función en 
ese punto. 
 

( ) ( )

( ) 101

;;012;;12;;1
1

2
1'

1

2
'

2

22

22

=⇒=−

=+−+==
+

⇒==⇒
+

=

xx

xxxx
x

x
mxf

x

x
xf

. 

 
( ) xyrectalaaparalelaesxLycurvalaagenterectalaxPara =+== 1tan1 2  

 
 El punto de tangencia es P(1, 1). 
 
 Sabiendo que la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dada por 
la ecuación ( )00 xxmyy −=− , la tangente pedida es: 
 

( ) xyxyxy =−=−−=− ;;11;;1·11  

 
La recta tangente pedida es, precisamente, la recta dada y = x. 
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4ª) Dados el plano 6523 =+−≡ zyxπ  y la recta 
3

2

1

1

2

1

−
+=+=−≡ zyx

r , hallar su punto de 

corte, si existe. 
---------- 

 

 La expresión de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es 








−−=
+−=

+=
≡

λ
λ
λ

32

1

21

z

y

x

r  y 

un punto genérico de la misma es ( )λλλ 32,1,21 −−+−+P . 
 
 El punto de corte de r y π , si existe, tiene que pertenecer simultáneamente a am-
bos, por lo cual: 
 

( ) ( ) ( ) ( )

1;;1111;;6115;;615102263

;;632512213
32,1,21

6523

−=−==−−=−−−++

=−−++−−+⇒




−−+−+
=+−≡

λλλλλλ

λλλ
λλλ

π
P

zyx

 

 
( ) ( )1,2,1

1

32,1,21
−−⇒





−=
−−+−+

P
P

λ
λλλ
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PROBLEMAS 

 

1º) Se considera el sistema de ecuaciones 
( )

( )







−=++−
−=+−

=−−+

azyax

zyx

zayx

214

42

412

, se pide: 

 
a ) Discutir el sistema en función del parámetro a. 
 
b ) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado. 
 
c ) En el caso del apartado anterior, hallar una solución del sistema en que x, y, z tengan 
valores enteros. 

----------  
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

  
















−
−

−−
−

−
=

















−−
−

−
=

aa

a

My

a

a

M

2

4

4

114

121

112

'

114

121

112

. 

 
 El rango de M en función del parámetro α  es el siguiente: 
 

( )( ) ( ) ( )

4;;213
2

26

2

46

2

32366

;;086122881

112181144

114

121

112

21

22

==⇒±=±=±=−±=

=+−=−++−+++−−=

=−−−−−+−−−++−=
−−

−
−

=

aaa

aaaaaaa

aaaa

a

a

M

 

 

adoDeterCompatibleincógnitasnMRangoMRango
a

a
Para minº3'

4

2
⇒===⇒









≠
≠

 

 

{ } 2'4

4

4

4

134

121

112

'2 34 =⇒−=⇒
















−
−

−
−

−
=⇒= MRangoCCMPara α  

 
adoerInCompatibleincógnitasnMRangoMRangoaPara mindetº2'2 ⇒<==⇒=  

 

⇒⇒
















−
−

−
−

−
=⇒= '

8

4

4

154

121

312

'4 MRangoMPara α  
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{ } 3'0767284032162032

854

421

412

,, 421 =⇒≠−=+−+−−=
−−
−−⇒⇒ MRangCCC  

 
leIncompatibMRangoMRangoaPara ⇒==⇒= 3';;24  

 
b )  

Resolvemos para a = 2, C. I.. El sistema resulta 








−=+−
−=+−

=−+

434

42

42

zyx

zyx

zyx

.  

 
Despreciando una ecuación, por ejemplo la tercera, y parametrizando una de las 

incógnitas, por ejemplo, λ=z , resulta: 
 

yxyyx

xx
yx

yx

yx

yx

=+=−−+=−+=+=+

+=+=⇒




−−=−
+=+





−−=−
+=+

λλλλλ

λλ
λ
λ

λ
λ

5

3

5

12

5

2

5

8
424;;42

;;
5

1

5

4
;;45

42

2824

42

42

 

 

R

z

y

x

Solución ∈∀















=

=+=

+=

λ

λ

λ

λ

;
5

3

5

12
5

1

5

4

:  

 
c )  
 Un caso sencillo sería para 1=λ , para el cual el sistema tiene como soluciones: 
 









=
=
=

⇒















=

==+=

==+=

1

3

1

:

1

3
5

15

5

3

5

12

1
5

5

5

1

5

4

z

y

x

Solución

z

y

x

 

 
 El caso general de soluciones enteras es para 15+= ɺλ , como por ejemplo: 
 

······,16,11,6 === λλλ  
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2º) De todos los triángulos rectángulos de hipotenusa 10 cm, hallar las longitudes de los 
catetos del triángulo que tiene el perímetro máximo. Comprueba que la solución hallada 
corresponde realmente al perímetro máximo. 
 

---------- 
 

1010010

(*)100;;10

2

2222

+−+=++=

−==+

bbcbP

bccb

 

 
 El perímetro será máximo cuando su derivada 
sea cero: 

 

unidadesbbbbbb

bbbb
b

bb

b

b

b

b
P

252550;;50;;2100;;100

;;100;;01000
100

100

100
10

1002

2
1'

2222

22

2

2

22

=⇒±=±====−

=−=−−⇒=
−

−−=
−

−=+
−

−+=

 

 
 Sustituyendo en (*): cunidadesbc ===−=−= 255050100100 2  

 
unidadescatetosdeisósceleserectángulotriánguloundetrataSe 25  

 
 Justificación de que se trata del perímetro máximo: 
 

( ) ( )

( ) ''
100·100

100

100·100

2100

100
100

2
100

100

100·2

2
·100·1

0''

22

2

22

22

2

2

2
2

2
2

2

2

P
bb

b

bb

bb

b
b

b
b

b

b

b
bb

P

=
−−

+=

=
−−

+−−=
−

−
+−

−=
−

−
−−−

−=

 

 

( ) ( ) ...,0
50

3

50·50

150

50100·10050

50100
''

50
jqcMáximoP ⇒<−=

−
=

−−
+=  
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