I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
COMUNIDAD DE CATALUNA

SEPTIEMBRE — 2008

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resuelva UNO de los dos problema:
las respuestas, explique siempre qué hace y por qué.

Puede utilizar calculadora cientifica para el calculo de funciones exponenciales, Ic
ritmicas, trigonométricas y especiales, asi como para realizar calculos estadisticos
se podran utilizar calculadoras u otros instrumentos que lleven informacién almacen
0 que puedan transmitir o recibir informacion.

OPCION A

CUESTIONES

12) Considera la funcion{ = a% + x+ b (a bOR). Calcula los valores de a 'y b que
hacer que la recta y = 2x + 1 sea tangente a la grafica de f(x) cuando x = 1.

La pendiente de la recta es m = 2 y el punto de tangencia es P(1, 3).

La pendiente a una funcion en un punto es el valor de la derivada de la funciér
ese punto.

f(x)= &x+ 1= f(l=m=2= f(}=2a+1=2 ;; 2a=1 ;;

D
"
N

El punto de tangencia, l6gicamente, pertenece a la funcién y a la recta, por lo"
to tiene que sef (1) =3:

f(l):% P +1+b=3 ;; %+ ¥b=3; 1+ 2+ D=6 ;; =3 = b=

Hl\)loo
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0 0 1

29) Considera la matriz=| 1 0 0/. Se pide:
0O -10

a) Calcule Ay A3,

b ) Determine razonadamente el valor d&'&

a)
0 0 1) (0 0 1 0 -1 0
A=A-A=|1 0 0|-|1 0 O|l=|{ 0 0 1|=A?
0 -10/{0-120) -1 0 0
0 -10) (0 0 1\ (-1 0 O
A=A.A=| 0 0 1 1 0 0|=| 0 -1 0 |[=A%=-]
-1 0 0/ (0 -10 0O 0 -1
b)

Teniendo en cuenta el apartado anterior resulta:

A= A A- I A- KA A ;; R=AR . A=-A A=-A=A

K=R  A=-A . A=-A’=|=A°,

_ 60124 | 6
Teniendo en cuenta que yg12 10020
071

El valor de A%?*es equivalente a“*Apor lo tanto:

0 0 -1
A= Af=-A=|-1 0 O
01 0
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3% Considera un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incognitas.
a ) ¢ Puede ser incompatible?

b ) ¢ Puede ser compatible determinado? Razonar las respuestas.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada de un sistema de dos ecuaciones line
con tres incognitas tienen por dimensién 2 x 3 y 2 x 4, respectivamente. Puede oc
gue los rangos sean los dos iguales a dos en cuyo caso el sistema es compatible
terminado, pero también puede ocurrir que el rango de la matriz de coeficientes sea

. . . X+ y+z=1
y el rango de la matriz ampliada sea dos, como por ejemplo el s&{t)e(:inéjr Z_2; en
conclusién y teniendo en cuenta el Teorema de Rouché-Frébenius:

Un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incognitas puede ser incompatibls

b ) ¢ Puede ser compatible determinado? Razonar las respuestas.

Para que un sistema de ecuaciones lineales sea compatible determinado, sec
mencionado Teorema de Rouché-Frobenius, es necesario que los rangos de las mg
de coeficientes y ampliada sean iguales e igual al nUmero de incognitas y, como €
caso que nos ocupa el mayor rango posible de ambas matrices es dos y el nime
incognitas es tres, se deduce que:

Un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas no puede ser compatible determir
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42) Dados el punto P(7, 5, 1), el plame x- 2y-3z=10 Yy la rectar E{i)i_6i{+ziz-:57:

a ) Halla la distancia del punto P al plamo
b ) Halla la distancia del punto P a la recta r.

c ) Halla la distancia de la recta r al plamo

a)
La distancia del puntd®,(x,, y,) al plano genéricar = Ax+By+Cz+D =0 vie-
| Ax+ By +Cz +D|

ne dada por la formula(P,, 7)
\/AZ + BZ +C2

Aplicando la formula al plana = x- 2z- Z-10=0 y al punto P(7, 5, 2):

| 1.7 2.5-3.2-10| | 7-10-6-10| |-19| 19 _19/14

diP, m = = = unidades= d(P, 77,
(7. ) V2 +(- 27 +(-3) J1+4+9 Via  J14 _14 P 7)
b)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
3x- 2y+2z=7 X-2y=7-21] K- 6y=21-64
R L TN y y — &=16-81 ;;
X—6y—-2z=5 - X—6y=5+21] —x+6y=-5-24
1 1
X= 21 5, 8- 9=F 2 ;;6A-Y=7-21 ;; 2y=-1-2 ;; y=—§—§/1 =
Xx=2-A
1 1
= rs{y=-=--=-A1.
Y7757
z=A

Teniendo en cuenta qus=d ‘V‘ y que
también puede seS:‘VD@‘, se deduce que la
v DQ—P‘

distancia esd(P, r) :T :
\

QP=P-Q=(75)-(1-19=(6 6 0)=0p



J
1
_ 1 -2| 6]-2+k-%k+2j|_
‘V 22+ +(-2) V9 3

= p-i® j2kl= 2l(- )2+ 2¢(- A= 24 4 4 £ 2/9=2-3=6u=d(P, 1)

El vector director de la recta; =(2, 1, -2), y el vector normal del plane, que

es n =(1, - 2, -3), son oblicuos por no ser paralelé%,:tiz:t_—gj, ni perpendiculares,

—  —

v n=(21- p2(1-2-3=2-2+ 6:6¢0], por lo cual la recta r y el plano se
cortan en un punto y, en consecuencia:

d(r, 7)=0
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PROBLEMAS

19) Dadas las funcionet{x)=-< —2e‘x v glx)=< +2 e .

a) Compruebe qul(x))” -[ f(x)]* =1.
b ) Compruebe también qué( 3= d¥ vy g(x)= f(x).

c) Compruebe que{ x y= (- dy)+ (y)- olx).

X“moo % dividiendo por &el numerador y denominador; con un procedi-

. . . lim
miento similar (pero no igual), calcule M

d ) Calcule

a)

ol (1 =1 = (5] 2 (e ey

2

(e+ef-(e-erf=a; [(o ¢)+(e- &) [[e+e)-(e-e)=a;
( B 4+ &- éx).(é(+ e‘x—ex+e‘x): 4 ;;(EX) (E"X)= 4;,4-€°=4;; 4=4 =

Enefecto [ d X -[ f(X]* =1 cac.

b)
(=5 -e7) = t(3= (e +e)=gly
dY=5(e ve?) = o)=3(e -e7)= 1
c)

Tenemos que comprobar quéx y= {3 - dy)+ f(y) - a(x):

_ b€ e d-¢ e+e’ _
(3 dy)+ f(y) alx)= 5 Tt 5

(e ke (e ded ewerereneneeren
4 4 4



287V -2y _2e"Y -2g ) _
= = f(x+y  coe

4 4 —
d)
g-e”
lim  f(x lim im - € -e® w-0 o
o m Ty e e e -0 o
X — o gx) X>0 @@+ X-oo00 g+e™ € +e ©+0 o
2
g—-e”
[im e [im 1—e_2X_1—0_1
X500 @+ Xoo0ol+e? 1+0 =
eX
g —-e”
lim  f(x l[im lim ¢g-e* e°-e™ 0-o
(): 2_: _:_o0 +w: =— = Indet. >
X — —00 gx) X -0 g+ X -0 g+e* €”+e O+ oo
2
e L
. lim e lim ezx—l_e‘”—l_O—l__l
X_’_°°ex+i X —0e*+] e +1 0+1 —
eX
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son coplanarias (es decir,

20) Las rectag, = X" 2=¥-2*1  _x*2_y-b_z-4
2 1 4 1 2 -1

estan contenidas en un mismo plano).
a ) Explique, razonadamente, cual es la posicion relativa de estas rectas.
b ) Encuentre la relacion entre los parametros a 'y b.

¢ ) Encuentre los valores de a y b si el plangue las contiene pasa por P(2, 4, 6).

a)

Los vectores directores de las rectas spa(2 1, 4) y v, =(1, 2, -1), que son
linealmente independiente y, por ser coplanarias y ser nulo el producto escalar de
vectores directoresy, v, =( 2 1 » (1, 2 - )= 2+ 2-4=0:

Las rectasiry r, son secantes y, en particular, son perpendiculares.

b)
Un punto de cada una de las rectas s¢a, B, -1) y X-2, b, 4) y el vector que
determinan esw= PR=B-R=(- 2b, 4-(a, 0, -9)=(-2-a b, 5)=w.

Por ser las rectas coplanarias, los vect{%svj, W} tienen que ser linealmen-
te dependientes, es decir, su rango tiene que ser dos y, como consecuencia, el de

nante que forman tiene que valer cero:
2 1 4
Fango{Vl’,Vz’,W}=2:> 1 2 -1= 0;;26 4+ 2+a+16+8a+DH-5=0;;
-2-a b 5

6+ &+ 33 0;; b+ 3+ 1F 0= A+ Dh=-11

c)
La ecuacidon general del plano puede obtenerse por los vectores directores d
las rectas y el punto P(2, 4, 6):

~(x )2 (4 Jo (4 Wz B & pr - 3= 05 G- I+ dy- 4+ dz-6)=0;

(- )2 @- B(z- = 0;; %= 6 2+ 82z+6=0;; 7=3x—2y-2z+8=0




Como los puntosqfa, 0, -1) y -2, b, 4) pertenecen al plano, tienen que satisfa
cer su ecuacion:

T= 3x— 2y-2+8=0
}: - 20 1[- )+ & 0;;3+0+1+80;; 3
R(a, 0, -1)

=-9;, a=-3

=-2::b=-1

mE Iy 2 870l 4 )2 2b- 1.4 8 05— 6 D-4r8=0; B
P(-2 b, 4)
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OPCION B

CUESTIONES

1) Halle los valores de los parametros a y b para que la funcion f(x) sea continua y
axX + 2x+3 si x<2

rivable para x = 2, siend@(x):{)g brE S x22
+ DX+ SI X2

Para que la funcion f(x) sea continua para x = 2 tiene que cumplirse que los li
tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcién en
punto:

Mtz ™ (a4 K+ I= 4+ 4+ 3=dar7

X > 27 X - 2 lim lim
=, = L fK)=1()
xllm2+ (x)=xl'inz(x3 +bx+ §= 8 D+ 5= D+13= f(2)

4+ F b+ 13 ;; A- D=6 ;; 2a-b=3 @

Una funcién es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

2ax+2 si x<?2 f'(2‘):4a+2
(%)= = = 1(2)=1(2) = a+2=12+b ;;
3X +b six=2 f'(2+)=12+b

4a-b=10 (2

Los valores de a y b se obtienen de la resolucién del sistema formado por
ecuaciones (1) y (2):

2a-b=3 —-2a+b=-3
= 2a=7 ;; a=
4a-b=10 4a-b=10

NN
|
O
I
w
\l
|
O
I
w
o
I
N
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1

. . +b . , .
29) Se considera la matrpz:(ao . bj’ siendo a y b numeros reales, se pide:

a ) Calcular ay b para que SA@Z&[:((:; i] :

b ) Seguln los valores obtenidos en el apartado anterior, caléulak’A

c ) Si n es un nimero natural cualquiera, expre$anAuncion de n.

a)

AZZA_A:(a;b 1]_(a+b 1b]{(a+|@2+o a+b+a—b}{(a+b)2 2a }:

a-b 0+0  0+(a-b) 0 (a-b)

N {(a+b)2 2a }:(1 2} . as1:be0

0 (a-b)?*] (01

b)
, 11
Paraa=1yb =0 lamatriz resultase-r(o 1].
) 11 (11 1+0 1+1 12 )
A=A:-A= . = = = A
01 (01 0+0 0+1 01
. 1 2) (1 1) (140 1+2) (1 3\
A=A - A= . = = = A
01) (01 0+0 0+1 01
A 1 3) (1 1) (140 1+3) (1 4}
A=A . A= . = = =A
0 1) (01 0+0 0+1) (0 1
c)

: 1
Del apartado anterior se deduce qxﬂ@(o 2}
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3%) Decir para qué valor de x la recta tangente a la cyu‘-vla(x2 +1) es paralela a la
recte y = X. Escribir la ecuacién de esta recta tangente.

La pendiente de larectay =xesm=1.

La pendiente a una funcion en un punto es el valor de la derivada de la funcior
ese punto.

(N_  2X N 2X
f'(x)= = f(¥Y=m=1 = i1

. =1;; 2x=x+1;; x¥*=-22%+1=0 ;;
X“+1

Para x=1 la recta tan gentea la curva ¥ (_2x+ 1) es paralela a la recta y=x

El punto de tangencia es P(1, 1).

Sabiendo que la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dad.
la ecuaciony- y = n{x-x,), la tangente pedida es:

y- 1:1-(x—]) v y—1=x-1;; Y=X

La recta tangente pedida es, precisamente, la recta dada y = x.
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x-1_ y+1l z+2

42) Dados el plana = 3x- 2y+5z=6 Yy la rectar = , hallar su punto de

corte, si existe.

x=1+2A
La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas gs-1+1 Yy
z=-2-31

un punto genérico de la mismamrg+ 2, -1+ A, -2-31).

El punto de corte de r y, si existe, tiene que pertenecer simultaneamente a ar
bos, por lo cual:

7= 3X— 2y+52=6 L
p(1+ 2/1,—1+,1,—2—3/1)} = b¥ 2)- % wA)r d-2-30)=6 ;
86+t 2 2~ 16 18= 6 ;- 5 13=6;;1U=-11;; A=-1

P(+ 20, -1+ A, —2-31)
o = P(-1-21)
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PROBLEMAS

2 x+ y—(a—l)z=4
1°) Se considera el sistema de ecuacieney+z=-4 , Se pide:
4x—(a+1) y+z=-2a

a ) Discutir el sistema en funcion del parametro a.

b ) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

¢ ) En el caso del apartado anterior, hallar una solucién del sistema en que x, y, z te
valores enteros.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
2 1 1-a 2 1 l1-a 4
M={1 -2 1 |yM=[1 -2 1+, =4
4 -a-1 1 4 -a-1 1 -2a
El rango de M en funcion del parametrces el siguiente:
2 1 1-a
IM[=|1 -2 1 |=-4+4+(1-a)(-a- 3+ §1-a)-{-a-1)-1=
4 -a-1 1

=—al+d+at & &+ A+ 2-1=a’-6a+8=0 ;;

. 6+/36-32 _ 6+/4 _ 6+2
2

=31 =2::a =4
5 5 & 2

az?2 P . :
Para { \, 4} = RangoM= RangoM '=3=n° incognitas = CompatibleDeterminado
a

2 1 -1 4
Paraag=2 = M'=|1 -2 1 -4|= {C,=-4C,} = RangoM'=2
4 -3 1 -4

Para a=2 = RangoM= RangoM '=2<n°incognitas = Compatible Indeterminado

2 1 -3 4
Parag=4 = M'=|1 -2 1 -4| = Rango M' =
4 -5 1 -8



2 1 4

= {C,C,C}=1|1 -2 -4/= 32 20 16 32 40+ 8= 72-7620 = Rang M'=3
4 -5 -8

Para a=4 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilte

b)
2x+y-z=4
Resolvemos para a = 2, C. I.. El sistema resutta2y+z=-4 .
4Ax-3y+z=-4

Despreciando una ecuacion, por ejemplo la tercera, y parametrizando una de
incognitas, por ejemple =41, resulta:

1

2X+v=4+ A ax+ 2y =8+ 24
Xy } ol }:> 5x=4+A ;; x:g+g/1 £

X—-2y=—-4-A X—-2y=—-4-A

X+ty=4+ A ;; y:4+)l—2x:4+/1—§—§/1:1—2+§,1—

Solucion y:—+§)l: ; OAOR

c)
Un caso sencillo seria pafia=1, para el cual el sistema tiene como soluciones:
X:Lﬂ-+}::f§::l
iz 53 51 =1
y=—+—:—5:3 =  Solucion {y=3
5 5 5
z=1
z=1

El caso general de soluciones enteras esjpagx 1, como por ejemplo:
A=6,1=11 A=16 ----
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2°) De todos los triangulos rectangulos de hipotenusa 10 cm, hallar las longitudes de
catetos del triangulo que tiene el perimetro maximo. Comprueba que la solucién hall
corresponde realmente al perimetro maximo.

b?+c2=10 :; c=4100-b* *)
10
Cc
P= b+ c+10=b++/100-b* +10
| , o |
b El perimetro sera maximo cuando su derivada

sSea cero.

_ N _h2 —
p=1+_ ~% 4o=1- P _NI00-B "b_,  f00-12-b=0::v100-7 =b ::
2/100-b? J100-b?  +/100-b?

100-b%=b®> :: 106 »* ::b?’= 50:b=+v/50=+5/2 = b=5J2 unidades

Sustituyendo en (*)¢=+/100-b? =/ 106- 50=+/50=5/2 unidades=c

Setrata de un triangulo rectangulo esosceles decatetos 5V/2 unidades

Justificacion de que se trata del perimetro maximo:

J —2b 2b?
1+4100-b* -b-——~——  J100-b*+
pr=0- 2:4100-b° _ _ JI00-b? __ 100-bP+207  _
V100-b? | 100-b* (100-0%) -v100-b°
_ 100+ b? _pr
(b> - 100 v100-b?
. 100+50 150 3

= = = <0 = Maximaq cg.j.

" %)™ (56 10 v100-50 - 50450 50
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