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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resuelva UNO de los dos problema:
las respuestas, explique siempre qué hace y por qué.

Puede utilizar calculadora cientifica para el calculo de funciones exponenciales, Ic
ritmicas, trigonométricas y especiales, asi como para realizar calculos estadisticos
se podran utilizar calculadoras u otros instrumentos que lleven informacién almacen
0 que puedan transmitir o recibir informacion.

OPCION A

CUESTIONES

x-1 y+2 z-5,

1%) Dados el punto P(1, 2, 3) y la recta 5 2 o

a ) Encontrar la ecuacion cartesiana (es decir, de la forma Ax + By + Cz + D = 0)
planon que pasa por P y es perpendicular a la recta r.

b ) Hallar el punto Q de corte de la recta r con el plano

a)
La recta r tiene como vector directovas=(2, 3 -1).

El planoxn, por ser perpendicular a r, tiene como vector normal a cualquiera g
sea linealmente dependiente de=(2, 3 -1), 0 sea, que el vector normal puede ser e

propio vectorv : n =(2, 3 -1).

La ecuacion del haz de planos paralelos y perpendiculares a r tiene por ecua
cartesianar = 2x+3y-z+ D =0. De todo éstos infinitos planos, el planaue contiene

al punto P(1, 2, 3), tiene que satisfacer su ecuacion:

=2x+3y-z+D=
a=2x+3y-z+D=0 —~ 2.4 3.2 1-3+D=0;; 2+6-3+D=0;; D=-5.
P(1, 2 3)

= 2x+ 3y—-z-5=0
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b)
x=1+2A
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas eg=-2+31.
z=5-1

El punto Q de corte de r cares la solucion del sistema que forman:

= 2x+ 3y-z-5=0
x=1+2A

rsqy=-2+31
z=5-1

= 23 2)+ - 2+ 3N)-(5-1)-5=0 ;;

2 A- &6 9- 51-50;;14-14=0:;4A-1=0;; A=1
Q(3 1 4)
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0
29) Sean las matrices=| 0
1

o O B+
O » O
<
vy
1
o » O
= O O
o O -

a ) Comprobar que la inversa de A €s A

b ) Comprobar también que’&= B.

a)
La inversa de la matriz A se obtiene mediante el Método de Gauss-Jordan:

010100 100/001
(A/1)=jo 0 1|0 1 0|=>{F,-F}=>|001[010|={F«F}=
100001 010100
100/001 001
=|[010[/100[= A'=[{100
001010 010
010) (010 (600 0+0+0 0+1+0) (0 0 1
A=A-A={0 0 1|-/0 0 1|=| OG-0+ 1 0+0+0 0+0+0|=|1 0 0|=A?
100 100 OO0 2+0+0 0+0+0 010
A=K, cq d.
b)
001} (01 0) (0601O00+0 0+0+0) (1 0 0
A=A A=[1 0 0|-|0 0 1|=| O-0-0 1 0+0 0+0+0|=[0 1 0|=A%=]
010 (100 (6000r0+0 0+1+0) (0 0 1

La potencia n-ésima de A es igual que A elevado al resto de la division de n
tres. Teniendo en cuenta que:

518 | 3

21 172
08

@

R®=K=B, caq d.
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32) Se considera la funcior{x) = )‘(‘; X) cona> 0.

a ) Encontrar los puntos de corte de la funcién f(x) con el eje OX.

b ) Comprobar que el area del recinto limitado por la gréafica de la funcién f(x) y el eje
de abscisas no depende del valor del parametro a.

a)
Los puntos de corte de la funcion f(x) con el eje OX son los valores de x que la
anulan:

f(x)=X(Z;X):o: fa =0 x=0: x=a = 0(0, 0 : Pla, 0)

b)

_a a _ax(a—x) _i a ~ _i %2_)(_33_
S—J; 5 d>}<:> {f(x) dx—J; = dx—a3 J;(ax x2) dx—ag 2 3 "
L (a2 @) (a0’ 0°))_1 (& &) 1 1_3-2_ 1

a® 2 3 2 3 a® 2 3 2 3 6 6

En efecto, el area del recinto no depende del parametro a, como gueriamos comprc
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43) En la resolucion del método de Gauss de un sistema de tres ecuaciones con tr:
cognitas nos hemos encontrado la matriz siguiente:

3 -5 2 |-5
O 0 0 |0
0O 3 -6 |6

a ) Explique, razonadamente, cual es el caracter del sistema inicial.

b ) Si es compatible, encontrad la solucion.

a)
3 -5 2 |-5
. . 3 -5 2 |-
Lamatrizf0 0 0 |0 | esequivalente s 3 g | g | CUyOTangoes 2,
0 3 -6/6

tanto la matriz de coeficientes como la matriz ampliada, lo que supone, segun el Te
ma de Rouché-Frdbenius que el sistema es compatible indeterminado.

b)

. . 3X—5y+2z=-5 ., _
Siendo el sistema av_ 6726 [ su solucion es la siguiente:
y-6z=

z=A ;; §=6+6 ;;y=2+2 ;; 3x=-5+5y-2z=

3x—5y+2z2=-5
=
3y-6z=6

—— 5 52 2)- 4=- 5 10- 101 - 21 =5+ 81 =3x ; XZ%*%"

x=2+31
Soluciéon: sy=2+21, OAOR
z=A1
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PROBLEMAS

1°) La gréafica de la funciém(x)=¥, desde x = 1 hasta x = 4, es la de la figura:

YA
4

3

N(X)

O 1 2 3 4y

a ) Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion en los puntos de al
Xx=1Yy x=3.

b ) Dibuje el recinto limitado por la gréafica de la funcion y las dos rectas tangentes (
ha calculado.

¢ ) Encontrad los vértices de ese recinto.

d ) Calculad la superficie del mencionado recinto.

a)
La ecuacion de una recta conocida la pendientg-eg = n{x-x,), siendo m el
valor de la pendiente.

La pendiente a una funcién en un punto es el valor de la derivada en ese puntc

X X X
= —__3:— = : = :__3:—§:—}:
f@—m—f 3=m ;; f'(3)=m 79" 3" M
_3+1_4_ : _3+3_6_
f(1)= 1 4 T,(1 4 ;; (3 3 73 2 T,(3 2)

Las tangentes pedidas son las siguientes:

{ = y-4=-dx-1=-3x+3 = t=3x+y-7=0




t, > y-2=-2(x-3 ;; 3y-6=-x+3 = t,=x+3y-9=0
b)
YT t
4 T1
S
2\ f(X)
2 P: T2
1 5 o~
O 132 2\ 3 4y
c)

Los vértices del recinto son los puntos de tangency@l? y el punto P, intersec-
cion de las tangentesyt t,:

X+y-7=0] -3K-y+7=0 5
= §-20=-0;;8=20;; 2y=5;; y=_
x+3y-9=0( X+ 9-27=0 2
X+ &—9:0;;X:9—%/:9—3.§:9—1_5:@:§:X = P§,§
2 2 2 2 2
L. . 5 3
Los vérticesdel rednto ®n T(1, 3, T,(3 2) y P > o)
d)

Para el calculo de la superficie tendremos en cuenta que las ordenadas corres
dientes de la funcién en el intervalo (1, 3), son mayores que las correspondientes d
da una de las rectas tangentes.

{i)(x—(?—?;x)} dx+JISLXX—(9;3XH dx G +1-7+ 3xjdx+JI(§ +1—3+§ﬂ dx =

2 2

3 3

2 3 2 2 2 3
=J-(§+3x—6jdx+J-K§+§—Zﬂdx: 3Lx+ X x|+ 3Lx+ X —2x| =

1 \X 3L\ X 3 2 6

1

S=

P —N | W
1
B e—N | W

N w

2

3)’ 3)’
33+ N2 5.3 g1+ 3 _gql4la3+ S o 0.3)-[3L 342 L5 3
2 2 2 6 2



:{3(|_3—|_2)+%7— 9}—(3-0%- 6j+(3|_3+g— 6)—{3(L3—L2)+§—3} =

= 3L3—3L2+%—9—g+ 6+3L3+g— 6- 3L 3+ 3L2—:—83+3:2—84+ d 3-6=3L3-3=

= @ 3 )10 B1099- )= 0296 ¥ =S
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x+ y+3z=1 - . .
2°) Sean las rectas o y ssfzy—b=z—+1, dependientes de un parame-
X+ 2y+5z=1 1 b+l -1

tro b:

a ) Encuentre los puntos de corte de las rectar y s con el plano de ecuacion x = 0.
b ) Calcule un vector director de cada una de las rectas.

c ) Estudie la posicion relativa de las dos rectas en funcion del parametro b.

a)
El punto P de corte de la recta r con el plano x = 0 se obtiene resolviendo el
tema de tres ecuaciones con tres incégnitas que determinan:

bx+ y+3z=1
r= y+3z=1 2y+6z=2
X+ 2y+52=1; = = z=1;,y=1-3F=1-3=-2=y
2y+5z=1] -2y-5z=-1 —_—
x=0
P(0, -2 1)

La expresion de s por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

Szzzy;b:z_-kl . (b+1)x= y—b} R SE{(b+1)x— y=-b
1 b+1 -1 -X=z+1 x+z=-1

El punto Q de corte de la recta s con el plano x = 0 se obtiene resolviendo el
tema de tres ecuaciones con tres incégnitas que determinan:

o= (b+1)x-y=-b _v=-b
S x+z=-1 = Y= }:> =b
z=-1
x=0
(0, b, -1)
b)
La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
bx+ y+3z=1 +3z=1-bA 2y+ 6z=2-2bA
r= Xy = X=4 = yree yr o = z=1+(1-20)A
X+ 2y+5z=1 2y+5z=1-4 —-2y-5z2=-1+ /4

y= 2bl- 3= tbi- 3 8 DN =-2-bi- A+ @A=-2+(5b-31=y =




= r={y=-2+(%-3)
z=1+(1-2b)A

Dos vectores directores de r y s pueden ser, respectivamente, los siguientes:

v, =(1L®-31-20 y v, =(1b+1 -1)

c)
Realizamos el estudio de la posicion relativa de las dos rectas mediante el sist
de cuatro ecuaciones con tres incognitas que determinan.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

b 1 3 b 1 3 1
1 2 5 1 2 5 1
A= y A= .
b+1 -1 0 b+1 -1 0 -b
1 0 1 1 0O 1 -1

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarse los casos siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2— Coincidentes

Rango A =2 ;; Rango A’ = 3— Paralelas
Rango A = Rango A’ = 3— Secantes
Rango A =3 ;; Rango A’ =4— Se cruzan

Empezamos calculando el rango de A’

b 1 3 1 b+1 1 4 1
1 2 5 1 C, - C,+C, 2 2 6 1
|A1: = = =

b+1 -1 0 -b C, - C,+C, 1 -1 -b -b

1 0 1 -1 0 0 0 -1
b+1 1 4 b+1 1 4 b+2 0 4-Db

F, - F,+F,
=4 2 2 6|=-2-|1 1 3|> o —-2.l 2 0 3-bl|=

1 -1 -b 1 -1 -b 27 2702 1 -1 -b

b+2 4-Db

o= B R 3D- fai= §3- 6+ 6 D- 8 )=t - D+2)=0.




_3+/9-8  3:x41_3%1 I
= > == T = b=1;b =2.

b

bzl
Para {b# 2} = RangoA=3;; RangoA'=4 = Lasrectasr y ssecruzan

11 3
1 5
Parab=1= A= s 1 = Rango A =
10 1
11 3
{F,F,FE}=|1 2 5/=-3 16 12 5515-15=0
2 -1 0
113
= {F,F,F}=|1 2 5/=2561=7-7=0 — RangoA=2.
101
1 25
{F,,F, F,}=|2 -1 0|=-#5 4=5-5=0
1 0 1
11 31
1 3 1
1 2 5 1
Parab=1= A=| _ ° " |= RNgOA = |2 5 1|=-5-3+5+6=
-10 -1
10 1 -1

=3#0 = RangoA'=3.

Parab=1 = RangoA=2;; RangoA'=3 = Lasrectasr y sson paralelas

2 1 3
2 1 3
1 2 5
Parab=2 = A=| o — RangoA={F, F,, F,} = |1 2 5|=
3-10
1 01

=- 38 15 18 106- 25-21=4#0 = RangoA=3.

Parab=2 = RangoA= RangoA'=3 = Lasrectasr y ssecortan
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