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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responda a CINCO de las siguientes seis cuestiones. En las respuestas, explique
pre qué es lo que quiere hacer y por qué.

Puede utilizar calculadora, pero no pueden utilizarse calculadoras u otros aparatos
tengan informacion almacenada o que puedan transmitir o recibir informacion.

CUESTIONES
12) Encuentre la ecuacion general (es decir, de la forma Ax + By + Cz + D = 0) |
plano que contiene a la recta EXT_lz y=2-z Yy es paralelo a la recta
{x— y-z=0
r, = :
Xx-2y+z=0

La recta 1 puede expresarse mejor de la formaXT_l: yzz;lz, donde se de-

duce con mas facilidad su vector director es cualquiera que sea linealmente depend
del vectorv, =(2, 1, -1).

La recta § tiene como vector director a cualquier vector que sea linealmente c
pendiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la dete

nan, que som, =(1 -1, -1) y n, =(1, - 2, 1):

ik
v, =1 -1 -1=-i-j-Xk+k-2-j=-3-2j-k= v, =(3 2 1).
1 -2 1

Considerando el punto A(1, 0, 2) perteneciente a la re@ademos obtener la
ecuacion general del plangedido, que es:
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x-1 'y z-2

An W) 2 1 = 0 ) o e - 4o 3+ di-d-2y=0

3 2 1
(3x— ).— Ey+(z— 3: 0;; 3x-3-5y+z-2=0.
El plano pedido es:

1= 3x—5y+z-5=0
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X+2y-z=-1
29) Dado el sistema de ecuaciones lineales 2x+ y+z=4;:
x- y+(p-3)z=5

a ) Estudie su caracter (es decir, si es compatible o no y si es determinado o0 no) en
cion del parametro p.

b ) Compruebe que si$5, la solucion del sistema no depende del valor de este pat
metro.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 2 -1 1 2 -1 -1
A=|2 1 1 |yA=l2 1 1 4
1 -1 p-3 1 -1 p-3 5

El rango de A en funcion del parametro p es el siguiente:

1 2 -1
|Al=|2 1 1 |=p- 3 2 2 %%t fp-3=0;-P+15=0= p=5.
1 -1 p-3

Para pZ5 = RangoA= RangoA'= 3=n° incdgnitas = CompatibleDeterminado

1 2 -1 -1
Para p=5= A=|2 1 1 4|= {F,+F,=F} = Rangode A'=2
1-12 5

Para p=5= RangoA RangoA= 2< rP incég = Compatible Indeterminado

b)
Vamos a comprobar que par& b la solucion del sistema no depende del para
metro p. Resolvemos por la Regla de Cramer:

-1 2 -1
4 1 1
_1 5 -1 p-3]_-(p- 3+ 4 10r5-1-8p-3) _-p+ 3+ 18-8p+24 _
X = = = =
-~ 3p+15 -¥p-5) -¥p-5)

:—9p+45:—9(p—5):—_9:3:X
-¥p-5 -Hp-5 -3 —




1 -1 -1

2 4 1
_|1 5 p-3|_ fp- 3-10-1+ 4-5+2p-3) _ 6-18-12_ 6p-30 _
-¥p-5) -¥p-5) -3p-5) -3p-9)
:—G(p_5) :E:—Z:y
-yp-5) -3
1 2 -1
2 1 4
1 -1 5| 5 2+8+1+4-20_ 0

=0=7z.

zZ= = =
-Hp-5) -Hp-5) -3p-5) ——
Como puede observarse de la resolucion:

Para p£ 5 la solucién del sistema no depende de p, como debiamos comprobar.
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39) Un segmento de longitud fijada m se apoya so-

bre los ejes de coordenadas. Calcule el valor del an | OY

gulo a que forma el segmento con el eje OX para m
que el triangulo rectangulo determinado por el seg-
mento con los ejes del cual m es la hipotenusa tenga | o OX
area maxima. Compruebe que se trata realmente de =

un maximo.

Llamando x e y a los catetos del triangulo, su ér@:eéé—y.

0)1 Sabiendo que el area de un triangulo es la mi
: tad del producto de dos de sus lados por el seno d
angulo que forman, podemos expresar el area d
nuestro triangulo de la forma siguiente:

m- y- sena

S= . Como tenemos dos variables, he-

mos de expresar el area en funcién de una sola incognita, para ello tenemos en ¢

que:cosa S AN y=m -cosa. Sustituyendo en la férmula anterior:
m

2
s= (m co:a) sena :m7 .sena -cosa . Sabiendo quesen( z)= 2sena -cosa,

2
la expresion anterior puede ponerse de la foﬁma% -sen(2a).

Para que el area sea maxima su derivada tiene que ser cero:

2

s,':mT 2.cod2)=0= m=90=" = a="=43.

Ny

n
4
El area del triangulo es maxima cuando el anguds de 45°.

s o= z X -
Para comprobar que se trata de un maximo expresamos el area cengéf.

Para expresar el area en funcion de una sola variable aplicamos el teorema d
tagoras:ni= X+ ¥ = y=vm'-x°.

Sustituyendo en la formula de S el valor dsy = Y™ =% :% mex? — x*

Para que exista un maximo tiene que ser cero la derivada:



S==.—— = ==._—_— =0= nf-2X=0; m=2x.

2 24ymx®-x* 2 nf-x°

Como por otra parte e’ = x* +y*, se tieneque ¥ = X + y¥ = y=x.

De lo anterior se deduce que 45°, como teniamos que demostrar.
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Xx+5 _ y-1_2z-2 yr
2 -4 77

43) Dadas las rectas=

2X+ y+22+5=0
2Xx— y+z+11=0"

a ) Compruebe que son paralelas.

b ) Encuentre la ecuacion general (es decir, de la forma Ax + By + Cz + D = 0) ¢
plano que las contiene.

a)
La recta 1 tiene como vector director a cualquiera que sea linealmente dependi
te del vectory, =(3, 2, -4).

La recta # tiene como vector director a cualquier vector que sea linealmente c
pendiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la dete

nan, que som =(2, 1 2)y n, =(2 -1, 1):

] k
=2 1 2|=i+ 4-R-R+2-2j=3+2j-4k = v, =(3 2 -4).
2 1

Los vectores directores de las rectas son linealmente dependientes (iguales)
lo cual las rectas son paralelas o coincidentes. Para diferenciar el caso tomamos un
to de una de las rectas y comprobamos que no pertenece a la otra recta, en cuyo ce
rectas son paralelas y no coincidentes.

Sea el punto A(-5, 1, 2) perteneciente a la rectéeamos que no pertenece a la

recta g:

25 2x- y+z+11=0 ;=
Al-51 2)

_ | 2x+ y+22+5=0
= Alr,.

2(- 9+ # 2.2+5=0] -10+6+4=0
2{- 9- 1+ 2+11# 0| -10-1+13%0

Las rectas;ty r, son paralelas, como teniamos que comprobar.

b)
Un punto perteneciente a la rect&s A(-5, 1, 2); para determinar un punto B de
la recta 5 la expresamos por unas ecuaciones paramétricas:

2x+ y+ 22+5=0 2X+y=-5-24
r, = y = 2=A= y = &=-16-3 ;; x=—4—§)l -
2X-y+z+11=0 2x-y=-11-A 4
X=-4+3]
2x+y=-5-21 1
= 2y=6-1; y=3-“A=r,={y=3-11 = B(- 4, 30).
-2x+y=11+A 2
z=71



Podemos obtener el vectar= AB=B-A=(- 4,3 §-(- 51 9=(1 2 -2).
Los vectoresy, y w con, por ejemplo, el punto A determinan el plaqedido:
x+5 y-1 z-2
n(A v, W)s 3 2 -4|=0;
1 2 =2
- (4 )5 (4 )2 (& )2 (- P B+ br O )= 01 dx+ 9+ dy-J+4z-2)=0;
@+ Br(y- o+ fz— 2= 0;; 2+ 10+ y- 1+ 2z-4=0. El plano pedido es:

T= 2x+ y+22+5=0
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52) La gréfica de la funcion{ Y= x senx es, apro- Y 4
ximadamente, la de la figura. f(x)

a ) Encuentre una primitiva de la funcién.

b ) Aplicando el resultado del apartado anterior, calt\ m
cule el area del recinto limitado por la grafica de la O X
funcion f(x) y el eje de abscisas desde x = 0 hasta

X=1.

a)

Procediendo por el método de “por partes”

X= U- du=dx

I:I X- senx - dx=
senx- dx=dv- v=-cosXx

}:> | =x -(~cosx)-[~cosx-dx=

=— X-COS )t_[ cos x- dx= — X-cos x+senx =1.

b)
Y 4
S| x senx- de [~ x-cos x+senx|; =
0

=[- -cos+senm-[- 0-cosO+sen0]=

AN

=-m -cosm+senm=-m -(-1)+0=m F=S
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69) Sea la matriA:( X

3 :
j, encuentre los valores de las variables x e y para que se
y

cumpla que A= A.

AZ:A:>X3-X3:X3" x> -6 ?,x+3y:x3:>
-2 y) (m2y) (-2 y) " (-2x-2y -6+y*) (-2 vy

X=-2 - y, =3

C—x—620 :: x= t\/;+24zli;/2_5:1125 N

)(2:3 "~ y2:_2

Nota: La ecuacién/ - y-6=0 produce las mismas soluciones.
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