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MATEMÁTICAS II          Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Responda a CINCO de las seis siguientes cuestiones. En las respuestas, explique siem-
pre qué quiere hacer y por qué. 
 
Puede utilizar calculadora, pero no pueden utilizarse calculadoras u otros aparatos que 
tengan información almacenada o que puedan transmitir o recibir información. 
 
CUESTIONES 
 

1ª) Sean las rectas r y s de R3 siguientes: 
2

3
55

−=−=+≡ z
yxr  y 

1
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−
+=−=−≡ zyx
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a ) Estudie el paralelismo y la perpendicularidad entre las rectas r y s. 
 
b ) Encontrar la ecuación general (es decir, en la forma 0=+++ DCzByAx ) del plano π 
que contenga a la recta r y es paralelo a la recta s. Calcule la distancia entre la recta s y 
el plano π obtenido. 

---------- 
a )  
 Los vectores directores de las rectas son ( )2,1,1=rv  y ( )1,3,2=sv . 
 
 Dos rectas son paralelas cuando sus vectores directores son linealmente depen-

dientes, o sea, que sus componentes son proporcionales: 
1

2

3

1

2

1 ≠≠ . 

 
Las rectas r y s no son paralelas. 

 
 Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores. 
 
 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 
 ( ) ( ) 072321,3,2·2,1,1· ≠=++==sr vv . 
 

Las rectas r y s no son perpendiculares. 
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b )  
 El plano π por contener a la recta r tiene como vector director al vector director de 
la recta y contiene al punto A(-5, 5, 3) perteneciente a r. 
 

El plano π por ser paralelo la recta s tiene como vector director al vector director 
de la recta s. 

 La expresión general del plano pedido es ( ) ;;0

132

211

355

,; =
−

−−+
≡

zyx

vvA srπ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;035557;;05563233545 =−+−++−=−++−−−−+−++− zyxyxzzyx  

 
06357;;03255357 =−++−=−+−+−− zyxzyx . 

 
06357 =+−−≡ zyxπ . 

 
********** 
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2ª) Sean las funciones ( )
4

be
xf

ax +=  y ( ) 43 ++= xxg . 

 
a ) Determine el dominio y el recorrido de la función g. 
 
b ) Calcule para qué valores de α y b las gráficas de las dos funciones son tangentes (es 
decir, tienen la misma recta tangente) en el punto de abscisa x = 0. 
 

---------- 
a ) 
 El dominio de la función g es el conjunto de valores reales de x tal que 043 ≥+x . 
 

 ( ) 






 ∞+−⇒⇒−≥−≥ ,
3

4

3

4
;;43 gDxx . 

  
 Por ser ( ) ( )gDxxg ∈∀≥ ,0  es ( ) ( )∞+⇒ ,0gR . 

 
b ) 
 El punto de tangencia es único para ambas funciones, por lo cual: ( ) ( )00 gf = . 
 

( ) ( ) 782·41;;4
4

00
0

=⇒==++=+
⇒= bb

be
gf . 

 

Para b = 7 es ( ) ( )7
4

1

4

7 +=+= ax
ax

e
e

xf . 

 
La pendiente a una función en un punto es igual al valor de su primera derivada 

en ese punto, lo que implica que las derivadas de las dos funciones son iguales para el 
valor x = 0. 
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3ª) Considere el sistema de ecuaciones lineales ( ) Rmpara
mymx

mymx
∈





+=−+
=−

,
243

. 

 
a ) Discutir el sistema de ecuaciones para los diferentes valores del parámetro m. 
 
b ) Resolver el sistema en aquellos casos en que el sistema sea compatible. 
 

----------  
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente, las siguientes: 
 

 








−
−

=
43

1

m

m
A  y 









+−
−

=
243

1
'
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A . 

 
 El rango de A en función del parámetro m es: 
 

 3,112
2

24

2

12164
;;034

43

1
21

2 ==⇒±=±=−±==+−=
−

−
= mmmmm

m

m
A . 

 

adoerCompatibleincógnARangoARango
m

m
Para mindetº2'

3

1
⇒===⇒









≠
≠

. 

 

 Para m = 1 es 








−
−

=
33

11
A  y ⇒









−
−

=
333

111
'A  Rango A = Rango A’ = 1. 

 
adoerinCompatibleincógnARangoARangomPara mindetº1'1 ⇒<==⇒= . 

 

 Para m = 3 es 








−
−

=
13

13
A  y ⇒









−
−

=
513

313
'A  Rango A = 1 y Rango A’ = 2. 

 
leIncompatibARangoARangomPara ⇒==⇒= 2';;13 . 

 
b ) 
 Resolvemos en el caso de compatible determinado. 
 

( ) ( ) ( )[ ] ;;34
243
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2

2
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 Para m = 1 el sistema es 




=−
=−

333

1

yx

yx
, equivalente a { 1=− yx , cuya solución es: 

 

R
y

x
∈∀



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



=
+=

λ
λ

λ
,

1
. 
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4ª) Se sabe que la función f tiene por derivada la función ( ) ( ) ( )223' 2 −−= xxxf . 
 
a ) Calcule los valores de x en que la función f tiene un máximo relativo, un mínimo 
relativo o un punto de inflexión, e indique en cada caso de qué se trata. 
 
b ) Determine la función f sabiendo que se anula en el punto de abscisa x = 2. 
 

---------- 
a ) 
 Para que una función tenga un máximo o un mínimo relativo es condición necesa-
ria que se anule su primera derivada. 
 

 ( ) ( ) ( ) 2;;
3

2
02230' 21

2 ==⇒=−−⇒= xxxxxf . 

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda deriva; si es 
positiva para los valores que anulan la primera derivada se trata de un mínimo y, si es 
negativa de un máximo. 
 
 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( ) =−+−−=−+−−= 22 2322361·232·3·23·2'' xxxxxxxf  
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( ) =+−−=−−=−+−−=−+−−= 28184227149232312623232623 2 xxxxxxxxxxx  
 

( )xfxx ''286027 2 =+−= . 

 

 ( ) ⇒=−=+−=+−






= 012122840
9

4
·2728

3

2
·60

3

2
·27''

2

3
2f   

 
⇒    No existen ni máximo ni mínimo relativos para x = 2/3. 
 
 ( ) 2.01692108281204·27282·602·272'' 2 =⇒>=−=+−=+−= xenrelativoMínf . 

 
 La condición necesaria para que una función polinómica tenga un punto de in-
flexión es que se anule su segunda derivada. 
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
9

14
;;

3

2
0149230''14923'' 21 ==⇒=−−⇒=⇒−−= xxxxxfxxxf . 

 

9

14

3

2
.. == xyxparaIPExisten . 

 
 
b ) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =−+−=−−== ∫∫∫ dxxxxdxxxdxxfxf ·24129·223·' 22  
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( ) ( ) =−+−=−++−−= ∫∫ dxxxxdxxxxxx ·828309·842412189 23223  

 

( )xfCxxx
x

Cx
xxx =+−+−=+−+−= 81410

4

9
8

2

28

3

30

4

9 23
4234

. 

 

 ( ) ;;04;;016568036;;02·82·142·10
4

2·9
02 23

4

=+−=+−+−=+−+−⇒= CCCf  

 
4=C . 

481410
4

9
)( 23

4

+−+−= xxx
x

xf . 
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5ª) Dados los vectores ( )0,1,2 −=u , ( )4,3,1−=v  y ( )aaw 4,13,0 −= : 
 
a ) Calcule los valores del parámetro α para que los vectores u , v  y w  sean lineal-
mente dependientes. 
 
b ) Calcule los valores del parámetro α para que un tetraedro de aristas u , v  y w  ten-
ga un volumen de 2/3 de unidades cúbicas. 
 

---------- 
a ) 

Para que los vectores { }wvu ,,  sean linealmente dependientes es condición ne-
cesaria que sea nulo el valor del determinante que forman, lo que significa que el rango 
que tengan sea menor que tres. 

 

{ } ( ) ;;0482424;;0413824

4130

431

012

,, =−+−=−−−=
−

−
−

⇒ aaaaaa

aa

wvuRango  

 
2;;02 ==− aa . 

 
Los vectores dados son linealmente independientes para α = 2. 

 
b ) 
 Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vec-
tores que lo determinan, en valor absoluto, será: 
 

[ ] 1;;44;;484;;4

4130

431

012

;;
3

2
,,·

6

1 ===+−=
−

−
−

== aaa

aa

wvuV . 
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6ª) Sea la ecuación matricial BAX =· , siendo 
















−
−−

−
=

101

13

111

aaA  y 








−
−−−

=
525

423
B : 

 
a ) ¿Para qué valores del parámetro α la ecuación matricial tiene solución única? 
 
b ) Encuentre la matriz X que satisfaga la ecuación matricial cuando α = 3. 
 

---------- 
a )  
 El sistema tendrá solución única cuando exista la matriz inversa de A, que es ne-
cesaria para la resolución de la ecuación matricial propuesta. 
 
 Una matriz es inversible cuando el valor de su determinante es distinto de cero. 
 

 ( )
2

7
072;;016;;0313

101

13

111

=⇒=−=+−+−=+−−+−=
−

−−
−

= aaaaaaaaA  

 
La ecuación matricial tiene solución única cuando α = 7/2. 

 
b ) 
 Multiplicando por A-1 los dos términos de la ecuación matricial BAX =·  por la 
derecha resulta:  
 
 1111 ···;;··· −−−− =⇒== ABXABIXABAAX .     (*) 

 

 Para α = 3 es 
















−
−
−

=
101

233

111

A  y 173·2 −=−=A . 
















−−
−

=
121

031

131
TA . 

 

( )
















−
−−
−−

=⇒
















−
−
−

=

























−−−
−

−
−

−

−
−−

−

−−−
−

−

= −

013

125

113

013

125

113

31

31

01

11

03

13
21

31

11

11

12

13
21

31

11

01

12

03

1AAAdj T

. 
Sustituyendo en (*) y operando: 
 










++−−+−+−
−+++−−−

=
















−
−−
−−










−
−−−

== −

025545151015

02344312109

013

125

113

·
525

423
· 1ABX . 
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








−−
−

=
3620

51131
X  

. 
********** 
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