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Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique sit
pre qué quiere hacery por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara el
de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que puec

transmitir o recibir informacion.

1°) Sea la recta = (x,y,z) = (5+k,k,—2 — 2k) y los puntosP(1,0,—1) y
Q(2,1,1).

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta s que pasa por el punto Q y es perpe

dicular al plano determinado por la recta r y el punto P.

b) Calcule el punto H de la recta r que equidista de los puntos P y Q.

a)

Un vector director de la recta res= (1,1, —2).
Un punto de r e4(5,0, —2).
Los puntos P y A determinan el veckot = [A — P] = (4,0, —1).

La expresion general del planaqjue determinan la rectar y el punto P es:

_ x—1 vy z+1
n(P; v, PA)= 1 1 -2|=0-(x-1)-8y—4(z+1)+y=0;
4 0 -1

—x+1—-8y—-4z—-4+y=0=>nm=x+7y+4z+3 =0.

Un vector normal del planmesn = (1,7, 4).

x=2+A
La recta s dada por unas ecuaciones paramétrica&e[gf. =1+7A
z=14+4A
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b)
Los puntos P y Q determinan el vedtTQf =[Q —-P]=(1,1,2).

El punto medio M del segmenk® esM G% 0).

El plano mediadog del segment®Q tiene la siguiente expresion general:
f=x+y+2z+D=0.

Como el plang contiene al punto M tiene que satisfacer su ecuacion:
B=x+y+2z+D=0

3 1
M(;%,O)}$E+E+2-O+D—O, 24+D=0=>D=-2.

El plano mediadoreg =x+y +2z—2 = 0.
El punto H pedido es la intersecciéon del plgnpla recta r:

P=x+y+2z—2=0
r={"=5+k S (5+k) +k+2(-2-2k)—2=0;

S+k+k—4—4k—2=0; —1—2k =0; 1+2k=0:>k=—%.

H:!y=—% L:H(g,—%,—l).

sz

Otra forma de hacer este ejercicio:

(x=5—%—2 \

Un punto genérico de larecta r@&S$ + k, k, —2 — 2k).

Por definicion del ejerciciacP = CQ.

CP=yJG+k—12+Kk—-02+(-2—-2k+1)? =

=J@+k)2+k2+(—1-2k)2=V16+8k +kZ +k? + 1+ 4k + 4k% =

=V6k2 + 12k + 17.



CQ=yG+k—22+k-1)2+(-2-2k—1)2=

=JB+k)?2+ (k— 12+ (-3-2k)? =

=vV9+6k+k2+k?—2k+1+9+ 12k + 4k? =V6k? + 16k + 109.

CP=CQ = V6k? + 12k + 17 =V6k? + 16k + 19;

12k + 17 = 16k + 19; —4k = 2; 2k = —1 :>k=—§.
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2°) Tres numeros, y, z, cumplen dos condiciones: que el primero es la suma de los
otros dos, y que el segundo es la suma de la mitad del primero y el doble del tercero

a) Compruebe que el calculo de los tres numeygsz, tiene una infinidad de solu-
ciones.

b) Encuentre una expresion general de las soluciones.

a)
x=xy+z x—y—z=0} x—y—z=0}
y=5+22 2y=x+4z) x—2y+4z=0)
Por serH :1| + 0, el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el nUmero de

incognitas es 3.

Por tratarse de un sistema homogéneo de dos ecuaciones linealmente indepe
dientes con tres incognitas, segun el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es cc
patible indeterminado.

Queda probado que el sistema tiene infinitas soluciones.

b)
Parametrizando una de las incognitas, por ejemplat:

x—y=21 x—y:l} B B ~
x—2y=—4}{}_x+2y=4l =>y=5A x=A1+51=06A41.
x =641
Solucion: {y=5/1, V1 € R.
z=A
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39 Quiere diseiarse un envase de helado con forma de prisma regular de base cuadr
y con una capacidad de 80%Rara elaborar la tapa y la superficie lateral, se usara un
determinado material que vale 1 eurdicpero para la base debera utilizarse un mate-
rial que es un 50 % mas caro.

a) Si x es la medida, en cm, del lado de la base, compruebe que la funcion que dete
mina el precio del envase Béx) = 2,5x2 + %

b) Calcule las medidas que debe tener el envase para que el precio sea el minimo |
sible.

a)

De la observacion de la figura podemos deducir
la expresion del volumen, de la cual se expresa la altu
en funcion de x con objeto de expresar el coste como
una funcion de x.

V=x-x-h=80=>h=8—g.
X

Base Techo Pared lateral

Coste =C(x,h) =x2-15+x2-14+ 4-x-h-1 =15x*>+x*>+4x-h =

= 2,5x% + 4x - h. Sustituyendo el valor de h obtenido en el volumen:

80 320
C(x) = 2,5x% + 4x - =S 2,5x% + —.
b)
Es condicidn necesaria para que el coste sea minimo que se anule su prime
derivada:

320 5x3-320

C'(x) =5x— 3 = =0 =>5x3-320=0; x3—64=0>

x2

= x3 =64 = x =364 =126=22=4,

El coste es minimo cuando el ancho de la base es de 4 centimetros.

El coste minimo e<2(4) = 2,5 - 42 + 2= = 40 + 80 = 120.

El coste minimo es de 120 euros.
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4°) Sea la funciori(x) = sen x.

a) Calcule la ecuacion de las rectas tangentes a la fufi@dnos puntos de abscisa
x =0y x = m, respectivamente. Encuentre las coordenadas del punto en el que s
cortan las dos rectas.

b) Calcule el area de la region limitada por la grafica de la furfciptas rectas tan-
gentes del apartado anterior (en el caso de no haber resuelto el apartado anterior,
ponga que las rectas spr= x e y = —x + m, respectivamente).

a)
Los puntos de tangencia son los siguientes:

f(0)=sen0=0= 0(0,0). f(m) =senm =0 = A(m,0).

La pendiente de una funcion en un punto es igual que el valor de su primer:
derivada en ese punto.

x=0=> m;=cos0=1
X=m=> m,=cost =-—1

f'(x) =cos x =>{

La recta punto-pendiente tiene por expresjon:y, = m(x — x,).
t;=2y—0=1-(x—0) = t;=y=x.

tzﬁy—():—l'(x—ﬂf) $t25y=—x+ﬂ'.

La abscisa del punto de corte de las dos tangentes es la solucion de la ecuaci
gue resulta de la igualacion de sus expresiones:

y=x

T
y:—x+n}=>x__x+”’ 2x—n—>x—5.

Las rectas tangentes se cortan en el punto P (g,g)

b)

De la observacion de la figura adjunta se deduce que, en el intervalo de la supe
ficie a calcular, las ordenadas correspondientes a las tangentes son iguales o0 mayo
gue las correspondientes ordenadas de la funcion. La superficie a calcular es la
guiente:

$ = [§lt — FO1 - dx+ T, — f] - dx =



JEx —senx) - dx + fo(=x +m—senx)-dx =
2

Pl f(x) =senx

[x2 g x2 T
—+cosx] +[——+7rx+cosx] =
| 2 0 2 T

)

2

2 2 2 2
Z+0-1-4nm?-1+>-2-0="=
8 2 8 2 4

2

—2 =

m%-8

S = O u? = 0,467 u?.
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2
—+cos§] — (04 cos0) + (—%+nn+cosn) — [—

m%-8

P

2

s T
+m-+cos-| =
2 2



59 Responda a las siguientes cuestiones:

a) Encuentre la Gnica matriz de la forma=

Q NIR

pruebe quel y A — I no son invertibles.

NTR AR

que satisfacd? = A, y com-

b) Justifique razonadamente quelises una matriz cuadrada de orden n distinta de la
matriz nula, O, y de la matriz identidad, |, y satisface la iguaddad A4, entonces las

matricesA y A — I no son invertibles.

a)
SRV R
2 2 2 2 4 4 4
Ita 1 11
2 _ 4 4 V_[2 4 _
A=A = 11a | = 1] =2a=1
a — a -
2
1 1 11 11
2 4 2 4 1 0 T2 4
Paraa =lesd=(? *|yd—-1=|?% * —( ):
1 1 Y 1 1 0 1 1 -1
2 2 2
11
Al =% *? =i_2-0> A no es invertible,c.q.].
1 1 4 4
2
«1 3
A-1I|=]| 2 41 =%—%=0=>A—Inoesinvertible,c.q.j.
T2
b)

SiA%? = A entoncesA? — A = 0, es decirA(4—1) = 0.

Ahora vamos a demostrar que ninguna de las dos matrices pueden ser invertible

Si A fuera invertible, se cumple que:
AL A-(A-DH=A"1-0=4=17".

Si A — I fuera invertible, se cumple que:



A-A-DA-D1=0-(A-D"1 =>4=077.

Como se observa, en ambos casos se llega a conclusiones absurdas.
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6°) Responda a las siguientes cuestiones:

a) Calcule la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la formaBy + Cz = D) del
plano que pasa por el puneq0,0,1) y es perpendicular a los planos de ecuaciones
m=3x+y—z=1yn,=x+y+2z=>5.

b) Suponga que un plamq es perpendicular a un segundo plapy que el planar,
es a su vez perpendicular a un tercer pfandexplique razonadamente si necesaria-
mente los plana, y m; deben ser perpendiculares entre ellos.

a)

Los vectores normales de los planos dado®gen(3,1,—-1) yv, = (1,1, 2).

El producto vectorial de dos vectores es perpendicular a cada uno de los vector
gue se multiplican:

i j k
VXV, =3 1 —-1|=2i—j+3k—k+i—6j=3i—7j+2k.
11 2

Un vector del plang esn, = (3,-7,2).
La expresion general del plapoesgp = 3x — 7y +2z+ D = 0.
Como el plan@ contiene al punt® (0, 0, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

p=x—-7y+2z+D =0

P(0,0,1)}=>0_0+2+DZO:DZ_Z'

p=3x—7y+2z—-2=0.

b) Suponga que un plamq es perpendicular a un segundo plapy que el planar,
es a su vez perpendicular a un tercer pfandxpliqgue razonadamente si necesaria-
mente los plana, y m; deben ser perpendiculares entre ellos.

Siendon;, n,, n; los vectores normales de los plamgsrm,, 3, respectiva-

w1y =0 . . . .
mente, y se cumple C]LTJl_é, — _ of S€ tiene que demostrar si, necesariamente, tiene
2 "Nz =

que cumplirse que; - nz; = 0.

Utilizando los planos del apartado anterior y llamamdo= 3x +y —z =1,
m,=3x—7y+2z—2=0yn; =x+y+2z=5, secumple que:

m, L m, porsem; -v; = (3,1,-1)-(3,-7,2) =9—-7—-2=0.



m, L my porsem, -v; =(3,-7,2)-(1,1,2) =3-7+4=0.
Sin embargo los planasg y m; no son perpendiculares, por ser:
m, L my porsemw; -v; =(3,1,-1)-(1,1,2) =3+ 1—-2 # 0.
Todo lo anterior demuestra que:

La perpendicularidad de planos no cumple la propiedad transitiva.
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