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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siem-
pre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizará el uso 
de calculadoras u otros aparatos que tengan información almacenada o que puedan 
transmitir o recibir información. 

1º) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales ��� + � − � = 0         � + � = 10                 2�� − � + 5�� = 30 : 

�) Estudie para que valores del parámetro � el sistema es incompatible. 
 �) Resuelva el sistema para el caso de � = 1. 
 

----------  �)   
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = � � 1 −10 1 12� −1 5� � y �′ = � � 1 −10 1 12� −1 5�    01030�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = � � 1 −10 1 12� −1 5� � = 5�� + 2� + 2� + � = 0;  5�� + 5� = 0; �� + � = 0;  
 ��� + 1) = 0 ⇒ �� = −1, �� = 0. 
 

����  � ≠ −1� ≠ 0 " ⇒ #�$% � = #�$% �& = 3 = $º ($)ó%. ⇒ ,. -. .. 

 

���� � = −1 ⇒ �& = �−1 1 −10 1 1−2 −1 −5   01030� ⇒ #�$% �& ⇒ /-�, -�, -01 ⇒  

 

⇒ �−1 1 00 1 10−2 −1 30� = −30 − 20 − 10 = −60 ≠ 0 ⇒ #�$% �& = 3.  
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���� � = 0 ⇒ �& = �0 1 −10 1 10 −1 0    01030� ⇒ #�$% �& ⇒ /-�, -3, -01 ⇒  

 

⇒ � 1 −1 01 1 10−1 0 30� = 30 + 10 + 30 = 60 ≠ 0 ⇒ #�$% �& = 3.  

 

����  � ≠ −1� ≠ 0 " ⇒ #�$% � = 2;  #�$% �& = 3 ⇒ ,(4567� ($)879�5(�:6. 
 �)  

 Para � = 1 el sistema resulta �� + � − � = 0        � + � = 10             2� − � + 5� = 30, que es compatible determi-

nado.  
 
 Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

� = � ; � <��; � �3; <� = �
=·�?@=·� = �;@3;@3;<=;

=@= = �;
�; = 2. 

 

� = �� ; <�; �; �� 3; = �
�; = =;@�;<3;

�; = 0;
�; = 4. 

 

� = �� � ;; � �;� <� 3;�
�; = 3;@�;@�;

�; = B;
�; = 6. 

 ,8:C)(ó$: � = 2, � = 4, � = 6. 

 
********** 
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2º) Considere los planos E� ≡ 5� − � − 7� = 1 y E� ≡ 2� + 3� + � = 5. 
 �) Determine la ecuación general �H� + I� + -� + . = 0) del plano J que pasa por 
el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos E� y E�. 
 �) Calcule el ángulo que forman los planos E� y E�. 
 

---------- �)  
 Los vectores normales de los planos son $�KKKK⃗ = �5, −1, −7) y $�KKKK⃗ = �2, 3, 1). 
 
 El plano J, por ser perpendicular a los planos E� y E�, tiene como vectores di-
rectores a sus vectores normales; su expresión general es la siguiente: 
 

       J�M; $�KKKK⃗ , $�KKKK⃗ ) ≡ N� � �5 −1 −72 3 1 N = 0; −� − 14� + 15� + 2� + 21� − 5� = 0;  
 J ≡ 20� − 19� + 17� = 0. 

 �)  
El ángulo que forman los planos E� y E� es el mismo que forman sus vectores 

normales. 
 
Por el concepto de producto escalar: 
 

$�KKKK⃗ · $�KKKK⃗ = |$�KKKK⃗ | · |$�KKKK⃗ | · cos ɑ ⇒ cos ɑ = TUKKKKK⃗ ·T?KKKKK⃗
|TUKKKKK⃗ |·|T?KKKKK⃗ | = �=,<�,<V)·��,3,�)

W=?@�<�)?@�<V)?·√�?@3?@�? =  

 = �;<3<V
√�=@�@0Y·√0@Y@� = ;

√V=·√�0 = 0 ⇒ Z = 90°. 
 \84 9:�$84 E� � E� 48$ 96�96$]()C:��64. 

 
********** 
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3º) Considere la función ^��) = �
_?<`, siendo a un parámetro real distinto de 0. Para 

los diferentes valores de a: 
 �) Calcule el dominio y las asíntotas de ^��). 
 �) Determine los máximos y mínimos relativos de ^��). 
 

---------- �)  
 �� − a = 0;  �� = a ⇒ �� = −√a, �� = √a. 
 .�^) ⇒ # − b−√a, √ac. 
 

Asíntotas verticales: Son de la forma � = a; son los valores que anulan el deno-
minador. 
 H4í$585�4 e6�5()�:64: � = −√a � � = √a. 

 
 Horizontales: Son de la forma � = a; son los valores finitos que toma la función 
cuando x tiende a ± ∞: 
 

 � = a = lim_→l ^��) = lim_→l
�

_?<` = 0. 

 \� �6)5� � = 0 �6m6 ]6 ��4)(4�4) 64 �4í$585� ℎ8�(�8$5�:. 
 
 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 
 �)  
 La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo es que se 
anule su primera derivada. Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la 
segunda derivada: según que sea negativa o positiva para los valores que anulan la 
primera derivada se trata de un máximo o de un mínimo, respectivamente. 
 

 ^&��) = <�_
�_?<`)?. 

 

 ^&��) = 0 ⇒ <�_
�_?<`)? = 0 ⇒ −2� = 0;   � = 0. 

 

 ^&&��) = <�·�_?<`)?@�_·o�·�_?<`)·�_p
�_?<`)q = <�·�_?<`)@r_?

�_?<`)s = <�_?@�`@r_?
�_?<`)s = B_?@�`

�_?<`)s. 
 

 ^&&�0) = ;@�`
�;<`)s = − �

`? < 0, ∀a ∈ #, a ≠ 0 ⇒ �í$(78 �6:�5(e8 9��� � = 0. 
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 ^�0) = �
;<` = − �

`  ⇒  �í$(78: H w0, − �
`x. 

 
********** 
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4º) Sabiendo que el sistema de ecuaciones lineales �� + �� = 1� + �� = 1� + � = �   tiene una única solu-

ción: 
 �) Compruebe que � ≠ 0. 
 �) Encuentre la solución del sistema en función del parámetro �. 
 

---------- �)  
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius, un sistema de tres ecuaciones con tres 
incógnitas es compatible determinado cuando el rango de la matriz de coeficientes es 
tres, o sea, que su determinante es distinto de cero. 
 

 La matriz de coeficientes es � = �1 � 01 0 �0 1 1�. 

 

 |�| = �1 � 01 0 �0 1 1� = −� − � = −2� ≠ 0 ⇒ � ≠ 0. 

 yC6]� )879�8��]8 zC6 6: 4(4567� 64 )879�5(�:6 ]656�7($�]8 ∀� ∈ #, � ≠ 0. 

 �)  

 �′ = �1 � 01 0 �0 1 1     11�� ⇒ /-�7�(�$]8 ^(:�41 ⇒ �1 0 �0 1 11 � 0     1�1� ⇒ 

 

⇒ /{3 → {3 − {�1 ⇒ �1 0 �0 1 10 � −�     1�0� ⇒ /{3 → {3 − �{�1 ⇒  

 

⇒ �1 0 �0 1 10 0 −2�     1�−��� ⇒  {3 → − �
| {3" ⇒ �1 0 �0 1 10 0 2     1��� ⇒ 2� = � ⇒   

 

⇒ � = |
� ;   � + � = �;   � + |

� = � ⇒ � = |
� ;   � + �� = 1 ⇒ � = 1 − |?

� = �<|?
� . 

 

,8:C)(ó$: � = �<|?
� , � = |

� , � = |
� , ∀� ∈ #. 

 
********** 
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5º) Considere las matrices cuadradas de orden 2 de la forma � = } � −1�� + 1 � ~, 

siendo � 6 � números reales. 
 �) Compruebe que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los valo-
res de � 6 �. 
 �) Para � = 1, � = −1, calcule �<�. 
 

---------- �)  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |�| = � � −1�� + 1 � � = �� + �� + 1 ≠ 0, ∀�, � ∈ # 

 yC6]� )879�8��]8 zC6 � 64 ($e6�5(�:� ∀�, � ∈ #. 

 �)  

Para � = 1, � = −1 es � = w1 −12 1 x. 

 

|�| = �1 −12 1 � = 3.      �� = w 1 2−1 1x. H]m. ]6 �� = w 1 1−2 1x ⇒ 

 

�<� = ���.�� ��
|�| = �

3 · w 1 1−2 1x. 

 

�<� = �
3 · w 1 1−2 1x. 

 
********** 
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6º) Considere un cono de 120 cm3 de volumen que tiene una altura ℎ, un radio de la 
base � y una generatriz �. 
 �) Comprueba que �� = 3B;

� · �
� + ℎ�. 

 �) Calcule la altura del cono que tiene la generatriz de longitud mínima. 
Nota: Recuerde que el volumen del cono  es un tercio del volumen del cilindro recto 
que tiene el mismo radio de la base y la misma altura. 
 

---------- 
 

� = �
3 · E · w_

�x� · ℎ = 120;  �·_?·�
�� = 120 ⇒ �� = �.00;

�·� . 

 

�� = w_
�x� + ℎ� = _?

0 + ℎ� = U.qq��·�0 + ℎ� = 3B;
�·� + ℎ�. 

 yC6]� )879�8��]8 zC6 �� = 3B;
� · �

� + ℎ�. 

 �)  
 La condición necesaria para que la generatriz � sea mínima es que se anule su 
primera derivada. 
 

 ���) = �3B;
�·� + ℎ� = �3B;@�·�s

�·� = �
√� · �3B;@�·�s

� . 

 

 ���)& = �
√� · s�·�?·���s����·�s�·U�?

�·�s����·�s
�

= 0 ⇒ 3E · ℎ� · ℎ − �360 + E · ℎ3) · 1 = 0; 
 

3E · ℎ3 = 360 + E · ℎ3;   2E · ℎ3 = 360;  ℎ3 = �r;
� ⇒ ℎ = ��r;

�
s

. 

 

ℎ = ��r;
�

s ≅ 3,86 )7. 

 
********** 

 

ℎ 

�
� 

�
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