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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique sit
pre qué quiere hacery por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara el
de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que puec
transmitir o recibir informacion.

1°) Considere la funcion polindmigdx) = x3 — ax? + bx + c.

a) Calcule los valores de los parametwg$ y c, sabiendo que la funcién tiene un
extremo relativo en el punto de abscisa 1 y que la recta tangente a la grafica de la
funcidn en el punto de abscisa= 0 es la recty = x + 3.

b) Paralos valores = 2,b = 1 y ¢ = 3, calcule las abscisas de los extremos relativos
de la funcion y clasifiquelos.

a)
Por tener un extremo relativo en el punto de abscisd esf’(1) = 0:
f'(x) = 3x% — 2ax + b.
ff()=0=3-12-2a-1+b=0; —2a+b=-3. (1)

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de
primera derivada de la funcién en ese punto.

La pendiente de la reca= x + 3 esm = 1.
Lo anterior implica qu¢’(0) = 1:
m=f'(0)=3x*—-2ax+b=1=>b=1.
Sustituyendo en (1) el valor de
—2a+1=-3; -2a=—-4>a=2.

La funcién resultgf (x) = x3 — 2x2 + x + c.
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El punto de tangencia %0, 3), por lo cual e§(0) = 3:
f(0)=3=c=3.

b)
f(x)=x3—-2x%+x+ 3.

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

fl(x)=3x2—4x+1. F'(x) =6x—4.
f'(x) =0=>3x%2—4x+1=0; yo= oy = V16712 4dvVE 442 241
2-3 2-3 2.3 3

=$.X1 =:§,x2 =:1.
") = 6'§—4=2—4= —2 <0=>Méximorelativoparax=§.

3 2 _
FO=() —2 () 4l4z=i_fyly g temm s
3 3 3 3 27 9 3 27 27

. . 1 85
= Maximo: P (—,—).
3727

f'A)=6-1-4=6—4=2>0= Minimo relativo para x = 1.

f(H)=0>13-2-12+1+ 3 =3 = Minimo: Q(1, 3).
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x+y+z=3
2°) Considere el sistema de ecuaciones Iin{alesy —z = 1, que depende del paréa-
2x +ay = 2a
metro reah:

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro

b) Resuelva el sistema para el casade1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 1 11 1 3
M=[1 1 —1|yM=(1 1 -1 1|
2 a O 2 a 0 2a
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedsoel siguiente:
1 1 1
IM|=11 1 —-1l=a—-2-24+a=2a—-4=0;, a—2=0>a=2.
2 a O
Paraa + 2 = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
1 1 1 3
Paraa=2=>M =1 1 -1 1]|=RangM' = {(C,(C5,C4}=>
2 2 0 4
1 1 3
=11 -1 1/|=-4+2+6—-4=0=RangM' =2.
2 0 4
Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%incb6g.= S.C.I.
b)
x+y+z=3
Paraa = 1 el sistema result%x +y —z =1, que es compatible determinado.
2x+y =2
31 1
P 1-2-2+43 0
12 1 ol _1-2- -9 _
YT T T 2 T3 0.
1 3 1
1 1 -1
y:22 0 :2—6—2+2:—_4-:2




1 1 3
1 1 1
2+3+2-6—-1-2 -2
7 = 2 1 21 = —=1.
-2 -2 -2

Solucion:x =0, y=2, z=1.
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3°) Considere el plano que pasa por el pdiitg0, 3) y tiene como vectores directores
u=(-1,32)yv=(21,0).

a) Calcule la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano y pasa por el punto .

b) Calcule la distancia del puni{1, 5, 0) al plano.
Nota: Puede calcular la distancia de un punto de coordeRgdasy,, z,) al plano de

- _ _ 1y _ |Ax0+By0+CZO+D|
ecuaciont = Ax + By + Cz + D = 0 con la expresiod(Py, ) = TripTer

a)
Un vector normal del plano es cualquiera que sea linealmente dependiente d
producto vectorial de sus vectores directores.

. i J k
n=uxv=|-1 3 2|=4—-k—6k—-2i=-2i+4—-7k=>
2 10

=7=(2-47).

El vector normal del plano es el vector director de la recta pedida, cuya expresio

x=1+2A1
dada por unas ecuaciones paramétricas es la sigm’&lt{av = —41
z=2+4+7A
b)
x—1 y z-3
La ecuacion general del plano g¢4; ©,v) =| —1 3 2 |=0;
2 1 0

4y —(z—-3)—6(z—3)-2(x—1)=0; 2(x—1)+4y—-7(z—3) =0;
—2x+2+4+4y—-7z4+21=0=>n=2x—-4y+7z—-23=0.

Aplicando la formula recomendada al plane 2x —4y +7z—-23 =0y al
puntoP(1,5,0):

d(P,7) = |2:1-4-5+7-0-23| _ [2-20-23| _ |-41] _ 41-/69
P T 2Pi(—4)2472  VA+16+49 V69 69
41+/69 .
d(P,m) = unidades.

69
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1 0 a
4°) Dada la matrid = <a 0 —1), dondea es un parametro real.
2 -1 1

a) ¢,Hay algun valor de € R tal que A no tiene inversa para este valor?

b) Calcule la matriz inversa d& paraa = 0.

a)
Una matriz no es invertible (no tiene inversa) cuando su determinante es cero.
1 0 a
|Al=la 0 -1|=-a*—-1=0; a®+1=0.
2 -1 1
Teniendo en cuenta qué + 1 # 0,Va € R:
La matriz A es invertible para cualquier valor real de a.
b)
1 0 0
Paraa=0esA=<0 0 —1).
2 -1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
A2=A-A=<O 0 —1)-(0 0 —1>=<—2 1 —1>.
2 -1 1 2 -1 1 4 -1 2
Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan:
1 0 0j1 0 O
F, - F, + 2F
(A2|1)=<—2 1 -1{0 1 0>=>{F2_>F2_4F1}=>
4 -1 210 0 1 3003 !
1 0 0|1 0 O 1 0 0|1 0 O
=><0 1 -1{2 1 0)=>{F3—>F3+F2}:><0 1 -1(2 1 0)=>
O -1 21-4 0 1 0O 0 11-2 1 1
1 0 Of]1 O O 1 0 O
=>{F2—>F2+F3}=><0 1 00 2 1):(,42)—1:(0 2 1).
0O 0 11-2 1 1 -2 1 1
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5°) Considere los puntos del espacio tridimensidal1,0),B(3,5,0) y €(1,0,0) y
Iarectarzx=y—1=§.

a) Encuentre el punto de interseccion de la rectan el plano que pasa por los puntos
A ByC.

b) Encuentre los puntos de la rectpara los cuales el tetraedro de vértices P, A, By
C tiene un volumen d2u3.
Nota: El volumen de un tetraedro de vértices P, Q, Ry S viene dado por la siguient

expresiony = = - |det(P@, PR, PS)|.

a)
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:
AB =[B—-A4]=[(3,5,0) —(1,1,0)] = (2,4,0).
AC = [C - A] =1[(1,0,0) — (1,1,0)] = (0,—1,0).

La ecuacion general del planogue determinan los puntos A, B y C tiene la
siguiente expresion general:

o x—1 y z
n(C; ABAC)=| 2 4 0|=0-2z=0=>n=z=0.
0 -1 0

El punto de interseccion del plano y la recta es el siguiente:

z=0
TEx:y_lzg}:XZO,yzl = M(O,l,O)
b)
x=A
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es{y = 1 + A.
z =21

Los puntos de tiene por expresioR(4,1 + 4, 21).
AP=[P—-Al=[(AL1+1220) —(1,1,0)] = (A —1,4,22).

Aplicando la formula recomendadéa:= - - |det(AB, AC, AP)| = 2;

2 4 0
|AB,AC,AP|=12; || 0 -1 0| =-4A=12;]4A|=12> || =3 =
A-1 1 21




— Al:= 3 = Pﬁ(3,4,6). AZ =-3 = PE(_'S,_'Z,_'6).
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6°) Dadas las funciong€x) = x2 — 1y g(x) = 3 — x2.

a) Haga un esbozo de las gréficas de las parafpoldsy g(x) en un mismo sistema
de ejes cartesianos y encuentre los puntos de corte con el eje de las abscisas, los vért
y los puntos de corte entre las dos gréaficas.

b) Calcule el &rea de la region del semiplari® 0 comprendido entre las graficas de
las funcioneg (x) y g(x).

Las abscisas de los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de
ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones:

x, =—V2 - A(—V2,1)
2_1=3-—x22x2=4; x2=2 1 .
X x°; 2x X :{x2=\/§—>3(\/§,1)

La pardbolg (x) = x2 — 1, que es convex@J) por ser positivo el coeficiente
de x?, tiene su vértice en el punkp(—1,0) y corta al eje de abscisas en los puntos
C(—1,0) y D(1,0).

La parabolay = 3 — x2, que es concav@) por ser negativo el coeficiente de
x?2, tiene su vértice en el puntg(0,3) y corta al eje de abscisas en los puntos

E(—/3,0) y F(¥/3,0)

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

Por ser las ordenadas de la parabola de ecua€idn= 3 — x? iguales o0 ma-
yores que las correspondientes ordenadas de la fufgidr= x2 — 1 en el intervalo
del area a calcular y, ademas, considerando que las dos funciones son paresy, en c
secuencia, simétricas con respecto al eje de ordenadas, la sufeaafiacular es la
siguiente:

S=2-fPIB-x) - (2= D]-dx=2-[@-x2—x2+1)-dx =



=2 [P4—-2x?) dx =2 [4x—zi —2. [4 N 2(”]
=8v2-22=8vz(1-1)=8v2- 2= 12

S =%ﬁ u? = 7,54 u?.
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