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EXTRAORDINARIA — 2022
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explic
siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calculadora que no puedan alma
nar, transmitir o recibir informacion.

1°) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendiculs
mente sobre el plano de un suelo cuya ecuacign=g — z = 6. Sabemos que la
cupula de la carpa (el punto mas alto por donde pasa el palo) esta en el punto de co
denada$ (30,1, 0).

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta que contiene el palo.

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitu
del palo.

a)
La rectar pedida es perpendicular al plameE x — z = 6 y contiene al punto
P(30,1,0).

Un vector normal del planm = x —z = 6 esn = (1,0,—1), que también es

x=30+41
director de la recta, por lo cualr = {y =1
z=—-1
b)
T=x—2z=6
rz{’;zio”‘ =>B0+D)—(-0)=6; 30+A1+1=6; 30+21=6;
z=—-A

x=30—-12=18
20 = —24; /1=—12=>{y= 1 }=>Q(18,1,12).
z=—(-12) =12
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2°) Considere la funciofi(x) =

x24x-2"

a) Discuta el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos d
crecimiento y decrecimiento de la funcion.

b) Calcule la ecuacién general de la recta tangente a la fuficxdren el punto de
abscisac = 4. Represente en un mismo gréfico la funcidon y la recta tangente.

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores reale
dex que anulan el denominador.

-1+V1+8  -1+V/9 -1+

3
xX’+x—-2=0; x= . - >x =-2,x,=1>

= D(f) = R —{-2,1}.

Asintotas horizontales: son de la forpna k; son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

k= lim f(x) = lim

x—+o00 X—+oo X2+x—2

= 0 = Asintota horizontal:y = 0 (eje X).

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgue hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito; son los valores que anulan el denominador.

Asintotas verticales: x = —2,x = 1.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontale:

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

, _0-(x24x-2)-9-(2x+1) _ —9-(2x+1)
f1e) = (x2+x-2)2 T (x24+x-2)2"

Por ser(x? + x — 2)2 > 0,Vx € D(f), el signo de la primera derivada es el de
su numerador.

—9.(2x+1) = 0; 2x+1=0=>x=—%.

Para x < —% = f'(x) >0 = Crecimiento: (—o,—2) U (—2, —%)

Para x > —% = f'(x) < 0 = Decrecimiento: (—%, 1) U (1, +0).




Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicién necesaria n
suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la segur
derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

, _ —18x-9 , _ _ 1
fl(x) = et flix) =0=>x=—=.
f”( ) _ —18-(x%+x-2)%49-(2x+1)-[2-(x2+x—-2)-(2x+1)] _ —-18-(x%+x-2)+18:(2x+1)?
X = (x2+x—-2)% o (x2+x-2)3 =
_ -18-(x%4+x-2-4x%-8x-1) _ —18-(—3x%-7x-3) . _18:(3x2+7x+3)
= (x2+x_2)3 - (x2+x_2)3 = f (x) - (x2+x_2)3
18-[3-(—%)2+7-(—%)+3] s (3-lys)  geiTmz 9

< 0=

() =

(-] G = O

o . 1
= Maximo relativo para x = — >

f(-1) = = 17— = 5 = = = —4 = Méximo: A (—3,—4).
2 2 4

2 z

b)
La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual que el valor ©
su primera derivada en ese punto.

() = —18%79 — — gy ="8__1
f'(x) = e Parax=4=>m=f'(4) = = "
. . . 9 1 1
El punto de tangencia es el siguierftet) = It P (4, E)'

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
p . 1 1
formulay — y, = m(x — x,), que aplicada al punﬂb(4, 5) conm = — -

y—s=—7 (x—4) 4y-2=-x+4.

Larecta tangente pedidaest = x + 4y — 6 = 0.

Para facilitar la representacion grafica de la situacion se determinan los punto
de corte con los ejes, que son los siguientes:



9
x%2+x-2

EjeX=f(x)=0=

=0=>x &R = Nocortaal eje X.

EjeY > x =0 = f(0) = — =—§=>B(0,—§).

0+0-2

Para la representacion grafica de la tangente se tiene en cuenta que contiene
puntoQ(—2, 2).

La representacion gréafica, aproximada, de la situacion se expresa en la figur
siguiente.

]l Yt |
I 1
— )
_ 2
4(>< i | | X
=< - —zi Oi 2 4 5
********* F0) T
Al
x=-2 | '4! x=1
~
|
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1 a 3
3°) Considere la matriz = <2a 5 3a>, que depende del parametro
7 4a 9

a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parametro

X 1 2 3 0
b) SiX = <y> resuelva la ecuacion matricién 5 6) X = (0).
A 7 8 9 0

a)
1 a 3
|A| =|2a 5 3a|=45+ 24a? + 21a? — 105 — 12a? — 18a? =
7 4a 9
= —65+ 15a% = 0; —13 + 3a? = 0; 3a2=13:a=i%=ig.

Se calcula el rango por el método de Gauss:

1 a 3 1 a 3
F,>F,—2a-F
A=<2a 5 3a>:>{1§__>>1§_7a.1:1}=>(0 5 — 242 3a—6a>=
7 4a 9 3 3 1 0 4a—7a 9-21

1 a 3 1 a 3
= (0 5— 2a? —3a> = {F; » —1F} = (0 5 — 2a? —Ba) =>{F, o F;} >

0 —3a —-12 0 a 4
. . ; 1 a 3
o2
(s . AN F3—>F3—5 2a.F2 ~[(0 a 4 N
a 5a%-20
0 5—2a%? -3a 00 a
2_
:>5aa20=0; 502 -20=0; a>—4=0>a, =—-2,a, = 2.
a#+—2 _
Para{aiz}:RangA—&
a=—2 _
Para{azz}:RangA—z-
b)

1 2 3 X 0
De la ecuacion matricia<4 5 6) . <y> = <0> se deduce el sistema de
7 8 9 z 0



x+2y+3z=0
ecuaciones lineales homogénda:+ 5y + 6z = 0}, equivalente al sistema que re-
7x+8y+9z=0
x+2y+3z=0
sulta de restar a cada ecuacion la antesior 3y + 3z = 0}, gue a su vez, es equi-
3x+3y+3z=0

alente al s'stemapf' +2y+3z= 0}
v ! "x+y+z=0)

Para su resolucion se parametriza, por ejerapto;

x+2y:—3/1} x4+ 2y =-31

x+y=-1J) —x—-y=2 }=>y=—2,1. X=—-y—A=2-A=x=A4

Solucion: x = A; y=—-2A; z=A,VAER.
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4° @) Considere la funciorf(x) = {afobSlsiex(g,[ee) o

reales. Halla los valores dey b tal que la funcidn sea continua y derivable en el in-
tervalo(0, 4).

siendoa y b numeros

x3

b) Calcule la funcio’ (x) = -=—

y que pasa por el punif0, —1).

a)

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidn necesaria que S
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su ct
tinuidad.

La funcionf (x) es continua ef0, 4), excepto para = e, cuya continuidad es
dudosa y se van a determinar los valores realasydepara que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =limLx =1

_ x—e x-e

Parax=e =1l ) = lim(ax +b) =ac + b = f(e) =
e xX—e

:}lr?—f(x) = xlirg){f(x) =f(e)>ae+b=1. (%)

La funcidnf (x) es derivable eK0, 4), excepto para = e cuya derivabilidad
se va a forzar determinando los correspondientes valoreg e

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales en ese punto.

f’(x):{% si € (0,e) o= =>f’(e)={§ si € (0,e) R
a si x €le4) a si x € [e,4)

= f'(e7) = f'(et) = i =a=ae=1. Sustituyendo en (*p = 0.

La funciéon f(x) es continua y derivable en (0,4) para a = i yb=0.

b)
Ix*4+1=t

x3 x3 3 _ 1 1
! — — . 36x° - dx = dt Y —
g9'() 9x*+1 = 9x) f9x4+1 dx = 3 - dx _ 1, dt = 36 ft dt
36

_ 1. =L, 4
= Lt+C = g(x) ” L(O9x*+1)+C.



— _ 1. . 0% —1. L. —1. L. —
g0)=-1=—-L9-0*+1)+C=1; —-L1+C=1 —-0+C=1>

=>C=1:>g(x)=%-L(9x4+1)+C.
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a a 0
59) Sea la matrid = ( 2 a+1l a-1 ) dondea es un parametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Calcule los valores del parametrgara los cuales la matriz A es invertible.

b) Para el caso de = 3, resuelve la ecuacion matricial X = B — 31, siendoB la

4 0 O
matrizB=<0 4 0).

0 0 4
a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
a a 0
|A| = 2 a+1 a—-1|=0=>
2a+1 0 —a—3

= —ala+1)(a+3)+ala—1)2a+ 1)+ 2a(a+3) =0;
a-[(ma®>—4a-3)+@2a’—-a—-1)+2a+6)]=0; a(@a*>—3a+2)=0>

34+/9-8 _ 3+1
=>a,=0; a?-3a+2=0; a= —="—=a=1a=2

La matriz A es invertible Va € R — {0, 1, 2}.

b)
4 0 O 3 0 0 1 0 0
B—31=<0 4 0)—(0 3 0>=<0 1 O>=>B—31=I.
0 0 4 0 0 3 0 0 1
A-X=B-3I=1; A V.A-X=A"1-; | - X=A1=X=4"1.
3 3 0
Paraa=3:>A=<2 4 2). |A| = —72+ 42+ 36 = |A| = 6.
7 0 —6
|4 0| _|3 0| |3 4
. . | 12 7 3 7 13 21|
N ) e A I I I
B |2 7| _|3 7 3 2
4 0 3 0 3 4

—24 18 6
=<—30 —18 —6).

—-28 21 6



—-24 18 6

3 de at <—30 -18 —6) —4

_ Adj. de A — -

41 = Al —\-28 21 6/  y— 4 1=[-5
|A] 6 _14
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6°) La imagen adjunta muestra dos paredes per-
pendiculares de una sala representadas en unos
ejes de coordenadas, de manera que una parte es

el planoy = 0 y la otra parte es el plano= 0.

En el puntad(2,0,2) queremos colgar un alta-, , |
voz que debe estar conectado a un equipo de so-
nido, que esta situado en la otra pared, en el
puntoB(0,2,1). La conexion entre Ay B la ha-
remos mediante un cable que pase por el puntd,
€ (0,0, h), situado en la recta vertical de inter-
seccion de las dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende, entre ot
factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una it
talacion con el minimo de cable posible.

<

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcién de lahaftora
donde debe pasar el cable en el eje verfiZalviene dado por la siguiente expresion:

L(h) =+Vh% —4h + 8 ++vVh%Z — 2h + 5.

b) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que
longitud del cable sea minima. Calcule la longitud minima del cable.

a)

L(h):R_I_E:{AC=\/(0—2)2+(0—0)2+(2—h)2}=>

CB=+(0—-0)2+(2-0)2+(1—h)?

=>vV4d+4—4h+h2+vV4+1—-2h+h?=vh?2—4h+8++Vh?—2h+5.

Queda comprobado que L(h) = Vh? — 4h + 8 + Vh2 — 2h + 5.

b)
Para que la longitud sea minima es condicion necesaria que se anule su prime
derivada:

L’(h) _ 2h—4 2h-2 _ h-2 h-1 _
2+V/hZ2-4h+8 2+Vh2-2h+5 Vh?2—-4h+8 Vh?-2h+5
h—2 -h+1  h®-4h+4 _ h®-2h+1

vVh2—4h+8 - VhZ_2h+5’ h2-4h+8 h2-2h+5’
(h?> —4h + 4)(h?> — 2h +5) = (h? — 4h + 8)(h? — 2h + 1);
h* — 2h3 + 5h? — 4h3® + 8h? — 20h 4+ 4h®* —8h + 20 =

= h* —2h3 + h? — 4h® + 8h?> — 4h + 8h?* — 16h + 8;



—20h—8h + 20 = —4h —16h + 8; —28h + 20 = —20h + 8; 12=8h:>h=%.

La longitud del cable es minima cuaride % =C (0, Og)

Parah=§=>L(g)=\/(3)2—4-§+8+\/(§)2—2-§+5=

9 9 9 9 9+4
—\/Z—6+8+\/Z—3+5—\/Z+2+\/Z+2—2- 2= V13,

La longtidud minima del cable es L = V13 m = 3,61 m.
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