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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique 
siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calculadora que no puedan almace-
nar, transmitir o recibir información. 
 
 
1º) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendicular-
mente sobre el plano de un suelo cuya ecuación es � ≡ � − � = 6. Sabemos que la 
cúpula de la carpa (el punto más alto por donde pasa el palo) está en el punto de coor-
denadas �	30, 1, 0�. 
 �� Calcule la ecuación paramétrica de la recta que contiene el palo. 
 �� Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitud 
del palo. 

---------- ��  
 La recta � pedida es perpendicular al plano � ≡ � − � = 6 y contiene al punto �	30, 1, 0�. 
 
 Un vector normal del plano � ≡ � − � = 6 es ��⃗ = 	1, 0, −1�, que también es 

director de la recta �, por lo cual: � ≡ �� = 30 + �� = 1          � = −�       . 
 ��  

 

� ≡ � − � = 6    
� ≡ �� = 30 + �� = 1          � = −�       � ⇒ 	30 + �� − 	−�� = 6;   30 + � + � = 6;   30 + 2� = 6; 

 

2� = −24;   � = −12 ⇒ �� = 30 − 12 = 18� = 1                       � = −	−12� = 12 ⇒ !	18, 1, 12�. 

 
********** 
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2º) Considere la función "	�� = #$%&$'(. 

 �� Discuta el dominio, las posibles asíntotas, los extremos relativos y los intervalos de 
crecimiento y decrecimiento de la función. 
 �� Calcule la ecuación general de la recta tangente a la función "	�� en el punto de 
abscisa � = 4. Represente en un mismo gráfico la función y la recta tangente. 
 

---------- ��  
 Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto los valores reales 
de � que anulan el denominador. 
 �( + � − 2 = 0;   � = ')±√)&,( = ')±√#( = ')±-( ⇒ �) = −2, �( = 1 ⇒     

 ⇒ .	"�  ⇒ / − 0−2, 11.   
 
 Asíntotas horizontales: son de la forma � = 2; son los valores finitos de la fun-
ción cuando � tiende a más o menos infinito. 
 

 2 = lim$→±7 "	�� = lim$→±7 #$%&$'( = 0 ⇒  89í�;<;� ℎ<�>�<�;�?: � = 0 	ABA C�. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de � que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito; son los valores que anulan el denominador. 
 89í�;<;�9 DA�;>E�?A9: � = −2, � = 1. 
 
 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 

 "F	�� = G·	$%&$'(�'#·	($&)�	$%&$'(�% = '#·	($&)�	$%&$'(�%. 
 
 Por ser 	�( + � − 2�( > 0, ∀� ∈ .	"�, el signo de la primera derivada es el de 
su numerador. −9 · 	2� + 1� = 0;   2� + 1 = 0 ⇒ � = − )(. 

 

 ���� � < − )( ⇒  "F	�� > 0 ⇒  N�AE>O>A�;<: 	−∞, −2� ∪ R−2, − )(S. 

 

 ���� � > − )( ⇒  "F	�� < 0 ⇒  .AE�AE>O>A�;<: R− )( , 1S ∪ 	1, +∞�. 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condición necesaria no es 
suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se anule la segunda 
derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 

 "F	�� = '),$'#	$%&$'(�%.  "F	�� = 0 ⇒ � = − )(. 

 

         "FF	�� = '),·	$%&$'(�%&#·	($&)�·T(·	$%&$'(�·	($&)�U	$%&$'(�V = '),·	$%&$'(�&),·	($&)�%	$%&$'(�W = 

 = '),·	$%&$'('X$%',$')�	$%&$'(�W = '),·	'-$%'Y$'-�	$%&$'(�W ⇒ "FF	�� = ),·	-$%&Y$&-�	$%&$'(�W .  

 

 "FFZ'[%\ = ),·]-·R'[%S%&Y·R'[%S&-^
]R'[%S%'[%'(^W = ),·RWV'_%&-S

R[V'[%'(SW = ),·W`[Va[%VR[`%`bV SW = c%R'cVSW < 0 ⇒ 

 ⇒ dá�>O< �A?�;>D< f��� � = − )(. 

 

 "Z'[%\ = #R'[%S%'[%'( = #[V'[%'( = #[`%`bV = #̀cV = −4 ⇒ dá�>O<: 8 R− )( , −4S. 

 ��  
La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de 

su primera derivada en ese punto. 
 

 "F	�� = '),$'#	$%&$'(�%.  ���� � = 4 ⇒ O = "F	4� = ',)),% = − )X. 

 

 El punto de tangencia es el siguiente: "	4� = #X%&X'( = )( ⇒ � R4, )(S.  

  
 La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la 

fórmula � − �G = O	� − �G�, que aplicada al punto � R4, )(S con O = − )X: 

 

 � − )( = − )X · 	� − 4�;   4� − 2 = −� + 4. 

 g� �AE;� ;��hA�;A fAi>i� A9 ; ≡ � + 4� − 6 = 0. 

 
Para facilitar la representación gráfica de la situación se determinan los puntos 

de corte con los ejes, que son los siguientes: 
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 jBA C ⇒ "	�� = 0 ⇒ #$%&$'( = 0 ⇒ � ∉ / ⇒ l< E<�;� �? ABA C. 

 

 jBA m ⇒ � = 0 ⇒ "	0� = #G&G'( = − #( ⇒ n R0, − #(S. 

 
 Para la representación gráfica de la tangente se tiene en cuenta que contiene al 
punto !	−2, 2�. 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la situación se expresa en la figura 
siguiente. 
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3º) Considere la matriz 8 = p 1 � 32� 5 3�7 4� 9 s, que depende del parámetro �. 

 �� Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parámetro �. 
 

�� Si C = t���u, resuelva la ecuación matricial: p1 2 34 5 67 8 9s · C = p000s. 

 
---------- ��  

 |8| = w 1 � 32� 5 3�7 4� 9 w = 45 + 24�( + 21�( − 105 − 12�( − 18�( = 

 = −65 + 15�( = 0; −13 + 3�( = 0;   3�( = 13 ⇒ � = ± √)-√- = ± √-#- . 

 
 Se calcula el rango por el método de Gauss: 
 

 8 = p 1 � 32� 5 3�7 4� 9 s ⇒ xy( → y( − 2� · y)y- → y- − 7 · y) z ⇒ p1 � 30 5 − 2�( 3� − 6�0 4� − 7� 9 − 21 s = 

 

= p1 � 30 5 − 2�( −3�0 −3� −12s ⇒ {y- → −[Wy-| ⇒ p1 � 30 5 − 2�( −3�0 � 4 s ⇒ 0y( ↔ y-1 ⇒  

  

⇒ p1 � 30 � 40 5 − 2�( −3�s ⇒ ~y- → y- − �'(�%� · y(� ⇒ �1 � 30 � 40 0 ��%'(G�
� ⇒  

 ⇒ ��%'(G� = 0;   5�( − 20 = 0;  �( − 4 = 0 ⇒ �) = −2, �( = 2. 

 ���� ~� ≠ −2� ≠ 2 � ⇒ /��h 8 = 3. 

 ���� ~� = −2� = 2 � ⇒ /��h 8 = 2. 

 ��  

De la ecuación matricial: p1 2 34 5 67 8 9s · t���u = p000s se deduce el sistema de 
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ecuaciones lineales homogéneo: 
  � + 2� + 3� = 04� + 5� + 6� = 07� + 8� + 9� = 0 , equivalente al sistema que re-

sulta de restar a cada ecuación la anterior: 
  � + 2� + 3� = 03� + 3� + 3� = 03� + 3� + 3� = 0 , que a su vez, es equi-

valente al sistema: 
� + 2� + 3� = 0    � + � + � = 0 z. 

 
Para su resolución se parametriza, por ejemplo, � = �; 

 

 
  � + 2� = −3�  � + � = −� z   � + 2� = −3�−� − � = �    z ⇒ � = −2�.   � = −� − � = 2� − � ⇒ � = �. 
 �<?�E>ó�: � = �;   � = −2�;   � = �, ∀� ∈ /. 

 
********** 
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4º) �� Considere la función "	�� = x g�  9>  ∈ 	0, A��� + �  9>  � ∈ TA, 4�, siendo � � � números 

reales. Halla los valores de � � � tal que la función sea continua y derivable en el in-
tervalo 	0, 4�. 
 �� Calcule la función hF	�� = $W#$V&) y que pasa por el punto �	0, −1�. 

----------  ��  
Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad. 
 
 La función "	�� es continua en 	0, 4�, excepto para � = A, cuya continuidad es 
dudosa y se van a determinar los valores reales de � � � para que lo sea. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 ���� � = A ⇒ � lim$→�` "	�� = lim$→� g� = 1                                   lim$→�a "	�� = lim$→�	�� + �� = �A + � = "	A� ⇒ 

 ⇒ lim$→�` "	�� = lim$→�a "	�� = "	A� ⇒ �A + � = 1.     (*) 

 
 La función "	�� es derivable en 	0, 4�, excepto para � = A cuya derivabilidad 
se va a forzar determinando los correspondientes valores de � � �. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 "F	�� = � )$   9> ∈ 	0, A��  9>  � ∈ TA, 4�  ⇒ � = A ⇒ "F	A� = � )�   9> ∈ 	0, A��  9>  � ∈ TA, 4� ⇒  

 ⇒  "F	A'� = "F	A&� ⇒ )� = � ⇒ �A = 1. Sustituyendo en (*): � = 0. 

 g� "��E>ó� "	�� A9 E<�;>��� � iA�>D��?A A� 	0, 4� f��� � = )�  � � = 0. 

 ��  

hF	�� = $W#$V&) ⇒ h	�� = � $W#$V&) · i� ⇒ � 9�X + 1 = ;36�- · i� = i;�- · i� = )-� · i;� ⇒ )-� · � )� · i; =  

 = )-� · g; + N ⇒ h	�� = )-� · g	9�X + 1� + N.  
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 h	0� = −1 ⇒ )-� · g	9 · 0X + 1� + N = 1;  )-� · g1 + N = 1;  )-� · 0 + N = 1 ⇒ 

 ⇒ N = 1 ⇒ h	�� = )-� · g	9�X + 1� + N. 

 
********** 
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5º) Sea la matriz 8 = p � � 02 � + 1 � − 12� + 1 0 −� − 3s, donde � es un parámetro real. 

 �� Calcule los valores del parámetro � para los cuales la matriz A es invertible. 
 �� Para el caso de � = 3, resuelve la ecuación matricial 8 · C = n − 3�, siendo n la 

matriz n = p4 0 00 4 00 0 4s. 

---------- ��  
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 |8| = w � � 02 � + 1 � − 12� + 1 0 −� − 3w = 0 ⇒  

 ⇒ −�	� + 1�	� + 3� + �	� − 1�	2� + 1� + 2�	� + 3� = 0;  
 � · T	−�( − 4� − 3� + 	2�( − � − 1� + 	2� + 6�U = 0;   �	�( − 3� + 2� = 0 ⇒  
 ⇒ �) = 0;  �( − 3� + 2 = 0;   � = -±√#',( = -±)( ⇒ �( = 1,  �- = 2. 

 g� O�;�>� 8 A9 >�DA�;>�?A ∀� ∈ / − 00, 1, 21. 
 ��  

n − 3� = p4 0 00 4 00 0 4s − p3 0 00 3 00 0 3s = p1 0 00 1 00 0 1s ⇒ n − 3� = �. 

 8 · C = n − 3� = �;  8') · 8 · C = 8') · �;   � · C = 8') ⇒ C = 8'). 
 

 Para � = 3 ⇒ 8 = p3 3 02 4 27 0 −6s. |8| = −72 + 42 + 36 ⇒ |8| = 6. 

 

8� = p3 2 73 4 00 2 −6s.    8iB. iA 8� =
⎝
⎜⎜⎛

�4 02 −6� − �3 00 −6� �3 40 2�
− �2 72 −6� �3 70 −6� − �3 20 2�

�2 74 0� − �3 73 0� �3 23 4� ⎠
⎟⎟⎞ = 

 

= p−24 18 6−30 −18 −6−28 21 6 s. 
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8') = ���.  �� ��|�| = p'(X ), �'-G '), '�'(, () � s
�  ⇒  C = 8') = p−4 3 1−5 −3 −1`[VW _% 1 s. 

  
********** 
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6º) La imagen adjunta muestra dos paredes per-
pendiculares de una sala representadas en unos 
ejes de coordenadas, de manera que una parte es 
el plano � = 0 y la otra parte es el plano � = 0. 
En el punto 8	2, 0, 2� queremos colgar un alta-
voz que debe estar conectado a un equipo de so-
nido, que está situado en la otra pared, en el 
punto n	0, 2, 1�. La conexión entre A y B la ha-
remos mediante un cable que pase por el punto N	0, 0, ℎ�, situado en la recta vertical de inter-
sección de las dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende, entre otros 
factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una ins-
talación con el mínimo de cable posible. 
 �� Compruebe que la longitud total del cable necesario, en función de la altura ℎ por 
donde debe pasar el cable en el eje vertical o�, viene dado por la siguiente expresión: g	ℎ� = √ℎ( − 4ℎ + 8 + √ℎ( − 2ℎ + 5. 
 �� Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la 
longitud del cable sea mínima. Calcule la longitud mínima del cable. 
 

---------- ��  

 g	ℎ� = 8N + Nn ⇒ �8N = �	0 − 2�( + 	0 − 0�( + 	2 − ℎ�(Nn = �	0 − 0�( + 	2 − 0�( + 	1 − ℎ�(� ⇒ 

 ⇒ √4 + 4 − 4ℎ + ℎ( + √4 + 1 − 2ℎ + ℎ( = √ℎ( − 4ℎ + 8 + √ℎ( − 2ℎ + 5. 
 !�Ai� E<Of�<��i< ��A g	ℎ� = √ℎ( − 4ℎ + 8 + √ℎ( − 2ℎ + 5. 

 ��  
 Para que la longitud sea mínima es condición necesaria que se anule su primera 
derivada: 
 

 gF	ℎ� = ( 'X(·√ %'X &, + ( '((·√ %'( &� =  '(√ %'X &, +  ')√ %'( &� = 0 ⇒ 

 ⇒  '(√ %'X &, = ' &)√ %'( &� ;    %'X &X %'X &, =  %'( &) %'( &� ;    
 	ℎ( − 4ℎ + 4�	ℎ( − 2ℎ + 5� = 	ℎ( − 4ℎ + 8�	ℎ( − 2ℎ + 1�;  
 ℎX − 2ℎ- + 5ℎ( − 4ℎ- + 8ℎ( − 20ℎ + 4ℎ( − 8ℎ + 20 =  
 = ℎX − 2ℎ- + ℎ( − 4ℎ- + 8ℎ( − 4ℎ + 8ℎ( − 16ℎ + 8;  
 

� 

C 

m 

o 

N n 8 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



−20ℎ − 8ℎ + 20 = −4ℎ − 16ℎ + 8; −28ℎ + 20 = −20ℎ + 8;   12 = 8ℎ ⇒ ℎ = -(. 

 

 La longitud del cable es mínima cuando ℎ = -( ⇒ N R0, 0, -(S. 

 

 Para ℎ = -( ⇒ gZW%\ = ¡R-(S( − 4 · -( + 8 + ¡R-(S( − 2 · -( + 5 = 

 = ¡#X − 6 + 8 + ¡#X − 3 + 5 = ¡#X + 2 + ¡#X + 2 = 2 · ¡#&XX = √13. 

 g� ?<�h;>i�i Oí�>O� iA? E��?A A9 g = √13 O ≅ 3,61 O. 

 
********** 
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