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PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

JUNIO — 2000

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, Ay B. Cada una de ellas consta de dos prob
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pun
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera escoge
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma.

PRUEBA A
PROBLEMAS

1°) Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de cfie 2A + |, donde | es la matriz
unidad.

a ) Demostrar que A admite inversa, y obtenerla en funcién de A.

+m 1

: 1 .
b ) Dada la matriB :[ J hallar para que valores de m se verifica que

B?=2B+1, Yy para esos valores escribir la matriz inversa de B.

a)
A? -1 =2A;;
KR=2A+1 ;;A-A-2A=1 ;;(A-21) A= 1= A-21=A"
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b)

Bz_1+m 1 1+m 1 ) (+2m+rm*+1 1+m+l-m ) _
1 1-m 1 1-m m+ 1+ 1-m 1+1-2m+m?

2 ' —2m+2

1+m 1 2+ 2m 2 10 3+ 2m 2
B+l =2 +| = + = =2B + |
1 1-m 2 2-2m 01 2 3—-2m

:(mz+2n+2 2 j_BZ

nt + 2n+ 2= 3+2m

' + 2m+ 2 2 3+2m 2 ,
= = =>m =1
2 nmt —2m+2 2 3-2m
nmt — 2n+ 2= 3-2m

m=1;, m=-1

Aplicando la solucion del apartado anterior seria:
(1+m 1 j
B=
1 1-m
2 1 B 4 1) (1 0y (3 1 .
m=1- B= =B " =2B-1 = - = =B
10 2 0 01 2 -1
01 . 0 1) (1 0y (-1 1) _,
m=-1- B= =B =2B-1I = - = =B
1 2 2 4 01 2 3
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29 a ) Enunciar el teorema fundamental del célculo integral.
b ) Calcular una primitiva de la funciéf(x) = x - L{1+x?).

c ) Determinar el area encerrada por la grafica de f(x), el eje OX y larecta x = 1.

a)

Si f(x) es una funcién continua en [a, b] y F(X) es su funcién integral asociac

b
K3=[ (% dx OxO[a b], entonces F(x) es derivable en [a, b] y se cumple que

F(3= (X, OxO[a, b].

b)

2
u= L1+ %) = du= 1+)>((2 - dx

1= [ x- L(1+ %) dx= =

2
X- dx=dv - V:X—
2

2X
1+ x?

:>I:L(l+x2)-§—jx72- -dxzx—;-L(1+x2)—|1:| *)

o « « 1+x? =t
. = ~dx=|| x- -dx=| x-dx- cdx=> =
! I1+ x? I( 1+ xzj j j1+ x? xdx:%dt

2 2
J‘ﬂ :X_—E Lt+C :X——1 L(1+ x2)+C =1, Sustituyemo en (*):
t 2 2 2 2

X2
2

N

X—22 L+ xz)—[x—;—% L+ xz)}+C :X7 L+ xz)—%+% L{L+x?)+C =

Se trata de una funcion simétrica respecto al origen, que pasa por el origer
coordenadas y que, en el intervalo (0, 1), todos los valores de la funcion son posit
por lo cual el &rea pedida es la siguiente:



1

)

s:f x - L{1+ %) dx:{xzz+1 L xz)—x—;}

0

1 _ 2L2-1_L4-1

=L2-—-0 00193 U =S
2 2
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CUESTIONES

13) ¢Qué relacion debe existir entre a y b para que los vectorefa,b,1),
v=(-b-1a)y w=(-a b a) estén sobre un mismo plano.

Si los vectoresu, v y w estan situados en el mismo plano, su rango tiene qt

ser inferior a tres; si el rango es 2, al menos dos de ellos son linealmente independi
y, si el rango es 1, los tres son linealmente dependientes.

El rango de los tres vectores es el del determinante que forman:

a b 1
-b -1 al=-%a b ab a 4B ab=-d-F-2a&b-a+ab’=
-a b a

= &(-1-2h+ K¥(a-2b)-a=0
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2%) Dados los planos, = 3x+ 4y+ 5%2=0, 1, =2x+ y+z=0 Yy el punto A(-1, 2, 1). Ha-
llar el planon, que pasa por el punto A y por la recta interseccion de los plgnos
y 7,.

3x+ 4y+5z2=0

, que es también la
2x+y+z=0

Los planosn, y 7, determinan la rectas{

génesis de un haz de plano.
El plano que nos piden es el correspondiente del haz que pasa por el punto A.
El haz de planos efx+ 4 y+ 57+ A(2x+ y+2)=0, DAOR.
El plano del haz que pasa por A(-1, 2, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:
- 38 %1 (-2 2)=0;;10601=0;,1=-10
3x4¥5210-(2 x w }= 0;; 3¢ 4y+ 5 20x- 10y-10z=0 ;;

7, = 17X+ 6y+52=0
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34) Calcular, simplificando el resultado todo lo posible, la derivada de la siguiente fi
1- cos x

cion: f(x)=L :
1+ cos x

Este ejercicio se puede hacer de dos formas:

12.- Derivando directamente:

senx ( % cos)- (% cos 3-(-senx) senx  cosx+ 1-cosx)

£(x) = (1+ cosx)’ _ 1+ COS X ~
1- cos x 1-cosx
1+ cosx
2senx _2senx _2senx 2

= Xosecx= f'(x)

( # cosx)(1-cosx) 1-co$x sehx senx

23.- Aplicando las propiedades de los logaritmos:

_ I-cosx _ 3 v
f(x)= Tp— L( + cosx)- L(1+cosx) ;;

, senx - senx senx senx 1
f (X) = - = + = senx - + -
-1 cos 14 cox } cosx 1+cosx I-cosx 1+cosx

* cosx+ 1-cosx 2senx ,
= senx - = = Xosecx= f'(x)
1- cos X serf x

3a.- Operando previamente y teniendo en cuenta las propiedades de los logaritmos:

f(x)=L -cosx _ (1- cosx)’® ): L(l_cossz = 4 (1cos - Lsend -

I+cosx  ( * cosx)(1-cosx senx
f(x)=2.[_SENX__COSX)_,. seri x— cosx+cos'x _,  l-cosx  _
1-cosx senx senx(1- cosx) senx(1- cosx)

=_2 = xosecx = f'(x)
senx
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42) Hallar razonadamente la excentricidad de una elipse, sabiendo que los segme
gue unen los extremos de su eje menor con cada uno de los focos forman un cuadre

Las caracteristicas y puntos singulares de una elipse centrada en el origen c
focos estan situados en el eje de abscisas es la siguiente:

2 2

La relacion fundamental de la elipse eX% v
a

F:l.

ey . .. . . C
Por definicion, se denomina excentricidad de una elipse a la relacioh:
a

Por definicion una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya s
ma de distancias a dos puntos fijos es igual e igual al eje mayor.

De la definicion se deduce queB+ BF=2a;; FB= BF = FB=a

De lo anterior se deduce la relacién fundamental de la elpseb® +c?.

Por condicion del problema tiene que ser b = ¢, con lo cual se tiene:
gd=0+c¢=7¢+c=2¢ ;; a=J2c

Sustituyendo el valor de a obtenido en la excentricidad, resulta finalmente:

_ 1 _42
c J2 2

o

=€

o
N
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PRUEBA B
PROBLEMAS

1°) a ) Concepto de sistema de ecuaciones compatible determinado y de sistema in
patible.

: . 2 -1 -, .
b ) Consideramos la matrvz:( j Calcular, en funcion del parametro a, las ma-
a a

Z X
matriz traspuesta de la matriz A).

. X .
trices X de la formax :£ yj gue verificanA' - X = A - X'. (Se recuerda que A’ es la

a)
Segun el Teorema de Rouché-Froébenius:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones Ct
incognitas tenga solucién es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes, o sea, que si los ra
son diferentes, el sistema es incompatible.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el numero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicién necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el numero de incognitas. La condicién necesaria y suficiente para q
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incégnitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

SR CE R
o= (A

b)

2X+2a=2x-y a=-1
2xtaz 2y+ax) (2x-y 2z-X — % az ax+az y=2
[— X+ az —y+axj_[ax+ ay az+axj:> 2 y+ ax=2z-X - z=2
— Y ax= az+ax X=X




Las matrices X que satisfacen las condiciones del problema son:

2
X = , OxOR
2 X

El valor del pardmetro es a = - 1.
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2°) Tenemos que vallar un terreno circular y un terreno cuadrado, que por uno de
lados esta limitado por una casa. Calcular el area del terreno circular y del terreno
drado que se pueden cercar, utilizando 150 metros de valla, con la condicién de qt
suma de las dichas areas sea minima.

7

CASA L=3x+2m =15C ;;

[ = 150- 3x
27T

a2 au)?
S=x*+7m?=x* +7'[-(152”3Xj =X’ +IT-%:X2 +%T -(l50-3>§2 = S(X)

S(x):2x+%T . 4150~ X) -(—3):2x—§_[ (150-3% = S(x)

S(x)=0= ox= (156 8) ;; #x= 450- K ;; 4+ KX=450;; x= 450
2T 4+ 9
150- 3. 450 6007+ 1350-1350
[ = 150-3x _ Ar+9 _ AT+ 9 _ 60077 _ 300 _ "
217 217 21T 2r(4r+9) 4+ 9

La superficie vallada es la siguiente:

O

2, 2 _( 450 jz ( 300 jz 4506 +300° 71 _ 202500+ 9000077

S=x“+m° = + 77T - — -
4+ 9 AT+ 9 (4r+9)° (47 +9)°

202500+ 2827434 _ 4852434

=10439 nf =S
46511 46511

Justificacion de que se trata de un minimo:

PV e o 3 Ca_o, 9 . _
S(x) = 2x > (150- 3% ;; S"'(x)=2 > (-3 2+_->0 = Minimo, cq.].
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CUESTIONES

18) Sean A y B matrices cuadradas ¢@=2 y |B|=3. Razonar cuénto vale el de-
terminante de la matriB™ - A- B.

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igu
producto de los determinantes de las matrices y, por la misma razoén, el determinant
la inversa de una matriz es igual a la inversa del determinante de la matriz, seria:

B A B[ B[ |Al[B|=] -2:3=2.
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29) Consideramos el punto A(1, 4, 2), la recia%(:yT_lzf y el plano cuya ecuacion

esn=x+Yy+z-1=0. Calcular la recta t que pasa por A, es paralelayacorta a r.

En primer lugar vamos a determinar un planpparalelo an que contenga al
punto A; este plano contiene ar.

m=x+y+z+D=0
A1 4, 2)

}:31+4+2+D:0;;D:—6:ﬁT5X+y+Z—7:O

Ahora vamos a determinar el punto P interseccion de ricon

X=2A
La recta r se puede expresar por unas ecuaciones paramateegss 1+ 341 .
z=/
M= x+y+z-7=0
X =24
= (2)+(* 3)+(N)-7=0;;61+1-7=0;; A=1=
r=<y=1+31
z=A1
X=2=21=2
= {y= % 3= % 3-1=1+3=4} = P(2 4,1
z=1=1

Un vector director de la recta puede sér

AP=P-A=(24)-(14 3=(1,0 -1)=AP

X=1+A1
Larecta pedidaes=s y=4
z=2-1
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3%) Hallar el area del recinto limitado por la regta3 - 2x y la parabolay=2x- x*.

Los puntos de corte de la recta y la parabola son los siguientes:

y=3-2X ) )
) ) = F 2X= 2X—- X ;; X —-4&X+3=0 ;;
y=2X—-X

x, =35 A3 -3)
(o AEV16-12 _ 4x2 -

2 2

X =1- B(1 1)

La representacion grafica de la situacion es la siguiente:

AN
Y\ y =3-2X

w

Como puede apreciarse, todas las ordenadas de la parabola son iguales o0 ma
que las de las de la recta en el entorno de la superficie, (1, 3), por lo cual la super
pedida es la siguiente:

s:j(zx— x) -dx—f(s— 2% dx:Jj[(Z x- %)~ (3-2x)] - dx=

1

:f(‘Zx— )%—3+2>)' dx=J§(‘X2+4x—3)'dX:{—X—33+2x2—3x} =

1

=(- 9+18—9)—(—:—13+ 2—3j:0+%+1:131 ¥ =S
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43) Calcular las asintotas de Iafunc'm’):r:u3 —.
x> -8

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma y cuando X tiende
a valer infinito; son de la forma y = k.

y=k= [im f(x): lim X _q=

X —» 00 x_,oo3/X3_8 _—

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.

Ix*-8=0;;x*-8=0;; x=2

<

Oblicuas: Son de la formaz mx n (mz0 ; m# ).

X
im  f(x)_ lim g/x3-g _ lim 1 1
m= v/ = = =—=0=
X - 0 X X - X X > 03/y3_g oo

Notiene asintotasoblicuas
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