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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora “en línea”. No se admitirá 
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones gráficas. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma. 

 
 

PRUEBA A 
 

PROBLEMAS 
 

1º) a ) Calcular el valor de α para que la recta 




=−+
−=−

≡
2

132

zyx

yx
r  y el plano 5=+−≡ zyaxπ  

sean perpendiculares. 
 
b ) ¿Existe algún valor real de α para que r y π sean paralelos? 
 
c ) Hallar el valor de α para que el ángulo formado por la recta r y el plano π sea de 30º. 
 

---------- 
a )  
 El vector normal del plano π es ( )1,1, −= an . 
 
 Un vector director de r es cualquier vector que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son 

( )0,3,2 −=u  y ( )1,1,1 −=v . 
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 ( )5,2,35232323

111

032 =⇒++=+++=
−

−= rr vkjijkki

kji

v . 

 
 Para que la recta r y el plano π sean perpendiculares es necesario que el vector 
director de la recta y el vector normal del plano sean linealmente dependientes, o sea, 
que tengan proporcionales sus componentes: 
 

 ⇒≠−=
5

1

2

1

3

a La recta r y el plano π no son paralelos para todo α ε R. 

 
b )  
 Para que la recta r y el plano π sean paralelos es necesario que el vector director 
de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares, o sea, que su producto es-
calar ser cero: 
 
 ( ) ( ) 1;;01;;0335231,1,·5,2,3· −==+=+=+−=−= aaaaanvr . 
 

La recta r y el plano π son perpendiculares para α = -1. 
 
c )  

La recta r y el plano π forman 30º cuando el vector director de la recta y el vector 
normal del plano formen 60º. Según el concepto de producto escalar de dos vectores: 

 

( ) ( )
( )

=
+−+++

−===⇒=
222222 11·523

1,1,·5,2,3

·

·

2

1
º60coscos···

a

a

nv

nv
nvnv

r

r
rr α  

 
( )

( ) ( ) ( )

=−±==+−=+−+=++

+=++=
+

+=
+

+=
++++

+=

2

80129636
;;02036;;040722;;7638367236

;;2·389189·4;;
4

1

238

33
;;

2

1

2·38

33

11·2549

33

2222

22
2

2

22

aaaaaaaa

aaa
a

a

a

a

a

a

 

 

10418;;1041810418
2

19236

2

19·236

2

121636
21

36

+=−=⇒±=±=
±

=±= aa . 
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2º) Dada la curva axy += 2 : 
 
a ) Calcular el valor de α para que las tangentes a la curva en los puntos de abscisa de 
valor absoluto 1, pasen por el origen de coordenadas. 
 
b ) Para α = 1, hallar el área del recinto limitado por la curva y las tangentes a la curva 
en los puntos A(-1, 2) y B(1, 2). 
 

---------- 
 
a )  
 Los puntos de la curva axy += 2  de valor absoluto 1 son A(-1, 1+α) y B(1, 1+α). 
 
 La pendiente a una curva en un punto es el valor de su derivada en ese punto. 
 

 








=→=

−=→−=

⇒=
21

21

2'

2

1

mx

mx

xy . 

 
 La ecuación de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene dada 
por la fórmula ( )00 xxmyy −=− . 
 
 Para el punto A: ( ) ( ) =++−−=−−=−−+−=+− axyxayxay 122;;221;;121  
 

( ) 10112 1 =⇒=−⇒−+−= aaax . 

 
 Para el punto B: ( ) ( ) =++−=−=−−−=+− axyxayxay 122;;221;;121  
 

( ) 10112 2 =⇒=−⇒−+= aaax . 

 
Las tangentes son y = 2x e y = -2x. 

 
 
b )  

Para α = 1 la curva es 12 += xy , cuyas ordenadas son positivas en su dominio, 
que es R, por lo que el área del recinto limitado por la curva y las tangentes a la curva 
en los puntos A(-1, 2) y B(1, 2) es la siguiente: 

 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) =+−+++=−++−−+= ∫∫∫∫
−−

dxxxdxxxdxxxdxxxS ·12·12·21·21
1

0

2
0

1

2
1

0

2
0

1

2  
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



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1
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( ) ( ) ( ) Su ==+−++−=−








+−+








−+−+−−= 22

3
2

3

3

2
11

3

1
11

3

1
011

3

1
11

3

1
0 . 

 
 Para facilitar la comprensión del apartado se hace la representación gráfica, apro-
ximada, de la situación, que es la que aparece en la figura siguiente. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
********** 

Y 

O 

S 

-1 1 X 

y = x2 + 1 

A 
2 

y = -2x 

B 

y = 2x 
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CUESTIONES 
 
1ª) Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A + I, donde I es la matriz identidad. ¿Se 
puede asegurar que A admite inversa? Razonar la respuesta. 
 

---------- 
 

( ) .·;;;; 22 IIAAIAAIAA =−=−+=  
 
 Teniendo en cuenta que, por definición de inversa de una matriz, se cumple que: 
 

IAA =−1· , de la última expresión se deduce que IAA −=−1 , que existe para cualquier 

matriz A de coeficientes reales. 
 
 
Nota: Falsa sería la demostración siguiente: 
 

⇒+=+= IAAAIAA ·;;2 Multiplicando por la izquierda por A-1: 
 

( ) IAAAIAIAAAAIIAAAAA −=⇒+=+=+= −−−−−− 111111 ;;···;;···  
 
 Aunque se llega a una solución idéntica, se supone de antemano la existencia de 
la matriz inversa. 
 

********** 
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2ª) Determinar α y β para que los planos 09461 =++−≡ zayxπ  y 0392 =−+−≡ ββπ zyx  
sean paralelos. Calcular la distancia entre dichos planos. 
 

---------- 
 
 Los planos los planos 09461 =++−≡ zayxπ  y 0392 =−+−≡ ββπ zyx  serán parale-

los cuando sus vectores normales ( )4,,61 an −=  y ( )β,3,92 −=n  sean linealmente de-
pendientes, o sea, cuando sus componentes sean proporcionales: 
 

 














=⇒===

=⇒=
−
−=

⇒=
−
−=

6122;;
4

3

2
;;

4

9

6

2
33

2
;;

39

6

4

39

6

ββ
ββ

β

a
aa

a . 

 
 Los planos resultan ser 094261 =++−≡ zyxπ  y 066392 =−+−≡ zyxπ , que también 
se pueden expresar de la forma 023 2

9
1 =++−≡ zyxπ  y 02232 =−+−≡ zyxπ . 

 
La distancia entre dos planos paralelos dados por sus ecuaciones implícitas o ge-

nerales 011 =+++≡ DCzByAxπ  y 022 =+++≡ DCzByAxπ , viene dado por la siguiente 

fórmula: ( )
222

12
21,

CBA

DD
d

++

−
=ππ .  

 
 Aplicando la fórmula al caso que nos ocupa: 
 

( )
( ) 6

13

92

13

414213

2
, 2

13

222

2
9

21 ==
++

−
=

+−+

−−
=ππd . 

 

( ) unidadesd
3

16
, 21 =ππ  

 
********** 
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3ª) Determinar el punto P sobre la curva 212 xy −=  situado en el primer cuadrante de 
forma que el área del rectángulo determinado por los dos ejes y las rectas paralelas a los 
ejes que pasan por el punto P sea máxima. 
 

----------  
 

 La función es una parábola cóncava, 
simétrica con respecto al eje OY. 
 
 El punto de corte con el eje de ordena-
das es: 
 

( )0,1212012 2 Qyxxy ⇒=→=→−= . 

 
 La superficie S que tiene que ser má-
xima es la que aparece sombreada en la figu-
ra. 
 
 Calculamos el área teniendo en cuenta 
que es un rectángulo de base x y de altura 

212 x− . 
 
 ( ) 32 1212· xxxxS −=−= . 
 
 Para que el área sea máxima, su derivada tiene que ser cero: 
 
 2;;224;;04;;0312' 21

22 −==⇒±=±==−=−= xxxxxS .  

 
 Por condición del problema tiene que ser x > 0, por lo tanto es x = 2. 
 
 Para justificar que se trata de la superficie máxima, el valor de la segunda deriva-
da tiene que ser negativa para el valor de x encontrado: 
 
 ( ) ...,,0122''6'' jqcMáximoSxS ⇒<−=⇒−=  

 
 ( ) 8412212 2

2 =−=−=y . 
( )8,2P  

 
********** 

S 

X O 

P(x, 12 - x 2) 

x 

Q y = 12 - x2 Y 
f(x) = 12 - x2 
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4ª) Calcular ( )
xsen

ex

x

lím x

2

11
0

+−
→

. 

---------- 
  

( ) ( ) { } ⇒⇒⇒=+−=+−=+−
→

HopitalLIn
sen

e

xsen

ex

x

lím x

'.det
0

0

0

11·1

0

11011
0 2

0

2
 

 
( )

( ) { }

( ) 2

1

1·2

1·01

2cos20

'.det
0

0

0

1·0

20cos·2

1
0

=+=+
→

⇒

⇒⇒⇒==
→

=−+
→

⇒

x

xee

x

lím

HopitalLIn
xsen

xe

x

lím

xxsen

exe

x

lím

xx

xxx
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PRUEBA B 
 
PROBLEMAS 

 

1º) a ) Discutir el sistema de ecuaciones ( )
( )








=+++
=−++

=−+

11

21

22

zaayx

aazyax

zyx

 según los valores de α. 

 
b ) Si para algún valor de α el sistema es compatible determinado, resolverlo. 
 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

  
















+
−+
−

=
















+
−+
−

=
1

2

2

11

11

121

'

11

11

121

a

aa

aaMy

aa

aaM . 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) =+−+++−−+=
+
−+
−

= aaaaaa

aa

aaM 12121

11

11

121
22  

 
( ) 1;;001222221312 21

222 ==⇒=−=−=−−+++−++= aaaaaaaaaaaa . 

 

adoerCompatibleincógnMRangoMRango
a

a
Para mindet.º3'

1

0
⇒===⇒









≠
≠

 

 

{ } =⇒⇒⇒














 −
=⇒=

101

011

221

,,'

1

0

2

101

011

121

'0 421 CCCMRangoMaPara  

 
3'03221 =⇒≠−=−−= MRango . 

 
leIncompatibMRangoMRangoaPara ⇒==⇒= 3';;20  

 

{ } 2'

1

2

2

211

121

121

'1 21 =⇒=⇒
















−
−

=⇒= MRangoFFMaPara  

 
adoerinCompatibleincógnMRangoMRangoaPara mindet.º2'1 ⇒<==⇒=  
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b ) 

 Resolvemos para 








≠
≠

1

0

a

a
 aplicando el método de Gauss. 

 

( )
( )

⇒








=+++
=−++

=−+

11

21

22

zaayx

aazyax

zyx

Restando a cada ecuación la primera: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

⇒








−=++−
=−

=−+









−=++−
−=−−−

=−+

122

2

22

122

1211

22

zaya

zy

zyx

zaya

azaya

zyx

 Restando a la tercera fila la se-

gunda multiplicada por (α – 2): 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) a

a
z

aaz

zy

zyx

zaya

azaya

zyx

2

23

4212

2

22

122

2222

22
−=⇒









+−−=
=−

=−+









−=++−
−=−−−

=−+
. 

 

y
a

a

a

aa

a

a
zy =+=−+=−+=+=

2

23

2

234

2

23
22 . 

 

x
a

a

a

aaa

a

a

a

a
zyx =−−=−+−−=−++−=+−=

2

23

2

23464

2

23

2

46
222  

 
********** 
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2º) Dada la curva función ( ) ( )
4

1
2 −

−=
x

xx
xf , estudiar su dominio de definición, intervalos de 

crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y asíntotas. A partir de estos datos, re-
presentar la gráfica de f(x). 

---------- 
 
 El dominio de una función racional es R, excepto los valores reales de x que anu-
lan el denominador. 
 

 ( )( ) ( ) { }2,2
2

2
02204

2

12 −−⇒⇒






−=

=
⇒=−+⇒=− RfD

x

x
xxx  

 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos: 
 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )22

2

22

2323

22

2

4

48

4

22482

4

2·1412
'

−
+−=

−
+−+−−=

−
−−−−=

x

xx

x

xxxxx

x

xxxxx
xf . 

 

( ) ( ) =
±

=±=−±==+−=
−

+−
⇒=

2

3·168

2

488

2

16648
;;048;;0

4

48
0' 2

22

2

xxx
x

xx
xf  

 

46'7324;;54'0324324
2

348
21 ≅+=≅−=⇒±=±= xx . 

 
 El siguiente gráfico indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la 
función. 
 
  
 

( ) ( ) ( ) ( )∞++∪−∪−∞−⇒> ,324324,22,:0' oCrecimientxf  

 
( ) ( ) ( )324,22,324:0' +∪−⇒< ntoDecrecimiexf  

 
 De la observación de los periodos de crecimiento y decrecimiento, así como del 
dominio de la función, se deducen los máximos y mínimos relativos, que son los si-
guientes: 
 
 Máximo relativo para 54'03241 ≅−=x . 

 

 ( ) ( )( )
( ) 07'0

3812

3712

31624

31424

41231616

12363812

4324

323324
324

2
≅

−
−=

−
−=

−+−
+−−=

−−

−−=−f . 

 
Máximo: A(0’54, 0’07) 

-2 0 +2 x1 x2 
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 Mínimo relativo para 54'03242 ≅+=x . 

 

 ( ) ( )( )
( ) 93'0

3812

3712

31624

31424

41231616

12363812

4324

323324
324

2
≅

+
+=

+
+=

−++
+++=

−+

++=+f . 

 
Mínimo: B(7’46, 0’93) 

 
 Las asíntotas verticales son los valores finitos de x que hacen que la función valga 
más infinito o menos infinito, o sea, son los valores infinitos de los límites laterales de 
la función para los valores de x que anulan el denominador: 
 

( )

( )













∞−==
−

−−
−→

=
−→

∞+==
−

−−
−→

=
−→

⇒−=

−++

+−−

0

0

4

43
22

0

0

4

43
22

2

2

2

2

2

x

xx

x

lím
xf

x

lím

x

xx

x

lím
xf

x

lím

xPara  

 
 

( )

( )













∞+==
−

−−
+→

=
+→

∞−==
−

−−
+→

=
+→

⇒+=

+++

−−−

0

0

4

43
22

0

0

4

43
22

2

2

2

2

2

x

xx

x

lím
xf

x

lím

x

xx

x

lím
xf

x

lím

xPara  

 
 Las asíntotas horizontales son los valores finitos que toma la función cuando x 
tiende a más infinito o a menos infinito: 
 

( ) y
x

xx

x

lím
xf

x

lím
y ==

−
−

±∞→
=

±∞→
= 1

42

2

 

 
La recta y = 1 es asíntota horizontal de la función. 

 
 Para que una función tenga asíntotas oblicuas es necesario que el numerador de la 
función tenga un grado mayor en una unidad al grado del denominador, por lo cual, en 
el caso que nos ocupa, no existen asíntotas oblicuas. 
 
 El punto de corte de la función con la asíntota horizontal se obtiene resolviendo la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )1,44;;4;;1

4

1

1
4

1
22

2
2 Pxxxx

x

xx

y
x

xx
xfy

⇒=−=−=
−
−

⇒







=
−
−==

. 

 
 Teniendo en cuenta lo anterior, la representación aproximada de la función es la 
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que figura en la gráfica siguiente: 

 
********** 

O 

f(x) 

X
x 

=
 2

 

Y 

y = 1 

x 
=

 -
2

 

A 

P 

B 
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CUESTIONES 
 

1ª) Calcular el rango de la matriz 



















−
−−
−

−

=

2110

2311

7122

1101

A . 

 
---------- 

 
 Procediendo por el método de Gauss: 
 

{ } ⇒↔⇒



















−
−
−

−

⇒








+→
−→

⇒



















−
−−
−

−

= 42
133

122

2110

3210

5320

1101

2

2110

2311

7122

1101

FF
FFF

FFF
A  

 

{ } ⇒








+→
+→

⇒



















−
−

−−
−

⇒−→⇒



















−
−
−

−

⇒
244

233
22 2

5320

3210

2110

1101

5320

3210

2110

1101

FFF
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2ª) Calcular la ecuación del plano que contiene a la recta 
3

1

2

2
3

−=−=−≡ zy
xr  y es para-

lelo a la recta 




=−
=+−−

≡
12

02

zy

zyx
s . 

---------- 
 
 Un punto y un vector director de r son P(3, 2, 1) y ( )3,2,1=rv . 
 
 Un vector director de s puede ser cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son los 
siguientes: ( )1,1,11 −−=n  y ( )2,1,02 −=n . 
 

 ( )1,2,32322

210

111 =⇒++=+++=
−
−−= ss vkjijiki

kji

v . 

 
 El plano pedido tiene como vectores directores a ( )3,2,1=rv  y ( )1,2,3=sv  y 
contiene al punto P(3, 2, 1). 
 

 ( ) ;;0

123

321

123

,; =
−−−

≡
zyx

vvP srπ  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;0142834;;023616122932 =−−−+−−=−−−−−−−+−+− zyxyxzzyx  

 
( ) ( ) ( ) 01423;;01223 =−++−−=−+−−− zyxzyx . 
 

02 =+−≡ zyxπ  
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3ª) Calcular ∫ +
= dx

e

e
I

x

x

·
2

3

. 

---------- 
 

 ∫∫∫ +
=

+
=⇒

























=

=

=

⇒
+

= dx
t

t
dx

tt

t
I

t

dt
dx

dtdxe

te

dx
e

e
I x

x

x

x

·
2

·
1

·
2

·
2
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 ( ) CeLeeCtLt
t

dt
t

tI xxx +++−=+++−=








+
+−= ∫ 242

2

1
242

2
·

2

4
2 2

2

. 
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I xxx

x

x

+++−=
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= ∫ 242
2

1
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4ª) Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables para todo valor de x, que verifican que 

( ) ( )00 gf =  y que ( ) ( )xgxf '' >  para 0≥x . ¿Se puede asegurar que ( ) ( )xgxf >  para x > 0? 
Razona la respuesta indicando en que resultados te basas. 
 

---------- 
 
 Sea la función ( ) ( ) ( )xgxfxh −= . 
 
 ( ) ( ) ( ) 0''' >−= xgxfxh  por ser ( ) ( )xgxf '' > . 
 
 h(x) es creciente 0≥∀x por ser ( ) 0' >xh , y como es ( ) ( )00 gf =  tiene que ser, nece-
sariamente, ( ) ( ) 000)0( =−= gfh . 
 
 En resumen: ( ) ( ) ( ) 0,0 >∀>−= xxgxfxh , por lo que se puede asegurar que: 
 

( ) ( ) 0, ≥∀> xxgxf  
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