I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

JUNIO - 2001

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma.

PRUEBA A
PROBLEMAS
1°) a ) Enunciar el teorema de Rouché-Frdbenius.
x-2y-z=-1
b ) Analizar, en funcién del parametre@l sistema de ecuacioneax- y+2z=2,
xt2y+az=3

¢ ) Resolver el sistema cuande 3 yo = 0.

a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones ct
incognitas tenga solucién es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina
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Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el nimero de incégnitas. La condicién necesaria y suficiente para qt
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 -2 -1 1 -2 -1-1
M=la -1 2|yM=la -1 2 2
1 2 a 1 2 a 3

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

1 -2 -1
+
IM|=|la -1 2|=-a- a—4—1—4:+2a2:2a2—3a—9:0;;a:_3—\’j+72:
1 2 a

_ 3+4/81_3%9
= = =

1 4 T Aa=8i a7y

az3
Para {a# 3} = RangoM= RangoM '= 3=n° incognitas = Compatibledeterminado
2

1 -2 -1-1
Paraa=3= M'=[3 -1 2 2|={C,=C,} = RangoM'=2
1 2 3 3

Para a=3 = RangoM= RangoM '= 2<nfincognitas= Compatibleindeterminado

1 -2 -1-1
Paraa=-2 = M'=|-2 -1 2 2|, equivalente a efectos de rango a la matriz
1 2 -23
2 -2 -2-1 2 -2 -1
M"=|-3 -1 4 2|= RangoM'={C,C, C}=|-3 -1 2|=-6+6- 8 2-8-18=
2 2 -3 3 2 2 3

=-36#0 = RangoM '=3.



= RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatilbe

Para a=-3
c)
x-2y-z=-1
Resolvemos para = 3. El sistema resulta8x- y+2z=2, que es compatible inde-
X+ 2y+3z=3

terminado. Despreciando una ecuacion, por ejemplo la segunda, y parametrizando
de las incognitas, por ejemplps A, resulta:

X=2y=-1+A
{ y = =22 ;(X=FA ;;Y=x+FEA=1A+1-4=2-21 ;; y=1-A.

X+ 2y=3-3/
x=1-A
Solucién <y=1-A4; OAOR
z=A
X-2y-z=-1
Resolvemos para= 0. El sistema resulta- y+2z=2 , que es compatible de-
X+2y=3

terminado. Resolviendo por la regla de Cramer:

-1 -2 -1
2 -1 2
13 2 0] -412-3+4_-15 5_
-9 -9 -9 3~
1 -1 -1
02 2
|13 0|_-2+2-6_-6_2_
T
1-2 -1
0 -1 2
1 2 3] -341-4_-12_4_.

zZ= =
-9 -9 -9

3
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2°) Dos hermanos heredan una parcela que ha de repartirse. La parcela es la region
tada por la curvay=+/x-1 y la rectay=%(x—1).

a ) Calcular el érea de la parcela.

b ) Deciden dividir la parcela en partes iguales, mediante una recta de la forma vy :
Hallar el valor dex > 0.

a)
La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la que aparece €
primera figura.

Los puntos de corte de la curva y la recta son los siguientes:

y:\l/x_‘l 1=t x-1) vt o
i I ol Y
a/x-1= x-1;; dx-1)=(x-1) ; S B
(x- £ - 3= 05 -9-d=0 N
x=1.y=0=ALg ' 5 X

(x—])(x—5):O = .
%=5-y,=2= B(5 2)

De la observacion de la figura se deduce el area pedida, que es la siguiente:

Los puntos C y D son las interseccio-
nes de la recta y & con la curva y la recta,
respectivamente.

y= X_l}:\/lez a;; x-1=a’;;
y=a

2



x= & +1= C(a2 +1, a).

y=a
1<x—1>}:‘ w0 b e 1 vt faart ).

Y=3

Como las superficies, § S tienen que ser iguales, ha de ser:

a%+l

o= J. [\/_1—— w])} dx+ T[a—%(x—])]dxz

a%+l

3 2a+1
(x-1)2 1 (x-2)° {ax— (x—l)z} _
3 2 2 4 .,
L 2 1
_Z!az E a’f (2a)® a’f
- —_ 2 - =
S 0+[a(2a+1) ; } {a(a +1) . }
2—"jlg—a—4+2&f+ a- az—a3—a+i4:2—ag+az—a3 :—a—3+a2 =38 =S.
3 4 4 3 3 3
S= J'\/ x1- :} dx+ J' [\/ X=1-— —])} dx=
a%+1 2a+l
- 2a+l 5
3 3
(X—31)2 U (x—31)z _(x—41)2 _
L 5 a2+l 5 2a+1

Ma@a)”()] ] .

. 3 3 ) 3 3
M—Zaz—a—zi+a3+a+l_6_4_2 (2a) +a2:_a2_2a +a3+1_6_4:
3 3 3
3 3 _ a2
:—a2+i+ﬂ_w_sz

3=S = = 3d-a=a-A+4;;,2°-6+4=0;;



a’-3&’+2=0. Resolviendo por Ruffini:

1 -3 0 2
1 1 -2 -2
[1 -2 -2 0

_ 2+/4+8 _ Zi\/l_2: 2+ 2*/‘75:11\/5.

a’-2a-2=0: a
2 2 2

Las soluciones soa = 1,a, = 1++/3, a, =1-+/3.

La Unica solucion valida es pata= 1 ya que las otras dos soluciones estan fuer
del intervalo (0, 2), que es el recorrido de la curva en el dominio de la parcela.

Deben dividir la parcela mediante la rectay = 1.
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CUESTIONES

13) Sea A una matriz cuadrada de orden 2 verificando 2= A Calcular razonada-
mente los posibles valores de A.

Sea A la matriZA:(i1 Zj.

. : : 0.0
Es evidente que la igualdad se cumple para la matriz nula,m{ea ]

Por otra parte:2- £ = A ;; 2- A- A= A. Multiplicando por la derecha por’A

s 2A =1 2-A=1 A=§-I = A=

Oj
1
N 2/

O N

2A A A=A A" : (
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23) Siu y v son vectores ortogonales y de médulo 1, hallar los posibles valoses d
para los que los vectores+a-v y u-a-v formen un angulo de 60°.

—_—

Por seru y v dos vectores ortogonales }e_é+ a-T/‘:‘U—a-V‘, u-v=0y

_ — —  —

u-u=v-v=1,

Sabiendo que el producto de dos vectores es el producto de sus modulos p
coseno del angulo que forman:

E— E— —_— —

(-+u a-)v(-tl a- Uu- a-u-w a-u-wv-3a - -v-v=u-u-a - -v-v=

:‘Tj‘ ‘U‘ .costy’ ‘V‘ ‘V‘ .cos@ 1-1-+a® -1-1=1-a°.

— — —

‘_’u -aﬁ‘\r\/(ﬁu a Ml a Y=y U auswau-ved-v.v=ylta’,

(ﬂlJ|F aﬁ‘)'(ﬁu‘ aﬂV)= u+a _‘;/‘ ‘Ij—a V‘ -C0S60° = 1—3@:(@)2 % .
2(t d)=v & ;;2-2d=1+4 ;38 =1, azz?l)’ = a=i£.
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lim e° -
39) Calcular e -1
X - 0 cosx-1

x2

lim -1 1-1
X - 0cosx-1 1-1

lim 2x.e*
X - 0 —senx

% = Indet = {L'Hopital} =

= {L'Hopital} = Him él'é +X'2X'ex): 2-(1+0) _ _
X-0 —COSX -1

N
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42) Dados los puntos A(-5, -1), B(2, 4) y C(0, 2), y sea M el punto medio de BC. Cal
lar la ecuacion de la circunferencia cuyo diametro es el segmento AM.

Para una mejor comprension del ejercicio, se hace la representacion graf
aproximada, de la situacion.

S — Ah{
N

A -
e ———
2+0 _
X=——=
El punto medio de BC eg = 4?2 = M =(1 3).
=g T

El centro de la circunferencia O’ es el punto medio de AM:

2

-2
= 0=(-21).

X

O =

El radio de la circunferencia es A0 =/[- 2 (- 8] +[+(- J] =9+ 4=13=r.

A=-A=-2-(-2)=4
Siendo{B=->»=-2.1=-2 . la ecuacioén de la circun-
C=a’+b?-r2=(- ¥+ i—(\/Téz = 4+1-13=-8
ferencia esx + y* + 4x- 2y-8=0.
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PRUEBA B

PROBLEMAS
X=-2+3

1°) La rectar=iy=4-2t corta al planor = x-y-2z=1 en el punto A, y al plano
Z=-6+5t

m, = x+ y-z=0 en el punto B. Sea O el origen de coordenadas.

a ) Hallar el angulo entre los vector@a y OB.

b ) Hallar el area del triangulo OAB.

a)
El punto A es el siguiente:

X=-2+3t
rsqy=4-2t & - ) o
e ern [ 2t3(42- @ 6 §= 1;- 2 8- 4 2+12-10=1;;

= X-y-2z=1
55 ;;t=1= AL 2 -1).

El punto B es el siguiente:

X=-2+3
rsqy=4-2t o o
e (= 2B(40-(- 6 8= - 284 2+6-8=058=4t;;

7= x+y-z=0

t=2= B(4 0 4).
Los vectoreDA y OB sSonOA=(1, 2, -1) y OB=(4, 0, 4).
Aplicando el concepto de producto escalar de dos vectores:

OAOB _  (12-}4404)
CE-Rora s

"OA OB= @ |a?;‘ -C0SQ = COoSa =

_ 4+0-4 _ 0 _
Vi & 14/16+16 6432

0= a=90C.




b)

El area del tridngulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan
vectoresOA y OB. Conviene saber que el area del paralelogramo es igual que el mod
del producto vectorial de los vectores que lo determinan, por lo tanto:

i ] K ik
SOAB=%-(3AD(73)=%- 12 -1)=2{1 2 -1|=22-j-&-j|=42a-2j-2K|=
40 4 10 1

=4'|i_j+k|: 4'\/m:4\/§u2=SOAB'
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2°) Dada la funciénf(x)zax+9, siendon y b constantes positivas, se pide:
X

a ) Demostrar que el minimo valor de f(x) en (0) €®2V/ab.

a+b

b ) Deducir2y/ab <

c ) Paran = 2 y b = 8, hallar las asintotas de la grafica de f(x) en (P, +o

a)
Una funcion tiene un minimo relativo para los valores que anulan la primera de
vada y hacer positiva la segunda derivada.

b b b b
f'(x)=a-—=0;; a¥ -b=0;; X’ =— :—\/:;;x :+\/:.
(=a-— At S TR R b

f"[ b]= 2 5 <0 = Para maximo
2 (o
e
-b-2x_2b
f(x):— N =? "
f* == 5 >0 = Para minimo
[+2) (+ bj
a

El minimode f(x) en (O, + ) es2/ ah como gueriamosdemostrar

b)

Para deducir queJab <2+

tenemos en cuenta qu%ﬁj =2/ab es menor que
a

cualquier otro valor de f(x) en (0, ¥

Teniendo en cuenta quil)= a+b, podemos asegurar qu%\/g} f(1), o sea:

2\/ab< a;b ,Ox0(0, +w), cad.




c)

2
Parao =2y b =38 eSf(x):2x+_8: X" +8 y sus asintotas en el intervalo (0,)+o
X X

son las siguientes:
Las asintotas verticales son los valores reales de x que anulan el denominado

Asintota vertical: x=0

Para determinar las tendencias recurrimos a los limites laterales:

Las asintotas horizontales son los valores finitos que toma la funcion cuand
tiende a valer infinito; son de la forma y = k.

Iim 24 . 3 )
2x"+8 =0 = Notiene asintotas horizontats.

X —» 00 X — 00 X

Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador; como ocurre

caso que nos ocupa.

2x° +8
[im [im [im 2
= _££§2: _ X = 2x ;FS::Z::nq
l[im lim (2x*+8 lim 2x2+8-2x° lim 8
n= [f(x)—mx]: -2x|= _ = —=0=n.
X —» X —» X X — 00 X X — 00 X

Asintotaoblicua= y=2x
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CUESTIONES

(1 " : 1 3) (-5 3
12) Encontrar todas las matrlc{ebs i] que verifican la igualdad -(2 OJ:(_S 6] -C.

1 a) (1 3) (-5 3)(1 a) (1+2a 3+0) (-5t —5a+3:>
b 1/12 0/ |-8 6/ b 1)"|b+2 D+0) |-8+6b -8a+6
1+ 2a=-5+3b
b+ 2=-8+6b {50:10}
=

3=-5a+3
$H=-8a+6
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23) Calcular la distancia entre la rectaXT_lz y—2:Z—_1l y el plano 7= x- y+z+2=0.

Comprobamos en primer lugar que la recta y el plano son paralelos (en otro c
serian secantes y la distancia seria cero).

El vector director de la rectaz%l:y— =Z—_1l esv, =(21-1) y el vector

normal del planor= x- y+z+2=0 esn =(1 -1 1).

Para que la recta y el plano sean paralelos es necesario que los vect
v, =(2,1,-1) y n=(1, -1, 1) sean perpendiculares, es decir: su producto escalar sea O:
v, n=(21-)1(1-19=2-1-1=0 = r Om, como queriamos comprobar.

r

La distancia de la recta r al plamn@s la misma que la distancia de un punto cual
quierade r &. Un punto deres P(1, 2, 1).

Sabiendo que la distancia del purix, y,, z,) al plano genérico de ecuacién
_| A+ By +Cz +D|
\/A2+ BZ+C2

n= As By+Cz+D=0 esd(P, n) ; aplicandola al punt®(1, 2,1) y

al planon= x- y+z+2=0, es:

ﬂ:| 1-+ I8¢ 1'1+2|:|1_ 2+1+2|=£:2—\/§unidade$d(r, 7).

d(r, 7)=d(P, I 7 ==
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3?) Calcular = [(sef x coé x)-dx.

cos x= t;; senx=+1-t’ dt
— . . — —t2 2. =
I—Iseﬁx cos x-dx=7 sem dx= dt :: dx=— 1d_tt2 = I(\/l t )3 t N
[+ 2 dt
:_I(l_tz) A 1-1? :‘I(l— £). 2. dt:—j(tz—t“)- dt:J'(t“—tz)-dt:
t° _t°_ ~_CoS X_Cos X

=——-——+4+C
5 3 5 3

+C=1.
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1
COSX

43) ¢ Se puede aplicar el teorema de Bolzano a la furidids en el intervalo

[0, 7]? Razona la respuesta.

El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos urcwédob) tal que
f(c)=0".

La funcion f(x) es continua en su dominio, que es R, excepto para los valores
anulan el denominador, que son los siguientesx= 0= x=(2k+1) g kOZ.

La funcién no es continua paxa:gm[o, 7], por lo cual:

No se puede aplicar el teorema de Bolzano a la funcidn f(x) en el intervalo [O,

*kkkkkkkkk





