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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma.

PRUEBA A
PROBLEMAS
1°) Se consideran los planas= x y z=0 y n, = x— y+z=1. Se pide:
a ) Hallar un planaz, perpendicular a ambos y que pase por el punto P(1, 2, -1).
b ) Determinar una recta r paralela a ambos pasando por el punto Q(2, 1, 1).

c ) Calcular el &ngulo que forman y 7, .

a)
El plano 7 pedido puede determinarse por tener como vectores directores a
vectores normales a los planesy 7, y que pasa por P.

n, =(111)
Los vectores normales a los plangsy 7, pueden ser

n, =(1,-1,1)
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x-1 y-2 z+1
H(RE,E)E 1 1 1 =0 y2-2-1-2-1+x-1-y+2=0;;
1 -1 1

2X—22-4=0 = m=x-z-2=0

b)
X+ y+z=0

, que expresada en
X-y+z-1=0

Los planosn, y 7, determinan la recta's{

unas ecuaciones paramétricas es:

+y+z=0 +y=-k
r's Xt yre = z=k = Xy = 2x=1-2k ;; x—i—k
X—y+z-1=0 x—y=1-Kk 2
le—k
2
1 y. 1 —
X y=—k; y=-x-k=-=+k- =-LFY = rEiyE—g =v=(-101)
z=k

Larectar es paralelaar’y pasa por Q(2, 1, 1):

— x=2-k
:j{v—(—lO,l)}:jrE y=1

Z=

Q(2.1.1) 1+Kk

c)

El angulo que forman los planas y 7, es el mismo que forman sus vectores
normales, por lo cual:

— —  |n =(111
‘nl‘.‘nz n——(l_l) m.\/12+(_1)2+12

= (08333 = ag=arc .cos0333% 7(* 31 44'=qa
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2°) a ) Enunciar el teorema de los incrementos finitos.
b ) Una funcion f(x), derivable en toda la recta, verifica: f(0) = -2; f(2) = 6.

b, ) Aplicando el teorema anterior, probar que existe un punto c en el interve
(0, 2) tal que f'(c)=4.

b, ) Si ademas f(x) tiene derivada continua y (0) = 0, probar que hay un pur
en el intervald0, 2) en el que la derivada de f toma el valor 3.

a)
El teorema de los incrementos finitos, del valor medio o de Lagrange se pu
enunciar diciendo:

Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b), entc

ces, existe al menos un puntd(a, b) que cumple:f'(c):M.

b)
b)
16107 I, 6. g

=3;; f(x)=3x-2= f'(x)=3

*kkkkkkkkk



CUESTIONES

3

, 11
1%) Dadas las matrlce,s:(2 Oj’ B:(

1 , .
2}, hallar para qué valores de m la matriz

B + mA no tiene inversa.

Para que una matriz no sea inversible, (no tenga inversa) es condicidn nece:
gue su determinante sea distinto de cero.

31 11 31 m m 3+m 1+m
B+m- A= +m- = + = _

2 2 2 0 2 2 2m O 2+ 2m 2
3+m 1+m

BEm A= s 2

‘: 3 (1 nf2 2= 6+ 2m-1- 2m-2m-2m? =

=5 M- 2°=0;; Af+M-4=0;; nf+m-2=0 ;;m=_]i21+8=_12\/§=_12i3:>

=>m=-2;;m,=1

La matrizB+ m- Aesinversibled ml Rexcepto paralosvaloresm=-2 ym=1
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23) Calcular el valor de para que el producto vectorial de los vectoves (a,-a,2)y

—_—

v =(2,a,1) sea proporcional al vector = (1,1, 0).

i ik
UOv=|a -a 2|=-ai4 j+ &k+2ak-2ai- aj=(-3a)i+(4- a) j+(a? +2a)k =
a 1

a
2

=(— 33 4- a a2+2a)=UDV.

A=-3a
UOV=AW = (-3 4-aa+2)=(1,1,00={1=4-a =a’+2a=0;
0=a’+2a
=0
a(a+2):O:{a1 :
a, =-2
A=-3a=0
Parao = 0= = Valor no util
A=4-a=420 SEEE
A=-%a=-3.(-2)=6
Parao = -2 = ( ) = Valor (til
A=4-a=4+2=6 —

El valor dea gue satisfaga la condicion pedidanes -2.
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lim +/ —-J1-
34) Calcular 1+ x=v1 X
X -0 senx

lim 1+ x-v1-x _+1-41_0

= (Aplicando la Re gla de L Hopital) =

X -0 senx 0 6
1 -1 1 1
p - 4+

im 21+x 2/1-x_2 2 _

=y

1_
X -0 COS X 1 1
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43) Calcular|

[ S
N1+ 2x2

Al

—
NI~

N ||

+C

X
— - dX.
N1+ 2x2

1
2

1+2x?% =t

4 xdx=dt

xdx= 1 dt
4

-\/E+C:% A1+ 2x2 +C =|

*kkkkkkkkk




PRUEBA B

PROBLEMAS

1°) La circunferenciac + (y + 4)* = 25 corta al eje OX en dos puntosyPP.

a ) Hallar las coordenadas de los puntpg P.

b ) Hallar la ecuacion de la elipse cuyos focos soy B y cuyo eje mayor es igual al
didmetro de la circunferencia anterior.

a)
Los puntos de corte con el eje OX se obtienen haciendo y = 0:

x2+( 90 )3= 25;x°+ 18 25;x*= 25 16 9 ;;x=+3=> P(30 ;; P,(-30)

b)
Del apartado anterior se deduce que ¢ = 3.

El radio de la circunferencia es 5, que equivale al semieje mayor de la elipse, [
lo cual: a =5.

Siendo la relacién fundamental de la elipgd:=b* +¢®> = 25=b* +9 ;;

b*=25-9=16 = b=4.

X2 y2 X2 y2
Sabiendo que la ecuacion de la elipse~est =1 = —+2-=1
q PSS 1 25" 16

A continuacion ilustramos la situacion:

\/A
el RN
[ P2 1) -
\ O / X
. _
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2°) La gréfica de la funciég =cos x en el intervalc{o, 7—27} determina con los dos ejes

de coordenadas un recinto que queda dividido en dos partes por la grafica de la func
y =ser x. Determinar el area de cada una de estas partes.

El punto de corte de las dos funciones en el inte{ml’eﬂ es:

senx= cosx ;; tag x:1:>x:45’:%:x

4 2 z z T T T
$:j sen dx+j cos-dx= [— cos X, + [senx]i, :(—cosz + cosoj +( senE - senzj =
0 g 4
=- cos4P cos0% sen90’—sen453:—g +1+1—% = 2J Z 2 1414 0586 F =S,
4 u T T
S,=[(cos —x senx dx[ senx+cos ¢ :(senz+ coszj — (sen 0+ cos0) =
0

=sen 4% cos43 cos(-sen(P= +

NI
NI

- 12 64 2% 1414 1= 0414 & =S,
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CUESTIONES

12) Si los determinantes de las matrices cuadradas de orden tres A y 2A son iguales
cular el determinante de A. ¢ EXxiste la matriz inversa de A?

El determinante de la matriz 2A es 8 veces mayor que el determinante de A. [
se debe a lo siguiente:

Si se multiplica una matriz por un nimeros resulta otra matriz cuyos elemen
guedan multiplicados todos por el nimero. Por otra parte, si los elementos de una f
de una columna de un determinante se multiplican o dividen por un nimero, el valor
determinante queda multiplicado o dividido por el nimero. Como quiera que la mal
gue nos ocupa es de orden 3, resulta:

|2-A=8-[Al=|A] = |A|=0

El valor del determinante de A, necesariamente, tiene gue ser cero.

No existe la matriz inversa de A por ser condiciOn necesaria para que una matt
tenga inversa que su determinante sea distinto de cero.
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x-3_y-2_1z-1
2

29) Hallar el planon que contiene a la rectas y es paralelo a la

X—y-z+2=0

recta s=
{y—Zz—le

La expresion de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es:

X—-y-z+2=0
S= = z=k = y=1+2k
y—-22-1=0 —
x=-1+3k
X—y-z+2=0;; x=-2+y+k=-2+1+2k+ k=-1+3k=x = s=:y=1+2k
z=k

El planon pedido se puede determinar por los vectores directores de las rect
y Sy por un punto cualquiera de la recta r.

Un punto de r es P(3, 2, 1) y un vector director deu eg1, 2, 3).
Un vector director de s es = (3,2, 1).
x-3 y-2 z-1

AP U V)s| 1 2 3 |=0y
3 2 1

bx Bt by P+ t2- - €o- d-dx-3-(y-2)=0 ;
- (4 )3 & 2 @- )= 0;~ &+ 12+ 8y-16-4z+4=0;;

n=4x-8y+4z=0
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senx+ ser(x +1)
cosx— cogx +1)
lando su derivada, que f(x) es constante.

32) Dada la funcionf(x)=

. T
en el mtervalo{o, E] demostrar, calcu-

f'(x):[ cost cds+ )| [cos xcod x1)]-[ senxt ser{x+1)]-[- senx ser{x+1)]
[ cosx— cogx +1)J

:[coé xcod( %1)|-[ sei{ xrl)—seﬁx]: coé xcod( x1)- set x1)+sedx _

[ cosx- cogx +1)J [ cosx— cogx +1)|°
_ (cog x sehy-[cog( x+1)+ser(x+ )]: 1-1 _
[ cosx— cogx +1)|° [ cosx— cogx +1)]
0 =0= f'(x)

) [ cosx- cogx +1)]
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42) Hallar a, b, ¢ para que la funcioff = % + a¥ + bx+c tome valor 0 para x = 1,
presente un maximo relativo en x = -1 y un minimo relativo en x = 0.

f()=0=1+ a+ b+ c=0 ;; atb+c=-1 ()
Max parax=- & f(x= 3+ 2x+b ;f (-3=0- 3-2a+b=0 (2
Min. parax= 0= f(x)= 3¢+ 2ax+b ; f(0)=0- b=0

Sustituyendo el valor de b en las expresiones (1) y (2) y resolviendo el sistema

w

a+c=-1 3
=a=— ;. a+c=-1;; —+c=-1;; 3+ ZXx=-2;; 2c=-5;: c=-
3—-2a=0 2 2

N o

La funcion resultante es la siguiente:

3 5
.I: — 3 ~ 2__
(x)=x +2x >
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