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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora “en línea”. No se admitirá 
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones gráficas. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma. 

 
PRUEBA A 

 
PROBLEMAS 

 
1º) Sean A, B y X tres matrices cuadradas del mismo orden que verifican lo siguiente: 

IBXA =·· , siendo I la matriz unidad. 
a ) Si el determinante de A vale -1 y el de B vale 1, calcular razonadamente el determi-
nante de X. 

b ) Calcular de forma razonada la matriz X si 








−
−

=







=

32

21

43

32
ByA . 

---------- 
a )  
 ⇒= IBXA ··  Multiplicando por la izquierda por A-1 y por la derecha por B-1: 
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 Teniendo en cuenta que el determinante del producto de dos matrices es igual al 
producto de los determinantes de las matrices y que el determinante de la inversa de una 
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matriz es igual a la inversa del determinante: 
 

 ( ) XBABAX =−=
−

=−=== −−−−−− 11·
1

1
1·1·· 111111  

 
b ) 
 
 Este apartado lo vamos a resolver de dos formas diferentes: 
 

I ) Sea 







=

db

ca
X . Entonces: ;;
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
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

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
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
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
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=
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
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 Multiplicando en (1) la primera ecuación por 2 y sumando queda: 232 =+ dc . 
 
 Multiplicando en (2) la primera ecuación por 2 y sumando queda: 143 =+ dc . 
 
 Resolviendo el sistema resultante: 
 

5;;102;;2122;;232;;4
286

696
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−=−==+=+=⇒
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 Sustituyendo estos valores, por ejemplo, en las primeras ecuaciones de (1) y (2): 
 

6;;122;;3152;;332;;5;;5
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



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

−
−

=
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56
X  

II ) 
 Basándonos en el desarrollo del apartado a ):  (*)· 11 −−= BAX  
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 En primer lugar vamos a calcular las inversas de las matrices A y B: 
 

 



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 Sustituyendo en (*) y operando: 
 

  XBAX =





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−
−
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 Como era lógico esperar, se ha obtenido el mismo resultado. 
 

********** 
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2º) Dada por ( ) ( ) dtetxF t
x

··1
2

0

2 −
∫ −= , definida para todo Rx∈ . 

a ) Calcular F’(x), estudiar el crecimiento de F(x) y hallar las abscisas de sus máximos y 
mínimos relativos. 
b ) Calcular F’’(x), estudiar la concavidad y convexidad de F(x) y hallar las abscisas de 
sus puntos de inflexión. 

---------- 
 
a ) 
 Por el concepto de integral indefinida :  ( ) ( ) ( ) ( )xfxGdxxgxG =⇔= ∫ '· . 

 

 En nuestro caso sería: ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]=−−−=−= −− 022
0

2 ·10·1·1'
22

eexetxF xxt  
 

( ) ( )xF
e

x

e

x
xx

'1
1

1·1
1

22

22

=+−=−−−= .     ( ) ⇒==+−
⇒= 0;;01

1
0' 2

2

x
e

x
xF

x
 

 
( ) ( ) iodosuencrecienteesxFRxxF min,0' ⇒∈∀>⇒  

 
 Como consecuencia de lo anterior, F(x) no tiene máximos ni mínimos relativos; 
no obstante lo vamos a justificar: 
 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
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b ) 

 ( ) ( ) ( )








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=

=

⇒=⇒
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 Para estudiar los intervalos de concavidad y convexidad solamente estudiaremos 
el numerador de la segunda derivada, ya que el denominador es positivo para cualquier 
valor real de x. 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








⇒∩⇒∞∪−⇒<

⇒∪⇒∪−∞−⇒>

⇒
−=

CóncavaxF
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e
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x
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2,02,0''
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'' 2
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( ) ( ) ( ) ( )
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CUESTIONES 

 

1ª) Si vyu  son dos vectores del plano con vu = , probar que los vectores 

( ) ( )vuyvu −+  son ortogonales. 
---------- 

 
 Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es cero. Teniendo en 
cuenta que el producto escalar de vectores cumple las propiedades conmutativa y distri-
butiva de la multiplicación con respecto a la suma, podemos hacer: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 00cos··0cos···
2222

=−=−=−=−+ vuvvuuvuvuvu  

 
( ) ( ) sortogonalesonvuyvuefectoEn −+,  

 
********** 
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2ª) Calcular la distancia entre el plano 011 =−−+≡ zyxπ  y el plano 2π , que es parale-
lo a 1π  y pasa por el punto A(4, 3, 7). 

---------- 
 
 La distancia entre los planos 21 ππ y  es la misma que la distancia del punto A al 
plano 1π : 
 

 La distancia de un punto a un plano es ( )
222

000,
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 Aplicándola a este caso: 
 

( ) ( )
( )

( )21222
121 ,

3

3

3

1

111

1734

111

17·13·14·1
,, πππππ duAdd ===

++
−−+

=
−++

−−+
==  
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3ª) Calcular dx
xsen

x
·

cos
3∫ . 

---------- 
 

IC
tsen

C
t

C
t

C
t

t

dt
I

dtdxx

txsen
dx

xsen

x
I

=+−=

=+−=+
−

=+
+−

==⇒








=
=

⇒=
−+−

∫∫

2

2

213

33

·2

1

·2

1

213·cos
·

cos
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4ª) Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el origen de coordena-

das y pasa por los focos de la elipse de ecuación: 1
925

22

=+ yx
. 

 
---------- 

 

 Se trata de una elipse centrada en los ejes, siendo 
















=→=

=→=

19

525

2

2

bb

aa

. 

 
 La relación fundamental de la elipse es:  
 
  cbaccba ===−=−=⇒+= 41692522222  
 
 Los focos de la elipse son los puntos F(4, 0) y F’(-4, 0). Si la circunferencia pasa 
por los focos, su radio es 4, por tanto, la ecuación de la circunferencia pedida es: 
 

01622222 =−+⇒=+ yxryx  

 
********** 
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PRUEBA B 

 
PROBLEMAS 

 

1º) a ) Hallar la recta t que corta a las rectas 




=−+
=++

≡−=
−
−=≡

052

022

3

1

3

2

2 zy

yx
sy

zyx
r  y 

pasa  por el punto P(-2, 0, -7). 
 
b ) Calcular la distancia del punto P a la recta r. 

---------- 
a ) 
 En primer lugar determinamos un punto y un vector director de cada una de las 
rectas: 
 

( ) ( )

( )2,1,2;;1,
2

5
,7

2

1

2

5

7

7

5222;;
2

1

2

5
;;52

052

022

3,3,2;;1,2,0
3

1

3

2

2

−=






−⇒










=

−=

+−=

≡⇒=+−=

=+−−=−−=−=−=⇒=⇒




=−+
=++

≡

−=⇒
−=

−
−=≡

vB

kz

ky

kx

sxk

kyxkykykz
zy

yx
s

uA
zyx

r

 

 
 En segundo lugar determinamos los vectores BPyAP : 
 

  

( ) ( ) ( )

( ) BPBPBP

APAPAP

=






 −−=






−−−−=−=

=−−−=−−−=−=

8,
2

5
,51,

2

5
,77,0,2

8,2,21,2,07,0,2

 

 
 A continuación vamos a determinar los planos 21 ππ y  del siguiente modo: 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0130763;;0723

;;0755215;;082373723212

;;0

411

332

72

;;0

822

332

72

,;

1

1

=−−+≡⇒=−−++=+−++

=++−+−=−+−++++++−

=−
++

=
−−−

−
++

≡

zyxzyxzyx

zyxyxzzyx

zyxzyx

APuP

π

π
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 022022;;022

;;026213;;0162575751028

;;0

85

212

72

,;

2

2
5

2

=++≡⇒=++=++

=++=++++++−++

=
−−

−
++

≡

yxyxyx

yxyxzzyx

zyx

BPvP

π

π

 

 
 La recta t pedida es la que determinan los planos 21 ππ y : 
 





=++
=−−+

≡
022

013

yx

zyx
t  

 
 
b ) 

 La distancia de un punto a una recta viene dada por: ( )
u

uAP
rPd

∧
=, , siendo 

A(0, 2, 1) un punto de r y ( )3,3,2 −=u  un vector director de la recta r. 
 

( )
( )

( ) ( )

( )rPdunidades

kjikji

jikkji

kji

u

uAP
rPd

,25
2

10

22

1110

22

11910

22

11310

22

3·10

22

101030

994

62446166

332

332

822

,

222

222

===

==++=
+−+−+−−

=
+−−

=

=
++

+−++−−
=

+−+

−
−−−

=
∧

=
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2º) a ) Enunciar la Regla de Barrow. 
 

b ) Hallar el área del recinto limitado por las parábolas 
2

,
2

2 x
yxy ==  y la recta y = 2x. 

---------- 
a )  
 El enunciado de la regle de Barrow es el siguiente:  
 

Si f(x) es una función continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una función primiti-
va de f(x) en dicho intervalo, entonces se verifica la siguiente igualdad: 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a

−=∫ ·  

 
b )  
 La situación aproximada de la situación es la indicada en la gráfica siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Su

xxx
dx

xx
dx

x

dx
x

xdx
x

xdx
x

dxxdx
x

dxxS

==−=+−−+=














 −−






 −+






 −=

=






 −+






=−+=

=






 −+






 −=






 −+






 −=

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

2

4

2

322

0

32

0

4

2

22

2

0

4

2

22
2

4

2

4

2

22

0

2

0

2
2

4
3

24
12

3

4
4

3

32
16

3

4

3

8
8

3

64
32·

2

1
0

3

8
·

2

1

32

4
·

2

1

3
·

2

1
·

2

4
·

2

·
2

2·
2

·
2

·2·
2

·

 

 
********** 
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CUESTIONES 

 
1ª) Calcular razonadamente la matriz A sabiendo que se verifica la siguiente igualdad: 

 

















=
















200

020

002

300

320

321

·A . 

 
---------- 

 

 Llamando M a la matriz 
















=
300

320

321

M , resulta: (*)·2· IMA =  

 
 La matriz inversa de M es: 
 

















===
















=
333

022

001

;;63·2·1;;

300

320

321
TMMM . 

 

( )
















−
−

=⇒
















−
−

=

























−

−−

−

= −

3
1

2
1

2
11

00

0

011

200

330

066

22

01

02

01

02

00
33

01

33

01

33

00
33

22

33

02

33

02

MMAdj T  

 
 Multiplicando por la derecha en (*) por M-1, queda: 
 

AMAMIAMIMMA =
















−
−

==== −−−−

3
2

1111

00

110

022

·2;;·2·;;··2··  
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2ª) Calcular el ángulo que forma la recta 
1

1

5

1

2

3

−
−=+=−≡ zyx

r  con el plano de ecua-

ción 011752 =−+−≡ zyxπ . 
---------- 

 
 Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El ángulo α  que forman el plano π  y la recta r es el complementario del ángulo 
que forman un vector v  director de r y un vector n , normal al plano π . 
 
 Sabiendo que el ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de pro-
ducto escalar: 
 

 (*)
·

·
coscos···

nv

nv
nvnv =⇒= ββ  

 
 Un vector director de r puede ser ( )1,5,2 −=v  y un vector normal de π  puede 

ser ( )7,5,2 −=n . 
 

( ) ( )
( ) ( )

αα

αβ

===⇒=

=−=−−=
+−+−++

−−===

''6'22º355788'0.5788'0

2340

28

78·30

7254

752·152

7,5,2·1,5,2

·

·
cos

222222

senarc

nv

nv
sen
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3ª) Dadas las funciones ( ) ( ) ( )813 2 +=++= xLxgyxxxf , escribir la función fg �  y 
calcular su derivada. 

---------- 

( )

( ) ( )
( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) 




 +++=+++==⇒








+=

++=
8181

8

1
3

1
23 2

3 2

xxLxxLxfgxfg

xLxg

xxxf

�  

 

( )( ) ( ) 




 +++= 81 3

1
2 xxLxfg�  

 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )xfg
xxxx

x

xxxx

x

xx

xx

x

xx

xxx
xfg

'
1813

12

81·1

12

81

1

12

81

12·1
3

1

'

3 22

3 23 223 2

3 22

3 2

3

2
2

�

�

=
+++++

+=

=
+++++

+=
+++

++

+

=
+++

+++
=

−
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4ª) Calcular: 
xe

x

x

lím 1+
∞→

. 

---------- 
 

( )

0
1

1··2

1

12

1

'Re
1

=
∞

=
+∞→

=

=+
∞→

⇒⇒
∞
∞=+

∞→

xex

lím

e

x

x

lím
HopitalLdeglalaAplicando

e

x

x

lím

x

xx
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