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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma.

PRUEBA A

PROBLEMAS

2x-3y =0
1°) a ) Discutir en funcion de los valores de m el sistemay+z=0
X2 W mz=m

b ) Resolver en los casos de compatibilidad del sistema anterior.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 -3 0 2 -3 0O
M=|1 -1 1|yM=1 -1 10
1 2 m 1 2 mm

El rango de M en funcion del parametro m es el siguiente:
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2 -3 0
IM[=]1 -1 1|=-M-34+3m=m-7=0;; m=7
1 2 m

Para m#7 = RangoM= RangoM '= 3= n° incégnitas= Compatibledeterminado

2 -3 00
Param=7 = M'=|1 -1 1 0| = Rangode M' = {C, C,, C,} =
1 2 77
2 -3 0
= |1 -1 0|=-14+21=7#0 = RangoM'=3
1 2 7

Param=7 = RangoM# RangoM' = Incompatilbe

b)
Resolvemos paran # 7 por la Regla de Cramer:
0 -3 0 2 00
0O -1 1 1 0 1
m 2 m| -3m m m mj  -2m
X = = =X y= = =y
2 -3 0 m-7 m-7 m-7
1 -11
1 2 m
2 -3 0
1 -1 0
/m 2 m_ -2m+3m_ m _
zZ= = = =z

m-7 m-7 m-7
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2°) Hallar el area de la region limitada por la grafica de la funé(h= (x- 2)*(x + 2),
el eje OXylasrectasx=-3yx=2.

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos una representacion grafica,
aproximada, de la situacion.

’ Los puntos de corte de la funcion con los ejes sor

AY
' los siguientes:

Eje X: A2, 0)y B(-2, 0). Eje Y: C(0, 8).

n

f(x Los puntos de corte de la funcion con las rectas ver
: ticales x = -3 y x = 2 son, respectivamente, D(-3, -25) vy
JA A(2, 0).

XA

De los datos anteriores se deduce la grafica de |
funcion, que es la que indica la figura adjunta.

Con objeto de facilitar la realizacion de la integral
indefinida expresamos la funcibn como una expresion pa
lindbmica:

I
Il
1

w

10
[ |« )= 0 9 (o0 A= (2 - s s )=

/ = R+ 2% - 4% - Bxr Ax+ 8= X — 2¢ — Ax+8= f(x).

El valor de la integral indefinida es la siguiente:

£ ¥=] {3} dxe[(X-2¢-4x+8g) dx=

4 3
_ _ +8X:L_ZL—2X2+8)(: F(X).
4 3

Teniendo en cuenta los intervalos en que las ordenadas de la superficie a cal
son positivas y negativas el area a calcular es la siguiente:

S (3 e [ () axe[FRIL3+[FJF = F- 3-F(- 9+ F(2)-F(-2)-

(-3 _2:(=3] _ 2(-F+8-(-3)|-

4 3

-F(-3- (-l



4 3

=81, 1818 24 2[4+ g 16)+4-10 5416281 24 5.[10_50)412-16-
4 3 3 4 3 3

_81 32, 16_, 81 48_ 336 243-192_579-192_387_129

4 3 3 4 3 12 12 12 4
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CUESTIONES

1 3
) . 1 2 m ;
12) Se consideran las matrlces(l j y B=|m 0|, donde m es un numero
0 2
real. Encontrar los valores de m para los que A - B es inversible.

1 2 m
A.B: .
[1 -1 —1j

La condicién necesaria y suficiente para que una matriz sea inversible es qu
determinante ser distinto de cero:

-m-0 3-0-2) |1-m 1

o 3
N O W

£1+ n+ 0 3+0+2mj_(1+ 2m 3+2mj

|A-B|=

1+ 2m 3+ 2m‘

= am(E 3 2= 2m-(3+ 2m- 3m-2m?) =

=1+2m-3+m+2m?* =2m? +3m-2=0

m:—Si\/9+16:—31\/2_5:—315 o
2.2 4 4

A- BesinversibleO nd R {mi%, m# —2}
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2%) Hallar un vector de médulo uno que sea ortogonal a los veoTo#e(SZ, 2,1y
v =(2 0,-1).

Sabiendo que el producto vectorial de dos vectores es otro vector perpendicul
ambos, el vectorz = u Ov es perpendiculara y v:

k
1

z=uOv=|2 =—i2+ 2- K+ 3:—2+4j—4<:(—2,4,—4):§
2

El vector pedido es un vector unitario de la misma direcciénimue se llama

versor dez , y puede haber dos, que son opuestos y se obtienen teniendo en cuentz
un vector dividido por su médulo resulta un versor del vector; son los siguientes:

z _, (24-4 _ . (-24-4_.(-24-4_,(24-4._
‘_i‘ CJE2P a2 4(-a  J4+16+16 436 - 6

. — (1 2 2 — (1 2 2
Soluciones z = —5, 3 _§ y z,=|=, -2, =
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3?) Calcularxllmo{x JL(x+1)- Lx]}.

Xllmo{x'[L(X+1)—LX]}= O-(O—OO)=—O-oo = Indeterminado =

lim - -(-
= Lix+D)-Lx _0-(=) = = Indet = (L'Hopital) =
X—>O 1 00 00
X
1 1 X=-x-1 -1
lim y41 x_ lim xx+1) _ lim 441 lim x _0_
= = = = 2 =2=0
x-0 1 x-0 _1 x-0_1 x-0x+1 1 —
X’ X’ X
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42) Hallar los puntos de la grafica dé{ ¥ = x* —3x* + x en los que la tangente a la cur-
va es paralela alarectay = x.

Las recta y = x tiene de pendiente 1.

La pendiente a una funcion en un punto es el valor de la derivada de la funcior
ese punto:

f(x) =3 - 6x+1.

m=f(x)= 1= &- 8+ E1;;X-&=0;;3x-29=0= x=0;; x,=2

N—"

f(d=0= 0(0, 0

f(= 2- 3.2+ 28124 2=-2= A2 -2)

*kkkkkkkkk



PRUEBA B

PROBLEMAS

x—22=0 X+y=5
1°) Dadas las rectas= y S= y ;
y—-z=2 x+2z=a

a ) Hallar el valor de a para que ambas rectas estén en el mismaplano

b ) Hallar la ecuacién de dicho plano.

a)

De la observacion de las ecuaciones se deduce que las rectas r y s no son p
las, por lo cual, para que estén en el mismo plano es necesario que el sistema qu
man sea compatible determinado, o sea, que se corten en un punto, que es la sol
Unica del sistema.

x—2z2=0
. g—z:Z

El sistema que forman las rectas €s :
X+y=5

X+2z=a

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

10 -2 10-20

01 -1 01 -1 2
M = y M'=

11 0 11 0 5

10 2 10 2 a

Para que el sistema sea compatible determinado los rangos de las matrices de
ficientes y ampliada tienen que ser iguales e iguales al nimero de incégnitas, o sea:
cual significa que, necesariamente, el determinante de M’ tiene que ser cero:

1 0 -220 1 0 -220
1 -1 2
01 -1 2 F.- F,—-F 01 -1 2
=0 = = =0:;|1 2 5/=0=>=>
11 0 5 F, - F,-F 01 2 5 4
1 0 2 a 00 4 a
1 -1 2
3 3 11
4 a 4 a —




Para demostrar que los rangos de ambas matrices es 3 hemos de comprobar
matriz de coeficientes tiene un determinante de dimensién 3 x 3 distinto de cero:

1 0 -2
{F11 F2’ F3} = O 1 _l = 2+1:3 = RngOM :3
11 0

Para a = 4 las rectas r y s son coplanarias.

b)

Para determinar el plano que determinan las rectas r y s las expresamos por ¢
ciones paramétricas para determinar un vector director de cada una de ellas y un g
de una cualquiera de ellas:

et x=2] v, =(211)
rz{ —z—_2 = 2=l = x=20 ;; y=2+A = r=ly=2+1 =
Yo 2= P(0, 2, 0)
X+y=5
= = 2= A= x=4 2 ;;y=5x=5-4+21=1+2A=y =
X+2z2=4 =7
X=4-2)
= s={y=1+20 = v, =(-2 2 1)
z=/
X y-2 z
P v, 73')5 2 1 1= 0;; % fy 2+ dz+ 22- x-2Ay-2)=0 ;;
-2 2 1

— % 4y 2+ 62=0;; - x—4y+8+62=0

n= x+4y-6z-8=0
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2°) a ) Hallar las coordenadas del punto P de la grafica de la fupei@aos x siendo

71 . . , .
0<x< > con la propiedad de que la suma de la ordenada y la abscisa es maxima.

b ) Calcular el area comprendida por la cupsa2cos x y la rectay = 1 en el intervalo
kL
2" 2|

a)

El punto P pedido es de la forn®x, 2cosx).

Tiene que seE = x+2cos x = Maximc, por lo cual la derivada tiene que ser O:

S$1-2 senx=0 :; senx:% =

2

La solucion de 150° no es valida por no pertenecer al intedwalos g

El punto pedido es pamat—E = y= XOoX= ZCO%T -gz 3.
Vg
Pl—, V3
&)

Para justificar que se trata de un maximo, la segunda derivada tiene que ser n
tiva para el valor de x obtenido:

7

S=-Xosx = S'f{z)=-2. cosg—— 2.00830= -2 - = -3=5"(z)<0, cq.j.

b)
En el intervalo{—l—;, lﬂ todas las ordenadas de la funcibn 2cos x son posi-

tivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:



”:2.

2

2c0s x- dx= 2 [senx] r(—ﬂﬂ =2 ( seng+ sengj = 4seng:

— Ny
| l\i‘ﬁ
1
(72}
:
|
2]
D

S=

NIy

I
D
N
I
N
<,
"
(0)]
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CUESTIONES

13) Sean A y B dos matrices cuadradas que verificanAqug= B?, ¢ cuando se puede
asegurar que A = B?

El producto de matrices no cumple la ley de cancelacién, es dedd=A-C
no implica que B = C.

. . . -6 3 2 -2 1 -4
Por ejemplo: siendo las matrlce&( 5 _J, B:(_S 7j y C:( j

es:
apo[76 3) (2 -2)_(-129 12+21)_(-21 33
2 -1 \-3 7)) | 443 -4-7) | 7 -11
aco[6 3) (1 —4)_(-515 24+9)_(-21 33
2 -1)\-5 3) [ 2+5 -8-3) | 7 -11
Teniendo en cuenta lo anterior podemos concluir que:

Si A =B se cumple siempre que A - BB

Existen matrices A tales que si A - B £ tiene por qué ser A = B.
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2%) ¢ Cual es el angulo que forma la recta x =y = z con el eje OX?

La recta x = y = z tiene como vector direcioe (1, 1, 1) y la recta que determina
al eje OX tiene como vector director= (1, 0, 0).

Teniendo en cuenta que se considera angulo que forman dos recta al menor &
lo que forman sus vectores directores y que el producto escalar de dos vectores \

dado por la férmulau -T/:‘U‘ ‘V‘ .cosa, Sera:

(123100 _140+0_1 _N3_ )

v
‘VHT‘_J]H P+ P JE+02+02 V3-41 43 3

cosa =

= a = 5& 44 08’
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3%) Utilizando la definicion de la derivada, estudiar la derivabilidad de la siguiente fu
cion: f(x)=x-|x-1] enx =1.

- x+1si x<1
x—1 si x=1
- X+ X si x<1

Teniendo en cuenta qqe<—1|:{ , la funcion f(x)=x-|x-1]

puede redefinirse de la forma(x) = { . .
X —Xx si x=1

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicidn necesaria que
continua en ese punto, por lo cual, estudiamos en primer lugar su continuidad.

Para que sea continua para x = 1 tiene que cumplirse que los limites por la
quierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcién en ese punto:

[im [im

X -1 f(X):x_,l(_X2+X):‘1+1:Q

= { k escontinua para x=1
[im _lim N VR
.1 f(x)—xél(x x)=1-1= 0= f(1)

Una funcion es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

~2x+1 si x<1 [f(r)=-2+1=-1

f'(x) = = — {3} noes derivable para x=1
2x-1 si x21  [f{1)=2-1=1
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43) Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto P(3, 5) y que es
gente a larecta= 4x+3y-2=0.

El radio de la circunferencia es la distancia del punto P a la recta t.

Para hallar la distancia del punto P a la recta t vamos a determinar una recta <
sea perpendicular a ty pase por P:

La pendiente de t en= —g y la pendiente de su perpendiculamesg, por lo

cual la recta s es:

y—5:§(x— )3 Ay 260 - 9= s= X-4y+11=0

El punto de tangencia Q es la interseccidn de las rectas ty s:

=-25;;x=-1;;y=2= Q(—l 2)

4x+ 3y =2 16x+12y =8
= 2%
X-4y=-11 X-12y=-33

La representacion grafica aproximada de la situacion es la que indica la figura.

AY
S///
C e
\ .7
\t _
N\ .
\ S
N\ T .
Q
g NN~ R
P O \\ X
e \
\
\

r=(PQ)=y(- + ¥+(2 ¥ =V16r9=25=5u=r

La ecuacion de una circunferencia conocido el centro O’(a, b) y radio r viene ¢



do por la férmulaxX + ¥ + Ax+ By+C =0, siendo:

A=-A=-2.3=-6
B=-®»=-2.5=-10 = c= ¥+ VY - x-10y+9=0
C=a’+b?-r?=F+5-5=9
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