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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma.

PRUEBA A

PROBLEMAS

T, =2X-y+z=3

1°) a ) Hallar el valor del parametro a para que los planps x- y+z=2 se corten
T, =3X- ytaz=4

en unarectar.

b ) Obtener la ecuacién del plamoque pasa por el punto P(2, 1, 3) y contiene a la rect
r del apartado anterior.

a)

Para gue los planos se corten en una recta es necesario que el sistema sea ¢
tible determinado con un grado de libertad, o sea, que los rangos de las matrices de
ficientes y ampliada sean iguales a dos, para lo cual es necesario que los determin
de ambas matrices sean nulos.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
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2 -11 2 -1 13
M=1-11|yM=1 -112

3 -1 a 3 -1 a 4
2 -1 1
RangoM = |1 -1 1|=-2-F+ 3 3+ 2+a=1-a=0;;a=1
3 -1 a
2 -113
Paraa=1= M'=|1 -1 1 2| = {C,=-C,} = RangoM' = {C, C,, C,} =
3 -114
213
=(112=8 369 44=17-17=0 = RangoM'=2
314

Para a=1= Rang M= Rang M'= 2< r? inc6g = Compatible Indeterminado

Para a&=1 los planos 1, n, yn, secotan enunarecta r

b)

La recta r que determinan los planes 7, y 7n, expresada por dos ecuaciones
implicitas puede ser cualquier par de ecuaciones de los planos anteriores, por ejer
2x-y+z=3
{x— y+z=2

r , Cuya expresion por unas ecuaciones parametricas es la siguiente:

=1;;

2X-y+z=3 2Xx-y=3-A| 2x-y=3-4
r{xyz L= X—y }xy }

= =
X—y+z=2 X—y=2-A| —-xty=-2+A1

x=1
—X+ty=-2+A ;; -l+y=-2+A ;; y=-1+1 = r=qy=-1+A4
z=/

Un punto y un vector de rson=(0, 1 1) y Q(1, -1, 0).

El plano n pedido, por pasas por el punto P(2, 1, 3) y contener a la recta r tie
como vectores directores\a=(0, 1, 1) ya w=QP=PQ=(1, 2 3).

La expresion general del plamoes la siguiente:



o x-2 y-1 z-3
n(P, v, W)E 0 1 1 =03 8x 3+(y-3-(z-3-2x-2)=0;

1 2 3

(x= 2+(y-1-(z-3=0;; x- 2+ y-1-2z+3=0

n=x+y-z=0
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2°) Dada la funcionf (x) = -

——, hallar:

a ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos relativos

b ) El &rea de la region limitada por la grafica de f, el eje OX ylasrectasx =-1y x =

a)
Se trata de una funcién racional cuyo dominio es R, por no existir valores rec
de x que anulen el denominador.

Es simétrica con respecto al origen por serx) = - f(x).

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a su d
vada:

£(x) = 1(+10-x-2x X +1-2x" _ 1—x2)2 - £(x)

(x* +1)° ) (x? +1) ) (x* +1

X, =1

f(x)= 0= 1-x*=0;; (1+X)(1—><):0:>{x2 I

Para|x|>1= f'(x)<0 = Decrecimiato: (-, =10 (1, +)

Para|x|<1= f'(x)>0 = Crecimien : (-1 1)

Los maximos y minimos relativos de la funcién son los siguientes:

f"(x):_ R (x2+ )f—(l—xz) -2-(x2+])-2x:— 2x-(x2+])—4x-(1—x2):

b+ =)

_ 2% — 2x— Ax+4x® _ 2X* —6X _ 2x(x2 —3) - £(x)
(¢ +1) (e +1f (" +1)

()= 2(1(1) -y g <0 = Maximo= 1)=3 = P(]" %j

o —2:(1-3)_4
1= (1+1° 8

Los puntos de inflexiéon son los siguientes:

~>0 = Minimo = f(-1)= —%

y

QO
I

_I_\
I
N |-
N——



2x(x2 - 3)

f'(x)=0= (¢ 1

= 0= 2x(x*-3)=0 = {x, =+/3

f,..(X):( 8- ¥+ f-(2¢-6) -4 +9" -2x _ (6% - §(x + 1)- 6x(2x - 6%)

(1) (¢ +1J

_ B¢+ 6¢ - 6¢ - 6-12x" +36x° _ - 6x' +36x° =6 _ — 6(x' — 6x* +1) _ ()
(2 +1)° (¢ +1)° (2 +1)f

f"'(0)z%6¢o:> P Inflexion ;; f(0=0= 0O(0, 0)

f"'(\/:_%): ~ E(9;618+1)¢0:> P Inflexion ;; f(\/:_%):@ = M(\/?%, ?j

f"'(—\/:_%): — E(91618+1)¢0:> P. Inflexion ;; f(—\/:_%):—? = N(—\/é, —?J

Las asintotas son las siguientes:

Horizontales:

Son los valores finitos de f(x) cuando x tiende«a:

La solucion de este apartado es logica si tenemos en cuenta que la funcidn €
métrica con respecto al origen de coordenadas.

Verticales:

Son los valores finitos que anulan el denominador: no tiene.

Oblicuas:

Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador.



En el caso que nos ocupa: no tiene.

La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la siguiente:

\(Jk

f(X M

<t

b)

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion y de la observacion de la gréfica
guiente, se deduce que el area pedida es:

! y
| Y s
e 5 2
X =- i
1 1 x> +1=t x=1_t=2
5= 2:) 1 -dx=2- cdx = =
! () £x2+1 xdx:%dt K=0.t=1

. lidt . _ _
s_z-EjT_[Lt]1 = L2-L1= L200B9 ¥ =S
1
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CUESTIONES

111
12) Estudiar el rango de la matdz=|1 2 2 |, segun los distintos valores de m.
12 m

[
NN R

1
2=+ 2+2-2-4-m=m-2=0;, m=2
m

Param# 2 = Rang A=3

Teniendo en cuenta, por ejemplo, que el menor complementario del elegento
11

1 2

€s =2-1=1#0, es:

Param=2 = Rang A=2

*kkkkkhkkkk



X
29) Hallar la distancia del punto P(2, 1, 1) alarectgy
y4

N wiv Wi

La distancia del punto P a la recta r puede determinarse teniendo en cuenta q
es un punto de r y es el vector director de la recta.

Teniendo en cuenta qu&=d ‘V‘ y que tam-
bién puede seS:‘T/ D?P‘, se deduce que la distan-
‘V DQ—P‘

cia es:d(P, r) :T .
\'

—_—

Un punto de r esg(%, % Oj y v =(0, 1, 1) es un vector director de la rectarr.

QP=P-Q=(21 1)—@, 2, 0){2, 3 1j:<TP

T I ¢ I ] kK
L 011 f]o11
4P, r)= QPDv‘: s 19 :3 51 3 :|3+5j—5<—i|:|2i+5j—5k|:
’ v O+ +1° J2 32 32

_JZ+5+(-5 _J4r25+25 54 _.9-6 _3/6
3/2 3/2 32 32 32
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lim & - x-cosx
39) Calcular :
X >0 serf x

lim & -x-cosx_e’- 0-cosO_1-1_0

= Ind. = (L'Hopital) =

Xx-0  serfx serf O 0 0
lim & -1+ senx lim é&-1+senx 1-1+0_0
= = =— = Ind. =
X-0 2-senx :cosx X-0 sen(2x) 0
lim e + 0+
N (L'Hopital) N e +cosx _e +cosO _ 1+1_g_}

X-0 2-cos(2x)_ 2.co0s0 21 2
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4%) Demostrar que la ecuaci@h+ 4x®> + 3= 0 tiene exactamente una raiz en el intervalo
[-1 1]. ¢ En qué resultados te basas?

Considerando la funciéri(x) = x° + 4x* +3, que es continua en su dominio, que

es R, por lo tanto lo sera en cualquier intervalo considerado y, naturalmente, en el in
valo dado [-1, 1].

Por ser la funcién f(x) continua en todos los puntos del intervalo [-1, 1] y deriva
ble en todos los puntos del intervalo (-1, 1) le es aplicable el Teorema de Bolzano, qt
dice que: “si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremo
de éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos ucii(alob) tal

que f(c)=0".

f(x)=x+4°+3 = f(- 1=(- X+ 4 ¥+ 3=-1-4+3=-2<0 _
f()y= 1+ 4-3+ 3= 1+ 4+43=9>0

= OcOR, cO[-1 1= f(c)=0

f( = 5% +12X >0, = f(X es creciente0xOR, lo cual implica que f(x) no puede

anularse en ningun otro punto distinto de c, sientl® c <1, por lo tanto:

La ecuacionx® + 4x*> +3=0 tiene exactamemtuna raiz en el intervalo [— 1 J] cqd.
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PRUEBA B

PROBLEMAS
-1 0 1 1 0 -1

1°) Dadas las matrice&=| 2 1 0| yB=| 1 1 1 |, se define la siguiente ma-
3 2 -1 -2 0 O

triz. C=A+mE.

a ) Hallar para qué valores de m la matriz C tiene rango menor que 3.

b ) Para m = -1, resolver el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es

a)
-1 0 1 1 0 -1 -1 0 1 m O -m
C=A+rmB={ 2 1 O|+m-{ 1 1 1(|={2 1 O+l m m m|=
3 2 -1 -2 0 O 3 2 -1 -2n 0 O

m-1 0O 1-m
=l m2 mtl m |=C
3-2n 2 -1

m-1 0 1-m

= m2 me m == e e 30 - (1 mim+ i3-2m)-
3-2m 2 -1

-2 fom ) =- m+1+2( m- nf +2-2m)+(m? - (3- 2n) - 2n7 + 2m=

=— 3m 4 2m 2f 4 3f- 2rh- 3+ 2 2mE-2nf - 2n7 + 2m+ 2=

= Bi(me b e B (me ) 2 2)= £ Y1 )= 4 me 90 mltem)=

= :{m+ ])2(1—m):0:> m=1;; m=-1

m=
Para{ }:> Rang C <3
m=-1




b)
-2 0 2
Param=-1llamatrizCe&s=| 1 0 -1|.

5 2 -1

-2x+2z2=0
El sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es C es-z=0 ;, equi-
5x+2y-z=0
x—z=0

: : x—z=0
valente al sistema x-z=0 ;, equivalente asuvez a :
5x+2y-z=0
5x+2y-z=0

Su resolucion es evidente haciendoz=A:

X+ ¥-z=0;;9+Y-A=0;; 2y=-41 ;; y=-2/
X=A
Solucion: <y=-24 ;; OAOR
z=/
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. & senx) si x<O0 _
2°) a ) Hallar a y b para que la funcidifx) :{ )lg b) s S continua en
+ ax+ SI X2

x=0.

b ) Calcularf'(-z).

Para que la funcion f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los li

tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcién en
punto:

lim lim
o f(x)—x ) 0[ [ & senx)]|=Le=1

lim
o f(x)—x N O(>?+ax+b)— f(0F b

La funcién es continua en x = 0 para b = 5 y cualquier valor real de a.

b)
cos X

= _22 = y =
Parax = 5 ©s { ¥= ersenx)y f'(x) sorx’

: sen(-a)=-sena )
Teniendo en cuenta qye seria:
cos(-a)=cosa

cos(—j L
7\ — 2) _ 0
f'(-4)= = 2

ersen| -~ e-sen’’ e-1
2 2

f'(-4)=0
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CUESTIONES

12) Si A es una matriz cuadrada, ¢la matizA’ es igual a su traspuesta? Razonar la
respuesta. (Aes la matriz traspuesta de A).

La respuesta es que en general no.

Como razonamiento de la respuesta puede considerarse, por ejemplo, que
matriz A tiene todos sus elementos iguales o es simétrica, coincide con su traspues
entonces serid+ A" = A+ A=2A, lo cual obligaria a que se cumpliera qife= A",
lo cual es en general falso.

Sin embargo, si la matriz A es nula se cumpliria queA™ = A", lo cual también
se deduce deA+ A" = A" = A=0, siendo O la matriz nula de la misma dimension
gue la matriz A.
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2%) Hallar la ecuacion de la recta s que pasa por el punto A(1, 2, -1), es paralela al
n=2x+y-2-3=0 Yy es perpendicular a la reate x:y—_l:%d'.

Existen diversas formas de resolver este ejercicio; una de ellas puede ser I
guiente:

Un vector normal del plana es n =(2, 1, -1) y un vector director de la recta r
esv=(1 -1 3).

La recta s, por ser paralela al planoes perpendicular al vector normal del
plano. Por ser perpendicular a r, sus vectores directores tienen que ser perpendicu
por lo tanto: el vector director de s tiene que ser perpendicular, a la vez, a los vect

nys.

Sabiendo que el producto vectorial de dos vectores es otro vector perpendicul
los dos vectores que se multiplican, el vector director de la recta s puede ser cualqt

gue sea linealmente dependiente del producto vectorial de los ve?tq're?s.

i ]k
w=nOv=l2 1 -1=3-j-X-k-i-6=2-7-%=(2-7 -3)=w
1 -1 3

Teniendo en cuenta que la recta r pasa por el punto A(1, 2, -1), su ecuacion ve
rial es:

s=(x,y,z)=(12-3+A(2 -7 -3)
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3%) Hallar el area de la region limitada por la cuprax?® y la rectay = 2x + 3.

En primer lugar dibujamos la situacion, para lo cual determinamos los puntos
corte de ambas funciones:

_ 2834+12 _ 24_r4:> X =3
y=2x+3

y=x’ ’
> X=X+3 1 xX*-2%-3=0:; x=
2 2 X, =-1

Los puntos de corte son: A(3, 9) y B(-1, 1).

| vt /A Todas las ordenadas de la recta son iguales

| | mayores que las de la parabola en el intervalo determ
\ nado por los limites de integracion que es el siguiente
XY
.|.

BNAREEE

(-1, 3). El area pedida es:

%J%( 2% 3 - dx—Js' % -dx:i(2x+3— X) - dx =

1 -1

><v
I
[
N
x
N
+
w
X
I
w|*,
[
| w
N
I
[
>
N
+
w
x
I
| %,
[
| w
N
I

:(9+9—2_7j—(1—3+£j:18—9+2—} :11—&:@:3_2 uz =
3 3 3 3 3 3

I
0p)
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43) ¢ Cudl es la ecuacion de la circunferencia de centro O’(3, 2) que es tangente al €
abscisas?

\(Ak ., s
Del triangulo rectangulo de la

P( figura se deduce, aplicando el Teorema
x (x, y) de Pitagoras, que:

r=(x=3f +(y-2) (9

Teniendo en cuenta que la cir-
cunferencia es tangente en el punto T
de coordenadas T(3, 0), el radio de la
circunferencia es 2.

4
(
\
N\

O

Sustituyendo y operando en la expresion (*) resulta:
Z= X-6x9+ Y-4y+4 ;; X+y -6x—4y+9=0
La expresion analitica de la circunferencia c es la siguiente:

c=X+y —-6x—4y+9=0
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