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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora “en línea”. No se admitirá 
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones gráficas. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma. 

 
PRUEBA A 
 
PROBLEMAS 

1º) a ) Hallar el valor del parámetro a para que los planos 

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 se corten 

en una recta r. 
 
b ) Obtener la ecuación del plano π  que pasa por el punto P(2, 1, 3) y contiene a la recta 
r del apartado anterior. 

---------- 
 
a ) 
 Para que los planos se corten en una recta es necesario que el sistema sea compa-
tible determinado con un grado de libertad, o sea, que los rangos de las matrices de coe-
ficientes y ampliada sean iguales a dos, para lo cual es necesario que los determinantes 
de ambas matrices sean nulos. 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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adoerInCompatibleincógnMRangMRangaPara mindet.º2'1 ⇒<==⇒=  

 
rrectaunaencorseyplanoslosaPara tan,1 321 πππ=  

 
b ) 
 
 La recta r que determinan los planos 321, πππ y  expresada por dos ecuaciones 
implícitas puede ser cualquier par de ecuaciones de los planos anteriores, por ejemplo, 


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r , cuya expresión por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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Un punto y un vector de r son ( )1,1,0=v  y ( )0,1,1 −Q . 

 
El plano π  pedido, por pasas por el punto P(2, 1, 3) y contener a la recta r tiene 

como vectores directores a ( )1,1,0=v  y a ( )3,2,1=== PQQPw .  
 
La expresión general del plano π  es la siguiente: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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0=−+≡ zyxπ  

 
********** 
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2º) Dada la función ( )
12 +

=
x

x
xf , hallar: 

 
a ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus máximos y mínimos relativos. 
 
b ) El área de la región limitada por la gráfica de f, el eje OX y las rectas x = -1 y x = 1.  
 

---------- 
a ) 
 Se trata de una función racional cuyo dominio es R, por no existir valores reales 
de x que anulen el denominador.  
 
 Es simétrica con respecto al origen por ser ( ) ( )xfxf −=− . 
 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a su deri-
vada: 
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( ) ( )1,1:0'1 −⇒>⇒< oCrecimientxfxPara  

 
 Los máximos y mínimos relativos de la función son los siguientes: 
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 Los puntos de inflexión son los siguientes: 
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 Las asíntotas son las siguientes: 
 
Horizontales: 
 
 Son los valores finitos de f(x) cuando x tiende a ∞± : 
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 La solución de este apartado es lógica si tenemos en cuenta que la función es si-
métrica con respecto al origen de coordenadas. 
 
Verticales: 
 
 Son los valores finitos que anulan el denominador:  no tiene. 
 
Oblicuas: 
 Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador.  
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 En el caso que nos ocupa: no tiene. 
 
 La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b ) 
 
 Teniendo en cuenta la simetría de la función y de la observación de la gráfica si-
guiente, se deduce que el área pedida es: 
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CUESTIONES 
 

1ª) Estudiar el rango de la matriz 
















=
m

A

21

221

111

, según los distintos valores de m. 

 
---------- 

 

2;;0242222

21

221

111

==−=−−−++= mmmm

m

 

 
32 =⇒≠ ARangmPara  

 
 Teniendo en cuenta, por ejemplo, que el menor complementario del elemento a31 

es 0112
21

11
≠=−= , es: 

 
22 =⇒= ARangmPara  

 
********** 
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2ª) Hallar la distancia del punto P(2, 1, 1) a la recta 








=
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=
≡

λ
λ
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r 3
2

3
1

. 

---------- 
 

La distancia del punto P a la recta r puede determinarse teniendo en cuenta que Q 
es un punto de r y v  es el vector director de la recta. 
 

 Teniendo en cuenta que vdS ·=  y que tam-

bién puede ser QPvS ∧= , se deduce que la distan-

cia es: ( )
v

QPv
rPd

∧
=, . 

 

Un punto de r es 






 0,
3

2
,

3

1
Q  y ( )1,1,0=v  es un vector director de la recta r. 
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
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3ª) Calcular 
xsen

xxe

x

lím x
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---------- 
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www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
4ª) Demostrar que la ecuación 034 35 =++ xx  tiene exactamente una raíz en el intervalo 
[ ]1,1− . ¿En qué resultados te basas? 

---------- 
 
 Considerando la función ( ) 34 35 ++= xxxf , que es continua en su dominio, que 
es R, por lo tanto lo será en cualquier intervalo considerado y, naturalmente, en el inter-
valo dado [-1, 1]. 
 
 Por ser la función f(x) continua en todos los puntos del intervalo [-1, 1] y deriva-
ble en todos los puntos del intervalo (-1, 1) le es aplicable el Teorema de Bolzano, que 
dice que: “si una función f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos 
de éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos un valor ( )bac ,∈  tal 
que ( ) 0=cf ”. 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ] ( ) 01,1,

0934131·411

0234131411
34

35

35

35

=⇒−∈∈∃⇒

⇒






>=++=++=
<−=+−−=+−+−=−

⇒++=

cfcRc

f

f
xxxf

 

 
 

( ) ( ) Rxcrecienteesxfxxxf ∈∀⇒>+= ,0125' 24 , lo cual implica que f(x) no puede 

anularse en ningún otro punto distinto de c, siendo 11 ≤≤− c , por lo tanto: 
 

[ ] ...,1,1int034 35 dqcervaloelenraízunaeexactamenttienexxecuaciónLa −=++  

 
********** 
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PRUEBA B 
 
 
PROBLEMAS 

 
 

1º) Dadas las matrices 



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



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





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ByA , se define la siguiente ma-

triz: mBAC += . 
 
a ) Hallar para qué valores de m la matriz C tiene rango menor que 3. 
 
b ) Para m = -1, resolver el sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es C. 
 

---------- 
a ) 
 

C

m
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
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

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

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
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

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
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
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



−

−
=+=

1223

12

101

002

0

123

012

101

002

111

101

·

123

012

101

 

 

( ) ( )( ) ( )( )( )
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
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b ) 

 Para m = -1 la matriz C es 
















−
−

−
=

125

101

202

C . 

 

 El sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es C es 








=−+
=−
=+−

025

0

022

zyx

zx

zx

, equi-

valente al sistema 








=−+
=−
=−

025

0

0

zyx

zx

zx

, equivalente a su vez a 




=−+
=−

025

0

zyx

zx
. 

 
 Su resolución es evidente haciendo λ== zx : 
 

λλλλ 2;;42;;025;;025 −=−==−+=−+ yyyzyx  

 

R

z

y

x

Solución ∈∀








=
−=

=
λ

λ
λ

λ
;;2:  

 
********** 
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2º) a ) Hallar a y b para que la función ( ) ( )




≥++
<+

=
0

0
3 xsibaxx

xsixseneL
xf  sea continua en 

0=x . 
 
b ) Calcular ( )2' π−f . 

---------- 
 
 Para que la función f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los lími-
tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la función en ese 
punto: 
 

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

1

0
00

1
00

3

=⇒














==++
→

=
→

==+
→

=
→

+

−

b

bfbaxx
x

lím
xf

x

lím

eLxseneL
x

lím
xf

x

lím

 

 
La función es continua en x = 0 para b = 5 y cualquier valor real de a. 

 
 
b ) 

 Para 
2

π−=x  es ( ) ( )xseneLxf +=  y ( )
xsene

x
xf

+
= cos

' . 

 

 Teniendo en cuenta que 
( )
( ) 








=−
−=−

αα
αα

coscos

sensen
 sería: 

 

( ) 0
1

0

2

2
cos

2

2
cos

' 2 =
−

=
−

=







−+








−
=−

esenesene

f π

π

π

π
π  

 
( ) 0' 2 =− πf  

  
********** 
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CUESTIONES 
 
1ª) Si A es una matriz cuadrada, ¿la matriz TAA+  es igual a su traspuesta? Razonar la 
respuesta. (AT es la matriz traspuesta de A). 
 

---------- 
 

La respuesta es que en general no. 
 
 Como razonamiento de la respuesta puede considerarse, por ejemplo, que si la 
matriz A tiene todos sus elementos iguales o es simétrica, coincide con su traspuesta y, 
entonces sería AAAAA T 2=+=+ , lo cual obligaría a que se cumpliera que TAA =2 , 
lo cual es en general falso. 
 
 Sin embargo, si la matriz A es nula se cumpliría que TT AAA =+ , lo cual también 
se deduce de: OAAAA TT =⇒=+ , siendo O la matriz nula de la misma dimensión 
que la matriz A. 
 

********** 
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2ª) Hallar la ecuación de la recta s que pasa por el punto A(1, 2, -1), es paralela al plano 

032 =−−+≡ zyxπ  y es perpendicular a la recta 
3

4

1

1 −=
−
−=≡ zy

xr . 

 
---------- 

 
 Existen diversas formas de resolver este ejercicio; una de ellas puede ser la si-
guiente: 
 
 Un vector normal del plano π  es ( )1,1,2 −=n  y un vector director de la recta r 

es ( )3,1,1 −=v . 
 
 La recta s, por ser paralela al plano π  es perpendicular al vector normal del 
plano. Por ser perpendicular a r, sus vectores directores tienen que ser perpendiculares, 
por lo tanto: el vector director de s tiene que ser perpendicular, a la vez, a los vectores 
n  y s .  

 
Sabiendo que el producto vectorial de dos vectores es otro vector perpendicular a 

los dos vectores que se multiplican, el vector director de la recta s puede ser cualquiera 
que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores n  y s . 
 

( ) wkjijikkji

kji

vnw =−−=−−=−−−−−=
−

−=∧= 3,7,2372623

311

112  

 
 Teniendo en cuenta que la recta r pasa por el punto A(1, 2, -1), su ecuación vecto-
rial es: 
 

( ) ( ) ( )3,7,21,2,1,, −−+−=≡ λzyxs  
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3ª) Hallar el área de la región limitada por la curva 2xy =  y la recta y = 2x + 3. 
 

---------- 
 
 En primer lugar dibujamos la situación, para lo cual determinamos los puntos de 
corte de ambas funciones: 
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 Los puntos de corte son: A(3, 9) y B(-1, 1). 
 

 Todas las ordenadas de la recta son iguales o 
mayores que las de la parábola en el intervalo determi-
nado por los límites de integración que es el siguiente: 
(-1, 3).  El área pedida es: 
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4ª) ¿Cuál es la ecuación de la circunferencia de centro O’(3, 2) que es tangente al eje de 
abscisas? 
 

---------- 
 

 
 Del triángulo rectángulo de la 
figura se deduce, aplicando el Teorema 
de Pitágoras, que: 
 

( ) ( ) (*)23 222 −+−= yxr  
 
 Teniendo en cuenta que la cir-
cunferencia es tangente en el punto T 
de coordenadas T(3, 0), el radio de la 
circunferencia es 2. 

 
 Sustituyendo y operando en la expresión (*) resulta: 
 

0946;;44962 22222 =+−−++−++−= yxyxyyxx  
 
 La expresión analítica de la circunferencia c es la siguiente: 
 

094622 =+−−+≡ yxyxc  

 
********** 

 

Y 

X O 

P(x, y) 

T 

c 

O’(3, 2) 

y - 2 

x - 3 

r 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s




