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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma.

PRUEBA A

PROBLEMAS

1°) Sea m un numero real y seanz ya recta y el plano dados respectivamente por la:
2X My z=2-m

y 1= 3x+ 2z=2-m. Se pide:
X+2y+z=0

ecuaciones E{

a ) Estudiar la posicidn relativa de mnyen funcién del valor de m.

b ) Para el valor de m = 1, hallar la ecuacion del plangue pasa por el punto de corte
deryn yes perpendicular alareatax=y=z.

a)

La rectary el plan@ forman un sistema de tres ecuaciones lineales con tres in
cognitas. Segun que el sistema sea compatible determinado, compatible indetermine
o incompatible, la recta sera secante, contenida o paralela alplaespectivamente.

A. Menguiano



2 X myz=2-m
El sistema formado as=< x+2y+z=0 y las matrices de coeficientes y
3x+2z=2-m

2 -m 1 2 -m1l2-m
ampliadasonMm =1 2 1|;; M'={1 2 1 O
3 0 2 3 0 22-m
2 -m 1
IM|=|1 2 1|= 8 3m 6+2m=5m+2=0 ;; m:—é
3 0 2

Para m# —é = Rang M= Rang M'= 3= rP inc6g. = Compatibledetermin ado

2
Para m¢—3:> Larecta r y el plano 77 se cotan en un punta

2 2 12 2 2 11 10 2 55
2 , 12 12
Param=-= =>M'=[1 2 10|==.{1 2 10(==|1 2 10| =
5 5 25
302% 3021 3 021
10 2 5
= Rangode M' ={C, C,, C,}=|1 2 0|= 26-30- 2=-12#0= RangM'=3
3 01

Para m= —§:> Rang M# RangM' = Incompatilbe

Para m:—E:> La recta r y el plano 7 son paralelos

b)
Para m = 1 el punto de corte de r gpes el siguiente:

2x—-y+z=1
El sistema resultante esx+2y+z=0. Resolviendo por Cramer:
3x+2z=1



1 -11 2 11
O 2 1 1 01
1 0 2 4-1-2 1 312 1+3-2-2 0
X = = =_=1=x y= = =—=0=y
2 -1 1 8-3-6+2 1 1 1 1 —
1 2 1
3 0 2
-11
1 2
3 0 1] 4-6+1 -1
Z= = = =-1=7z
1 1 1

El punto de corte es P(1, 0, -1).

La rectat = x=y =z tiene como vector directov = (1, 1, 1), que también es vec-
tor normal al plano?' pedido, por tanto, éste plano tiene una expresion de la forma:

n'=x+y+z+D =0; como tiene que contener al punto P(1, 0, -1) tiene que satisfacer
ecuacion, o sea:

14 1-6 1{- }+D=0;; %+ 0-1+D=0 ;; D=0

n'=sx+y+z=0
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2°) Sea f la funcion dada pof y= ¥ -3 x/+2, xOR.

a ) Estudiar la derivabilidad de f en x = 0 mediante la definicion de derivada.
b ) Determinar los intervalos de monotonia de f y sus extremos relativos.

c ) Esbozar la gréafica de f.

a)
X +3x+2 si x<0

La funcién se puede redefinir comdi(x) = . :
X —3x+2 si x>0

Vamos a estudiar la derivabilidad de la funcién para x = 0, para lo cual veremo:
primero si es continua para x = O:

lim _lim _
o f(x)—xﬁo(x +X+2)=2

lim _ imo, B
o f(x)—xﬁo(x X+2)=2

La funcién es continua para x = 0. Veamos ahora si es derivable:

Una funcién es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

2x+3 six<0 f'(O‘)::j
f'(x)= = = f'(0)# (o)
2x-3 six>0 £'(0')=-3

La funcién no es derivable en x = 0.

b)
Rara x<0 = f(X)=x*+3x+2

f(Y)= X+ 3= f(x)= 0= X+3=0;; 2x=-3;; x=-

N w

Para X<‘§ = f'(x)<0 = Decrecierg = (—oo, —gj




N w

Para —g< x<0 = f'(x)>0 = Creciente= (—

.

Rara x>0 = f(x)=x*-3x+2

f(Y= x-3= f(x)=0=> %-3=0;; 2x=3 ;; x=

N w

Para 0< x<g = f'(x)<0 = Decreciers = (0, gj

Para X>§ = f'(x)>0 = Creciente = G +°°j

Resumen del estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento):

Decrecierd: (—oo, §j O (O, Ej
2 2

Creciente (—é, O)D (E +ooj
2 2

Para determinar el maximo o minimo recurrimos a la segunda derivada:

f(x) =

Para x<0 = f(X)=x*+3x+2

f{(¥=2+3;; f"(x)=2>0 = Minimo

2
()=(-3) 4a.(-3)sp=9.9,,- 91848 1718 1\ (3 1
2 4 2 4 4 4 2

bp29.9,,_9-18+8 _17-18_ 1 _ Mm_(g _1j
4 2 4 4




c)
La gréfica de la funcién es, aproximadamente, la siguiente:

\(Ak

X

(| +2

>

v
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CUESTIONES

12) Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyo determinante vale 3, y sea la m
B=3/3 A. Calcular el determinante de B.

Teniendo en cuenta que:
1.- El producto de una matriz por un nimero es la matriz que resulta de multipli
todos y cada uno de los elementos por el nUmero.

2.- Si se multiplica o divide una fila o0 una columna de un determinante por un nar
ro, el valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho niumero.

Segun los dos puntos anteriores, siendo | A | = 3, sera:

i/_aa\:(ifé“ IA|= 3/3-3=9%3=|B|

| B[=
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X=1+24
22) Calcular la distancia entre las reatas y =0 y s=—=
z=-A

Un vector director de r es =(2, 0, —1) y un director de s es = (-1, 1, -1).

Como puede observarse, los vectotesy v son linealmente independientes, o
cual significa que las rectas se cruzan o se cortan; para verificar que se cruzan det
namos un tercer vectow que tenga como origen un punto de r, A(1, 0, 0) y por extre

mo un punto de s, B(0, 3, 2v= AB=B-A=( 1, 00-(0 3 9=(1 -3 -2).

Para que las rectas se crucen es necesario que los vegtoresy w estén en
planos diferentes, por lo tanto, el rangc{ﬁev, W} tiene que ser 3:

2 0 -1
Rangode{_lj, v, W}: -1 1 -1|=-4 3 1-6=-12#0= Rango=3
1 -3 -2

En efecto, las rectas r y s se cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist:
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se



serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V:_’u'(_’VD—V)\):‘_l’JD—\»/"h:‘EDV‘.d . d:‘u'_(VEW)‘
ullv
2 0 -1
-1 1 -1
d_‘ﬁ.(VDW)\_ 1 -3 -2|| |-4-3+1-6| |1-13 12 _
] ‘UDV gk _|2<+j+i+2j|_|i+3j+2k|_m—
2 0 -1
-11 -1

12 —12—12@—6\/1_4u—d
J1+9+4 14 14 7
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39) Calcular el valor deIIIm tag(2x).
X - Z tag(6x)

lim tag(ex) _ tagz _O_ . (L' Hopital) =
X - Ztag(6x) tag (37) O

2
_ lim cos (2x) _ lim cos(6x) _1 cos(37) 1 cosm_1 (-1)° _1
X2 6 x5 xos(2x) 83 cosm 3 cosm 3 (-1 3
cos (6x)
Este problema también puede hacerse de la siguiente forma:
ser(2x)
lim tag(2x) _ lim cog2x) _ lim ser( %) -cos(6x) _

X - Ztag(6x) x - Z ser(6x) x - Z ser{ &) -cos(2x)
cos(6x)

_ lim cogbx) lim sen2x) _cog3n) lim ser(2x) -1 lim ser(2x) _
X > Zcog2x) x - Zser(6x) cosm X - Zser6x) -1 X - Zser(6x)

lim 2 e .
= _ser( X) 0 = Ind.=> {DIVIdIendO por x—"L numerador y denomin ador} =
X - Zser(6x) 0 2

ser(2x)  lim ser(2x)
lim x-7 _X-7 X=7 _A .
X 7 ser(6x)  lim sen(éx) B = 0

7 Ty
X35 X35 X=3

lim  ser(2x) N z
= nse ,TX =SSN0 hd. = 2x-7=20} = {X_)E} =
X-> 3 X-7% 0 o = 774 201 a-0
_ p lm sen(r+2a) _ lim sen(-2a) _ lim -sen(2a) __ lim sen(Za):>
a-0 a a-0 «a a-0 «a a-0 a

B0

2a =0 . .
a-0 [im [im
:{ ﬁ}:{ }:>A:— senf_ ;. Senf o 5. 1=-2=A
a=—
2



lim ser(6x) _sen(37) _0 _ R 1 BN
X2 x-1 0 '

_ g [m sen(37+6a) _ lim sen(-6a) __ Iim sen(6a'):>
a-0 a a-0 a a-0 a

[im sen,B__6 1=-6=8B

a-0 __ lim seng___
= B :>{ }:>B— ,8—>Oﬁ 6,8-»0
6

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B, resulta:

lim tag(2x)
X - Z tag(6x)

_A_
B

-2 ] : .
s (Como cabia esperar, el mismo resultado anterior.)

lw =
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43) Hallar el area del recinto limitado por las paraboja® x- X e y=x* - 2x.

Los puntos de corte de cada para-
bola con el eje de abscisas son:

y=6x-x*=0 = x(6-x)=0 =

o
o
N—"

U
—
X |—\><
I
I
Q,

Los puntos de corte de las dos pa-
rabolas se obtienen igualandolas:

XX =X-2X ;; 2X*-8=0 =

x,=0 - O(0, 0)

bx-X¥=¥X-X;; 2-&=0= 2x(x-4)=0 =

y(¥= 4-2.4=16-8=8 -~ - - - - - o i

La representacion grafica de la situacion es la de la figura.

(6 % %) dbe[( -2 e [ (5 - 29-dx=

0 2

s

O ey




:(3 -16—%j—0+0—(§—4j+(§—4j—(%—MJ -5 0%, 15-64-128_
3 3 3 3 3 3 3

_192-128 _64 P =S
3 3
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PRUEBA B
PROBLEMAS

X+ 2y+3z=1
1°) Se considera el sistema de ecuaciones linealesay+ 3z =2
2x+(2+ @ y+62=3

a ) ¢ Existe algun valor del parametro a para el cual el sistema es incompatible?

b ) ¢Existe algun valor del parametro a para el cual el sistema sea compatible dete
nado?

c ) Resolverlo paraa = 0.

a)
1 2 3
M=1 a 3|={C=3-C}= RangM=2, OalR
2 a+2 6

Vamos a estudiar ahora el rango de M’, para lo cual prescindimos de la terc
columna:

1 2 1
Rangode M' = [M'[=|1 a 2|= &+a+ 2+ 8 22-6-2Aa+2)=0;;
2 a+2 3

A+ 4~ 22-4=0,;,0=0 = RangM'=2, OalJR

RangM= RangM '= 2<n° inc.= Compatible indet emin adg DallR

No existe ningun valor real de a para el cual es sistema sea incompatible

b)

No existe ningun valor real de a que haga el sistema compatible determinado.

c)
Lo resolvemos para a = 0. Como sabemos que es compatible indeterminado, [
cindimos de la tercera ecuacion.



X+ 2y+3z=1

El sistema resulta:
X+3z=2

. Haciendoz=A:

X=2-3A

N

X+2y:1‘3/‘}~ 23+ =13 ;; 2+2y=1;; 2y=-1;; y=-

x=2-31
Solucién {y= —% OAOR
z=A
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29 a) Dada la funcion f:[1, - Rdefinida por f(x):1+ L x, determinar de entre
X

todas las rectas tangentes a la grafica de f la que tiene maxima pendiente. Escribir le
ecuacion de dicha recta.

b ) Calcular la funcion primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2).

a)
Se trata de obtener el maximo de f'(x) en el intervalo [1, €]:

== =0= 1-x=0;; x=1, xd[1, ¢

Sy 101 1-x
== 5

., —1- X —(1-%X) - 2Xx —-X—-2+2Xx X-2
f1(x) = (-2 -2 _ 22X

fr@)= 1—2:—1<0:> Maximo ;; f(l):m:%+L1: 1+0=0=m = Max(1, 0)

13

La pendiente es maxima para x =1, para el cual resulta m =0y el punto de
gencia es el maximo: P(1, 0).

La recta tangente es horizontak y=1.

b)

FX=[[ 3+ L) oxef T - def L e L ASFR) ()

Lx=u 1-dx—du
A:jo-dx:> T T x o :>{j u- de= u-v—jv-du}:>

dx=dv- x=v

= A= Lx-x—jx-l- dx xLx [ de xLx x+ C= x(Lx-1)+C=A
X

Sustituyendo en (*): { ¥ = Lx+ x(Lx-1)+C
Por pasar por P(e, 2) tiene que seE g=2= K ¢= Le+t Le-1)+C=2 ;;
e {F3+C=2;;1+0+C=2;, C=1

A XY= Lx+x(Lx-1)+1
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CUESTIONES

1 1 1 -1 0 O
12) Dadas las matricds=|-1 0 1| y A=| 0 -1 0/, hallar la matriz B sabiendo
0O -11 0O 0 2

que P*-B- P=A.
Multiplicando por P por la izquierda, quedaP - P* - B- P=P- A ;;
| . B-P=P-A;; B-P=P-A.

Multiplicando por P por la derecha:

B-P-P= P-A-P'" ;B-I=P-A-P' ;;B=P-A-P* (¥

Ahora vamos a calcular'Ritilizando el método de Gauss-Jordan:

1 1 1/1 00 1 1 1/1 00
(P/1)=|-1 0 1|0 1 o|={F, « F,+F}=|0 1 2|1 1 0|=
0 -11/0 0 1 0 -11/0 0 1
102/101 102/101
F, - F,+F,
o PR S L 11 0/={F,-iF}=|01 2|11 0|
TR 003111 00 1[4 1 1
F . F -2F, 100(35 -5 3 ) EE
- 01 0/ & -—2| = pltz|2 1 -2
F, -~ F,-2F, 2o o
0015 5 3 3 03 3

Sustituyendo en (*) el valor obtenido d& yhaciendo operaciones:

1 1 1) (-1 0 O
B=P-A-P*=|-1 0 1|-| 0 -1 0Of-
0 -11 0O 0 2

Wl wlk Wl

Wl Wl
=

-1 -12)(: -2 1)y (011
=1 0 2|-]¢ & -2z|=|1 0 1|=B
0 12/t ¢+ 2)(110
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2%) Hallar la ecuacién general del plamo que pasa por los puntos(2, 2, -1),
B(4, 0, 2) y es perpendicular al planmo= x -5y +2z-6=0.

El planoa pedido tiene como vectores directoresy n, siendov el que de-
terminan los puntos Ay By un vector normal al plana:

v=AB=B-A=(402-(22-3=(2 -2 3.

—_—

n=(1-5 2)
X—2 y-2 z+1

a(A' Vv, n)E 2 -2 3 |=0;;
1 -5 2

- (¢ P 10z+ J+ By- 2+ Lz+ )+ 18x-2-4y-2)=0;;

1x- 2 (y- P &+ )= 0;;1%- 22- y+ 2-&-8=0

a=1x- y- &-28=0
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3?) Hallar el area limitada por las gréaficas de las funciope3x- X e y=2x-2.

Los puntos de corte de cada funcidn con el eje de abscisas son:

y=3%-x*=0 = x3-x)=0 =

o
(=)
~—

y
—
XX
1 I
o O
l !
29
w
=3

y= x-2=0= x=1= B(L 0)

Los puntos de corte de las dos fun-
ciones se obtienen igualandolas:

- X =2X-2:; X¥*-x-2=0 =

(o lxy1+8 1+4/9 _ 1£3
2 2 2

La representacion gréafica de la situacion es la de la figura.

Por ser todas las ordenadas de la parabola mayores que las de la recta en el
valo (-1, 2), la superficie es la diferencia de las limitadas por la parabola y la recta, |
pectivamente, o sea:

SJZ'[(3X 3-(2x 3]-dx:j'1(3>e % - 2%+ 2)- dx:JZ'(— X = X+ 2)-dx =

-1

De no haber tenido en cuenta el dltimo parrafo, es decir, calculando una a une
areas correspondientes hubiera sido como se hace a continuacion, que, como se af



es mucho mas engorroso.

s]l( 2% )z-dxf(sx %) -dxr

J%(Sx— >3)

0

1
-dx+ [ (2= 2)-dx =
2
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. . lim
43) Determinar el valor de a para que se verlfl)((que («/ X +ax+1- x): 2.

— 400

M (¥ raxi-x)=w-wo = Ind. =

n—>+00

. lim (J X+ ax+l- >9(Jx2+ax+1+x): lim (\/x2+ax+1)2—x2:
Nt VR raxrirx 1ot VR raxrix

lim Y +ax+1-x2 lim ax+1 00
= =—=Ind.=>

N - 4oy +ax+l+x N-toyx+ax+l+x

ax+1 +1 +1
lim X lim ars lim ars
= = = =
N — 40 +ax+1+X n~+°°«/x2+ax+1+1 n - +o /x2+ax+1+1
X X x?
a+ a+
lim M P a+0 a _a
= X = % =17, 2= az4

n - 4o B :«/+++_1+1_ -
/1+32+i2+1 1+i2+i2+1 1+0+0+1
X X 00 00
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