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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora “en línea”. No se admitirá 
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones gráficas. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma. 
 
 

PRUEBA A 
 
 

PROBLEMAS 
 
1º) Sea m un número real y sean r y π  la recta y el plano dados respectivamente por las 

ecuaciones mzxy
zyx

mzmyx
r −=+≡





=++
−=+−

≡ 223
02

22
π . Se pide: 

 
a ) Estudiar la posición relativa de r y π  en función del valor de m. 
 
b ) Para el valor de m = 1, hallar la ecuación del plano 'π  que pasa por el punto de corte 
de r y π  y es perpendicular a la recta zyxt ==≡ . 

 
---------- 

a ) 
 La recta r y el plano π  forman un sistema de tres ecuaciones lineales con tres in-
cógnitas. Según que el sistema sea compatible determinado, compatible indeterminado 
o incompatible, la recta será secante, contenida o paralela al plano π , respectivamente. 
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 El sistema formado es 
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b ) 
 
 Para m = 1 el punto de corte de r con π  es el siguiente: 
 

 El sistema resultante es: 








=+
=++
=+−

123
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12

zx

zyx

zyx

.  Resolviendo por Cramer: 
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 El punto de corte es P(1, 0, -1). 
 
 La recta zyxt ==≡  tiene como vector director ( )1,1,1=v , que también es vec-
tor normal al plano 'π  pedido, por tanto, éste plano tiene una expresión de la forma: 
 

0' =+++≡ Dzyxπ ; como tiene que contener al punto P(1, 0, -1) tiene que satisfacer su 
ecuación, o sea: 
 

( ) 0;;0101;;01·10·11·1 ==+−+=+−++ DDD  
 

0' =++≡ zyxπ  

 
********** 
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2º) Sea f la función dada por ( ) Rxxxxf ∈+−= ,232 . 

 
a ) Estudiar la derivabilidad de f en x = 0 mediante la definición de derivada. 
 
b ) Determinar los intervalos de monotonía de f y sus extremos relativos. 
 
c ) Esbozar la gráfica de f. 

----------  
a ) 

 La función se puede redefinir como:  ( )




>+−
≤++

=
023

023
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2

xsixx

xsixx
xf . 

 
 Vamos a estudiar la derivabilidad de la función para x = 0, para lo cual veremos 
primero si es continua para x = 0: 
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 La función es continua para x = 0. Veamos ahora si es derivable: 
 
 Una función es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y además, son iguales. 
 

( )
( )

( )
( ) ( )+−

+

−

≠⇒
















−=

=
⇒









>−

≤+
= 0'0'

30'

30'

032

032

' ff

f

f

xsix

xsix

xf  

 
La función no es derivable en x = 0. 

 
 
 
b ) 
 ( ) 230 2 ++=⇒≤ xxxfxPara  
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 Resumen del estudio de la monotonía (crecimiento y decrecimiento): 
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 Para determinar el máximo o mínimo recurrimos a la segunda derivada: 
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c ) 
 La gráfica de la función es, aproximadamente, la siguiente:  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 

Y 

X O 1 2 3 

232 +−= xxy  
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CUESTIONES 

 
1ª) Sea A una matriz cuadrada de orden 4 cuyo determinante vale 3, y sea la matriz 

AB 3 3= . Calcular el determinante de B. 
---------- 

 
 Teniendo en cuenta que: 
 
 
     1.- El producto de una matriz por un número es la matriz que resulta de multiplicar 
todos y cada uno de los elementos por el número. 
 
     2.- Si se multiplica o divide una fila o una columna de un determinante por un núme-
ro, el valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho número. 

 
 Según los dos puntos anteriores, siendo | A | = 3, será: 
 

( ) BAAB ===== 33
4

33 393·33·33  

 
********** 
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2ª) Calcular la distancia entre las rectas 








−=
=

+=
≡

λ
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z

y

x

r 0

21

 y 
1

2

1

3

1 −
−=−=

−
≡ zyx

s . 

 
---------- 

 
 Un vector director de r es ( )1,0,2 −=u  y un director de s es ( )1,1,1 −−=v . 
 
 Como puede observarse, los vectores vyu  son linealmente independientes, lo 
cual significa que las rectas se cruzan o se cortan; para verificar que se cruzan determi-
namos un tercer vector w  que tenga como origen un punto de r, A(1, 0, 0) y por extre-

mo un punto de s, B(0, 3, 2): ( ) ( ) ( )2,3,12,3,00,0,1 −−=−=−== ABABw . 
 
 Para que las rectas se crucen es necesario que los vectores wyvu,  estén en 

planos diferentes, por lo tanto, el rango de { }wvu ,,  tiene que ser 3: 
 

{ } 30126134

231

111

102

,, =⇒≠−=−+−−=
−−
−−
−

⇒ RangowvudeRango  

 
En efecto, las rectas r y s se cruzan. 

 
 
 Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 
entre ambas. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepípedo 
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene como 
origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se ob-

A 

B 

d h 

r 

s 

u

v  
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serva en la figura.  
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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3ª) Calcular el valor de 
( )
( )xtag

xtag

x
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2

2
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. 

---------- 
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 Este problema también puede hacerse de la siguiente forma: 
 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

( ) (*)
6

2

6

2

min
2

.
0

0

6

2

6

2
·

1

1

6

2
·

cos

3cos

6

2
·

2cos

6cos

2cos·6

6cos·2

6cos

6
2cos

2

6

2

22

22

2

2

2

2

2222

222

⇒=

−→

−→
=

−

−
→

⇒

⇒






 −⇒⇒=

→
=

=
→−

−=
→

=
→→

=

=
→

=
→

=
→

B

A

x

xsen

x

lím

x

xsen

x

lím

x

xsen

x

xsen

x

lím

adordenoynumeradorxporDividiendoInd
xsen

xsen

x

lím

xsen

xsen

x

lím

xsen

xsen

x

lím

xsen

xsen

x

lím

x

x

x

lím

xxsen

xxsen

x

lím

x

xsen

x

xsen

x

lím

xtag

xtag

x

lím

ππ

ππ

π

π

π

π

ππππ

πππ

π

π
π

 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

A
senlímsenlím

A

senlímsenlímsenlímsenlím
A

x

x

x

x

Ind
sen

x

xsen

x

lím
A

=−=−=
→

−=
→

−=⇒








→
→

⇒














=

=
⇒

⇒
→

−=
−

→
=

−
→

=
+

→
=⇒

⇒








→
→

⇒
















+=
=−

=−
⇒⇒==

−→
=

21·2
0

·2

2
00

0

2

2

2

0

2

0

2

0

2

0

0
22

22.
0

0

0

2 2

2

22

β
β

ββ
β

ββ
α

βα

βα

α
α

αα
α

αα
α

αα
απ

α

α
απ
απ

α
π π

π

ππ

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

B
senlímsenlím

B

senlímsenlímsenlím
B

x

x

x

x

Ind
sen

x

xsen

x

lím
B

=−=−=
→

−=
→

−=⇒








→
→

⇒














=

=
⇒

⇒
→

−=
−

→
=

+
→

=⇒

⇒








→
→

⇒
















+=
=−

=−
⇒⇒==

−→
=

61·6
0

·6

6
00

0

6

6

6

0

6

0

63

0

0
636

22.
0

0

0

36 2

2

22

β
β

ββ
β

ββ
α

βα

βα

α
α

αα
α

αα
απ

α

α
απ

απ
α

π π
π

ππ

 

 
 Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de A y B, resulta: 
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  (Como cabía esperar, el mismo resultado anterior.) 

 
********** 
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4ª) Hallar el área del recinto limitado por las parábolas xxyexxy 26 22 −=−= . 

 
---------- 

 Los puntos de corte de cada pará-
bola con el eje de abscisas son: 
 

( )
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 Los puntos de corte de las dos pa-
rábolas se obtienen igualándolas: 
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( )
( )

( )

( ) →↑→→→→→→→=−=−=









→=

→=

⇒=−⇒=−−=−

88164·244

8,44

0,00

042082;;26

2

2

1

222

y

Cx

Ox

xxxxxxxx

 

 
 
 La representación gráfica de la situación es la de la figura. 
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PRUEBA B 

 
PROBLEMAS 

 

1º) Se considera el sistema de ecuaciones lineales: 
( )








=+++
=++
=++

3622

23

132

zyax

zayx

zyx

. 

 
a ) ¿Existe algún valor del parámetro a para el cual el sistema es incompatible? 
 
b ) ¿Existe algún valor del parámetro a para el cual el sistema sea compatible determi-
nado? 
 
c ) Resolverlo para a = 0. 

---------- 
a ) 

 { } RaMRangCC

a

aM ∈∀=⇒=⇒
















+
= ,2·3

622

31

321

13  

 
 Vamos a estudiar ahora el rango de M’, para lo cual prescindimos de la tercera 
columna: 
 

( )

RaMRangaa

aaaa

a

aMMdeRango

∈∀=⇒==−−+

=+−−−+++=
+

=⇒

,2'00;;04242

;;02262823

322

21

121

''

 

 
RaadoerinCompatibleincnMRangMRang ∈∀⇒<== ,mindet.º2'  

 
No existe ningún valor real de a para el cual es sistema sea incompatible 

 
 
b )  
 
 No existe ningún valor real de a que haga el sistema compatible determinado. 
 
 
 
c ) 
 Lo resolvemos para a = 0. Como sabemos que es compatible indeterminado, pres-
cindimos de la tercera ecuación. 
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 El sistema resulta: 




=+
=++

23

132

zx

zyx
. Haciendo :λ=z  

 

2

1
;;12;;122;;31232

32

312 −=−==+−=+−→




−=
−=+ yyyy

x

yx λλ
λ

λ
 

 

R

z

y

x

Solución ∈∀











=

−=

−=

λ

λ

λ

2

1

32

:  

 
********** 
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2º)  a ) Dada la función  [ ] ( ) xL
x

xfpordefinidaRef +=→ 1
,1: , determinar de entre 

todas las rectas tangentes a la gráfica de f la que tiene máxima pendiente. Escribir la 
ecuación de dicha recta. 
 
b ) Calcular la función primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2). 

---------- 
  a ) 
 Se trata de obtener el máximo de f’(x) en el intervalo [1, e]: 
 

( ) [ ]

( ) ( )

( ) ( ) ( )0,1.0011
1

1
1;;01

1

21
1''

2222·1·1
''

,1,1;;010
111

'

3

334

2

22

MáxmLmfMáximof

x

x

x

xx

x

xxx
xf

exxx
x

x

xx
xf

⇒==+=+==⇒<−=−=

−=+−−=
−−−

=

∈==−⇒=−=+−=

 

 
 La pendiente es máxima para x = 1,   para el cual resulta m = 0 y el punto de tan-
gencia es el máximo: P(1, 0).  
 
 La recta tangente es horizontal:  1=≡ yt . 

 
b ) 

 ( ) ( ) ( )*··
1

·
1

xFAxLdxxLdx
x

dxxL
x

xF =+=+=






 += ∫∫∫  

 

{ }

( ) ACxLxCxxLxdxxLxdx
x

xxxLA

duvvudvu
vxdvdx

dudx
x

uxL
dxxLA

=+−=+−=−=−=⇒

⇒−=⇒














=→=

=→=
⇒=

∫∫

∫ ∫∫

1·
1

··

···
·

1
·

 

 
 Sustituyendo en (*):  ( ) ( ) CxLxxLxF +−+= 1  
 
Por pasar por P(e, 2) tiene que ser:  ( ) ( ) ( ) ;;212 =+−+=⇒= CeLeeLeFeF  
 

( ) 1;;201;;211·1 ==++=+−+ CCCe  
 

( ) ( ) 11 +−+= xLxxLxF  

 
********** 
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CUESTIONES 

 

1ª) Dadas las matrices 
















−
−

=
















−
−=

200

010

001

110

101

111

AyP , hallar la matriz B sabiendo 

que APBP =− ··1 . 
---------- 

 Multiplicando por P por la izquierda, queda:   APPBPP ···· 1 =−  ;; 
 

APPBAPPBI ··;;··· == . 
 
 Multiplicando por P-1 por la derecha: 
 

(*)··;;···;;···· 1111 −−−− === PAPBPAPIBPAPPPB  

 
 Ahora vamos a calcular P-1 utilizando el método de Gauss-Jordan: 
 

( ) { }

{ }

















−
−

=⇒
















−
−

⇒








−→
−→

⇒

⇒
















⇒→⇒
















⇒








+→
+→

⇒

⇒
















−
⇒+↔⇒

















−
−=

−

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

1

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

322

311

3
1

3
1

3
1

33
1

3

233

311

122

100

010

001

2

2

011

101

100

210

201

111

011

101

300

210

201

100

011

001

110

210

111

100

010

001

110

101

111

/

P
FFF

FFF

FF
FFF

FFF

FFFIP

 

 
 Sustituyendo en (*) el valor obtenido de P-1 y haciendo operaciones: 
 

B

PAPB

=
















=
















−
−















 −−
=

=
















−
−

















−
−

















−
−== −

011

101

110

·

210

201

211

·

200

010

001

·

110

101

111

··

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

3
1

3
1

3
2

3
1

1
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2ª) Hallar la ecuación general del plano α  que pasa por los puntos ( )1,2,2 −A , 

( )2,0,4B  y es perpendicular al plano 0625 =−+−≡ zyxπ . 
 

---------- 
 
 El plano α  pedido tiene como vectores directores nyv , siendo v  el que de-

terminan los puntos A y B y n  un vector normal al plano π : 
 

( ) ( ) ( )

( ).2,5,1

.3,2,21,2,22,0,4

−=

−=−−=−==

n

ABABv

 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 08822211;;0182211

;;024215122311024

;;0

251

322

122

,;

=−−+−−=+−−−−

=−−−+++−++−−−

=
−
−

+−−
≡

zyxzyx

yxzyzx

zyx

nvAα

 

 
028811 =−−−≡ zyxα  

 
********** 
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3ª) Hallar el área limitada por las gráficas de las funciones 223 2 −=−= xyexxy . 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de cada función con el eje de abscisas son: 
 

( )

( )
( )

( )0,11022

0,36

0,00

0303

2

1

2

Bxxy

Ax

Ox

xxxxy

⇒=⇒=−=







→=

→=
⇒

⇒=−⇒=−=

 

 
 Los puntos de corte de las dos fun-
ciones se obtienen igualándolas: 
 

( )
( )





−−→−=

→=
⇒

⇒
±=±=+±=⇒

⇒=−−−=−

4,11

2,22

2

31

2

91

2

811

02;;223

2

1

22

Dx

Cx

x

xxxxx

 

 
 La representación gráfica de la situación es la de la figura. 
 
 Por ser todas las ordenadas de la parábola mayores que las de la recta en el inter-
valo (-1, 2), la superficie es la diferencia de las limitadas por la parábola y la recta, res-
pectivamente, o sea: 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( )

Su

x
xx

dxxxdxxxxdxxxxS

==−=

=−−=+−−++−=






 −+−






 ++−=






 ++−=

=+−−=+−−=−−−=

−

−−−
∫∫∫

2

2

1

23

2

1

2
2

1

2
2

1

2

2

9

2

1
5

3

9

2

1
82

2

1

3

1
42

3

8
2

2

1

3

1
4

2

4

3

8
2

23

·2·223·223

 

 
 De no haber tenido en cuenta el último párrafo, es decir, calculando una a una las 
áreas correspondientes hubiera sido como se hace a continuación, que, como se aprecia, 

Y 

O 
1 3 2 

A 
S 

X 
B 

D 

-1 4 

C 

y = 2x - 2 

y = 3x – x2 
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es mucho más engorroso. 
 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ]

( ) ( ) ( ) ( )

Su

xx
xxxx

xx

dxxdxxxdxxxdxxS

==−=−−=

=−−+−−+=−−−+−






 −+






 +−+−−+=

=−+






 −+






 −+−=

=−+−+−+−=

−

−

−

−

∫∫∫∫

2

1

2
2

2

0

320

1

32
1

1
2

1

2

2

0

2
0

1

2
1

1

2

9

2

3
6

2

3
39

1
3

8
6

3

1

2

3
1344210

3

8
6

3

1

2

3
02121

2
32

3

32

3
2

·22·3·3·22
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4ª) Determinar el valor de a para que se verifique ( ) 212 =−++
+∞→

xaxx
x

lím
. 

 
---------- 

 

( )

( )( ) ( )

42
2111001

0

1
1

1

1

1
1

1

1

1
1

1

1
1

1

1

1

.
1

1

1

1

1

1

1

11

.1

2222

2

222

22

22

2

2
2

2

2

22

2

=⇒==
+

=
+++

+=
+

∞
+

∞
+

∞
+

=
+++

+

+∞→
=

=
+++

+

+∞→
=

+++

+

+∞→
=

+++

+

+∞→
⇒

⇒⇒
∞
∞=

+++
+

+∞→
=

+++
−++

+∞→
=

=
+++
−++

+∞→
=

+++
+++−++

+∞→
⇒

⇒⇒∞−∞=−++
+∞→

a
aaa

a

a

xx

a
x

a

n

lím

x

axx

x
a

n

lím

x

axx

x
a

n

lím

x

xaxx

x

ax

n

lím

Ind
xaxx

ax

n

lím

xaxx

xaxx

n

lím

xaxx

xaxx

n

lím

xaxx

xaxxxaxx

n

lím

Indxaxx
n

lím
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