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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma.

PRUEBA A

PROBLEMAS

1°) Sea la funcionf(x)=2e? .
a ) Estudiar su monotonia, extremos relativos y asintotas.

b ) Calcular el area de la regidon plana comprendida entre la gréfica de la funcion y la
rectasx=1yx=-1.
a)
., . 2 si x<0
La funcion se puede redefinir de la fornfdx) = _ :
26 si x>0

En primer lugar vamos a estudiar la continuidad y derivabilidad en el punto criti
co para x = 0 ya que en el resto de su dominio es continua y derivable por tratarse di
una funcién exponencial.

Para que sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los limites por la iz-
guierda y por la derecha sean iguales:

A. Menguiano



La funcion es continua en x = 0.

Una funcién es derivable en un punto si, y solo si, existen las derivadas por la |
quierda y por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

4¢* si x<0 f(0)=41=4
f(x) = = = f(0)z(0)
~4€™ si x>0 f(0)=-41=-4

La funcion no es derivable en x = 0.

En el intervalo(-, 0) es f'(x)>0 y en el intervalo (0, -») es f'(x)<0, lo
cual significa que:

(-, 0) = f'(x)>0 = f(X es monétona creciente

(0, +0) = (<0 = f(X es monétona decreciers

La gréfica aproximada de la funcion es la siguiente:

P(O, 2)

N

y=0

Como puede apreciarse, por el apartado de monotonia y es estudio de su deri
lidad, existe un maximo absoluto para x = 0, a pesar de no ser derivable. Al pu
P(0, 2) se le llama “anuloso”.



Por el caracter de funcion exponencial no tiene asintotas verticales ni oblict
Las asintotas horizontales se obtienen haciendo el limite cuando x tiende a mas y m

infinito:

yo ™ e ™ o)z 2220
y:x l_i,m+oo f(x): X le+oo(2 —2x):2€-°° :e_zgzO
b)

Al tratarse de una funcion simétrica con respecto al eje Y, (la funcion no varia «
cambiar x por —x), la superficie pedida es el doble de la limitada por la curva y el eje

entre los puntos x =0y x = 1:

2 - 2x=t

S 2 2¢”

1
-dx:4-je‘zx-dx =
0 0

dx= = dt
2

1

Xx=1l-t=-2
Xx=0-1t=0

= 8:4-_£et (_Ej -dt:—z-lé -dt:—2-[et];2=—2-(e‘2—e°):—2-(i2—1j:

_ 2 2 _
=2 |18 122 8 10y B9 g g
e e 779 ——— >
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x+y+1=0
2°) Sea la recta= 4 :
2x-z+3=0
a ) Expresar la recta r por unas ecuaciones parametricas.

b ) Para cada punto P de r, determinar la ecuacion de la recta que pasa por P y cort
pendicularmente al eje OZ.

a)
+y+1=0
r= xTy X=A => y=-1-A ;; z=3+2/
2Xx—z+3=0 E—
X=A
r=qy=-1-4
z=3+2/
b)

Los puntos del eje OZ son de la forma Q(0, 0, z) y, en concreto, las rectas |
pendiculares a r que corten a OZ son de la fap@ 0, 3+24).

Segun lo anterior, las rectas s que paserPpby - 1- A, 3+ 24), que es un punto
genérico de larecta r, y son perpendiculares a OZ tiene como vector director a:

v=QP=P-Q=(1, -1-4, 0).
Las rectas pedidas son de la forma:

s=(x,y,2)=(A,-1-2, 2)+k(1, -1-1, 0)

Por ejemplo: Pard =0 = s=(x,y,z)=(0-1 9+k(0, -1 0)
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CUESTIONES

12) De todas las primitivas de la funcidiiy = 2ag x -se¢ x, hallar la que pasa por el

senx cosx =t
-dx =
{— senx- dx=dt

punto P(2, 1).
R3=[ 2agx -seéx-dxzzjco§x }

1+C

t2 1
oo == F F(x)=
+C t? ves () = (X) cos X

= ——Zj

Como F(x) tiene que pasar por el purlg, 1) tiene que seF(z)=1

! ic=2+c=1=c=1

1 1
F(Z)= +C= +C=
(%) cos 7 cod 45 (1
V2

La funcién pedida es:
1- cos X - tag? x

1
cos X

Fx) = cos X
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se cortan en un

2%) Demostrar que las gréficas de las funciorfeg= ¢ y g(x):%

punto x > 0.

Demostrar que las funcioned( =€ y g(x)=

1
— Se cortan en un punto es lo
X

_ 1 .
mismo que demostrar que la ecuacsdr= — tiene al menos una solucion, o lo que el lo
X

: ., 1., .,
mismo: que la funciér{x)=e* - = tiene al menos una solucion.
X

x-e*-1

La funcion h(x)= ;

es continua en su dominio, que &h)= R-{0}.

(Lo anterior se deduce que la funcion h es suma de dos funciones continuas en su
minios).

Segun el teorema de Bolzano, se trata de encontrar dos valores de x, a 'y b,
que a >0y b > 0, que cumplan la condicién: h(a) > 0y h(b) <0, o viceversa.

1 ¢
— .e2 -1
n()=2——=e-2<0
: 1 1
Por ejempla Ja=—, b=1} = -
2 2
. 1—
h)=1 el loe-150

Lo anterior nos permite asegurar que en el inter{ald) las funciones dadas
tienen, al menos, un punto de corte.
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34) Se tiene una matriz M cuadrada de orden 3 cuyas columnas son respectivament
C. y G y cuyo determinante vale 2. Se considera la matriz A cuyas columnas,son -
C, + G, 3G. Calcular razonadamente el determinante dee caso de que exista esa
matriz.

M=(C, C,, C,) ;; |M|=2

A(- C, G+ G, 3G)=|A=|-C, C,+C,, X,
| A=[- G, C.3G[+[-C, G, [ @
|A|=0+|- G, G, 3G|=|-C,,C,, ;| (2

| A=3:|-C,, C,,C| @

| A= 3/Cc, C, C,|=-3|C .C,.Cl=3|M|=3-2=6=|A] @4

Nos hemos basado en las siguientes propiedades de los determinantes:

(1) Si los elementos de una linea de una matriz se descomponen en dos sumal
su determinante es igual a la suma de los dos determinantes obtenidos al c«
derar por separado cada sumando de esa linea, y el resto de lineas iguales
del determinante inicial.

(2) Siuna matriz tiene dos lineas paralelas proporcionales, su determinante es ce

(3) Si se multiplican o dividen todos los elementos de una linea de una matriz,
determinante queda multiplicado o dividido por dicho namero.

(4) Si se intercambian dos lineas paralelas de una matriz, su determinante camb
signo.

Teniendo en cuenta que:
A A= yque |Al-|At|=1=

_ 1 1 1 i}
— ‘Al‘:mz_—6:—6:‘Al‘
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49) Determinar se el planea=2x+3y-4=0 corta o0 no al segmento de extremos
A(2 1 3)yB(3 2 1).

La recta que pasa por los puntos A y B tiene como vector director el vector:
v=AB=B-A=(32)-(213=(11 -2
La recta r que contiene a los puntos Ay B es:
(A,T/)E (x,y,2)=(213+2(1 1, -2)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es:

Xx=2+A
rsqy=1+/
z=3-21

El punto P, interseccion de r con el plane@s:

={r b= (2A)+ BxrA)- £ 04 A+ 3+ A-4=0; 51=3 ;; /]:g
::2*n§::1§
5
b lyore3o8 SR
5 5 5'5 5
z:3—2/1:3—§:g
5 5

Para que el punto P pertenezca al segmeBtoteniendo en cuenta que los tres
| AP
puntos estan alineados, (pertenecen ar los tres), tiene que cumplirse-guae:
AB

ﬁ::p—A:(l_:;,§,gj_(2,13) (:_3 :_3 _§j:>‘ﬁ:>‘ 19,2, E_Q_ﬂ
5 5 5 55 5 25 25 25 5 5

AB=B-A=(11 -2) = ‘@":\/1+1+4:@

— 3V6

Al s s -
——<1 = —=-<1 = El plano 7 corta al segmentoAB
‘AB‘ J6 5
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PRUEBA B

PROBLEMAS

X+ y+z=A
1°) Se considera el sistemax+ y+ Az=1.
X+ Ay+z=1

a ) Discutir el sistema, segun los valoreside

b ) Resolver el sistema pada= -3.

c ) Resolverlo parad = 1.

11 1
IM[=|1 1 A= #A+A- 2P -E A-F-1=-(F-20A+)=-(A-0)=0= A=1
111

Parad#1 = RangdM= RangoM '=3=n° incognitas = Compatible determinado

Para m1 losrangosde M y M' son 1.

Param=1 = RangoM= RangoM'=1< rPinc6g = Compatible indeterminado

(con dos grados de libertad)

b)
1 1 1 1 1 1 -3
Parad =-3resultaamMm=|{1 1 -3| :;; M'=|1 1 -3 1
1 -3 1 1 -3 1 1

Aplicando la regla de Cramer:



-3 1 1

1 1 -3
= 1 -3 1 _ -3 3F312/-1_27-11_ 16 _ 1=y
1 1 1 - 3-3-1-9-1 -16 -16
1 1 -3
1 -3 1
1 -3 1
1 1 -3
y= 11 1 _ W1+ 9-1+3+3_17-1_ 16 - 1=y
-16 -16 -16 -16 ——
1 1 -3
1 1 1
S = 1 -3 1 _ 91+ 3+3-1_17-1_ 16 — 1=y
-16 -16 -16 -16 ——
c)

ParaA =1 resulta la ecuacion Unica+y+z=1, que se resuelve parametrizan-
do dos de las incégnitas, ya que el sistema primitivo tiene dos grados de libertad (c
rencia entre el nimero de ecuaciones y el rango de la matriz resultante):

y=a x=1l-a-p
f} = x=1l-a- = Solucion sy=a Oa, SOR
z=p
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2°) Sea { }= X + a¥ + bx+c. Determinar a, b y ¢ de modo que f(x) tenga un extrem
relativo en x = 0, la recta tangente a la grafica de f(x) en x = 1 sea paralele a la recta

ecuacion r= y — 4x = 0, y el area comprendida por la gréfica de f(x), el eje OX y le
rectas x =0, x =1, seaigual a 1.

f(Y=3¢+ 2x+b=0= f(0)=0= BEO= ()= X+ at+ c= f(X=3x +2ax

= y-4x=0;, y=4x=m= 4= f ()E 4= 3.1+ 2 -1=4;; 3+2a=4 ;; a=

N~

Con los datos obtenidos resulta la funciéf() = X +% X2 +C.

Tenemos que suponer que todas las ordenadas de f(x) en el intervalo (0, 1)
positivas 0 negativas, cosa que no puede determinarse si no se conoce el valor de c

S—-I ()).dxzj x°’+1x2+c cdx= | v X pex| = l+£+c _0=1::
° o\ 2 4 6 ], 4 6

%+%+c: 1;;3F 212=12 ;;12c=7 ;; c=
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CUESTIONES

[im
12) Calcular (E— 1 j
X - 0l x senx

lim senx-x .
senx-x_0 (L' Hopital) =
X -0 xsenx O

lim (1 1
- = = -0 = Indet. =
X - 0l X senx

lim cosx—1 . lim - senx
-9 (L' Hopital) = =

= = =
X - 0senx+x -cosx O X — 0 cos ¥ cos x xsenx

-0

2._

o
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22) Calcularj% - dx.
X

2 -2x+1 1 ; f v x
et o

_ Xl X x
=] Ix dxj(\/} ‘I

§+1 1+1 --+1 > ; 2
2 2 z ? ’
~+1 —+1 -—+1 P Py P ° ’
5 2 2 2 2
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3%) Hallar la ecuacion del plano que contiene a la rectee x=y =z y es perpendicu-
lar al planon=x+y-2z-1=0.

El plano 7' se puede determinar por un punto de la recta r, por ejemplo, O(0,
0) y los dos siguientes vectores directores:

1.- v, directorde larectary, =(1, 1 1).
2.- n normal al planoz: n =(1, 1, -1).

y4
1/=0;, — & z+ y-z-x+y=0;;, -2x+2y=0

77'(0; 7, F)E i(
1 -1

PR <

n'=x-y=0
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: 2
49) Dada la matriB :% : [

1 .
ZJ’ hallar una matriz X tal que: X - B+ B =!B

Este problema lo vamos a resolver de dos formas diferentes:

2
B:E.
4

12)

):(52

1

2

3

a b
3). Supongamosgue B‘lz(c J

d

Por definicién de inversa de una matriz se cumple que:

e (4 (e B S
-3 3 c d) (01 -3a+ic —-;b+Zd

2a-1ic=1 2a-c=3 da—-2c=6
a=2;,4-¢c=3,;,¢c=1
-3a+%c=0] -a+2=0] -a+2X=
2ph-1d=0 2b-d=0| 4b-2d=0
S = =3 ;;b=1;;2-d=0;;,d=2
-ib+2d=1| -b+2d=3] -b+2d=3
o 2 1
1 2
X X 2 _1 2 _1 2 1
HaciendoX:( yj:X-B+B:B‘1:>( yj (31 23}’[31 ng:[
z p z p) -5 3) 75 3 12

sx-gy+3=2
Fx73y maxriy| (5 m3) (2 1) [TsxtayTstl
$z3p -3zeip) (-3 2) 71 2) 7 rz-dpeian }

—3Z+5pF5=2
ZxX-3y+2=2 2X—y+2=6| 2x-y=4| 4x-2y=8
1oy 2 L _ 3 X=12 ;; x=4 ;; y=
—sX+t2y—-3=1 —-x+2y-1=3) -x+2y=4] —-x+2y=4 —
2z-1p-i=1 2z-p-1=3] 2z-p=4| 4z-2p=8
31 35) 32 } P _} p= } p_} 3z=12;;z=4;, p=4
—3Ztip+i=2 —z+2p+2=6) —z+2p=4] -z+2p=4 —

a-ic

{23




228.- Por un procedimiento mas practico y rapido:

X.B+B=B"
Restando B a los dos términosX - B= B™ -B.

Multiplicando los dos términos por la derecha pdr B
X B B=(B-B-B ;; X-I=(B'-8-B';; Xx=(B*'-B)-B* (¥

1

. 2 -1 2 1 . .
Sabiendo qu@=| ° zgj y queB™ = (1 2}' Haciendo operaciones:

3 3

o R G R e i e P
12) (-2 2)] (12 (¢4 (12 (8+4 2+8) (4 4
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