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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “en linea”. No se adm
el uso de memoria para texto, ni las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden dese:

PRUEBA A
PROBLEMAS
19) Sean las rectass |2 X7 Y=M y g= [ X*Y =2
z+2y=3 X+2z=3"

a ) Héllese el valor de m para que ambas rectas se corten.

b ) Para m = 1, hallese la ecuacion del plangue contieneary s.

a)
2X—-y=m
El sistema que forman las rectasl 8¢ 7 2=3 |
X+y=2

X+22=3

Para que las rectas r y s se corten, el sistema formando por ambas tiene qu
compatible determinado, por lo tanto los rangos de las matrices de coeficientes y
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pliada tienen que ser iguales. Como quiera que la matriz de coeficientes tiene de dir
sion 4 x 3, el rango maximo que puede tener es tres, lo que significa que el determin
de la matriz ampliada tiene que ser, necesariamente, cero.

2 -1 0 m
. . 0 2 1 3
La matriz ampliada e®l'= :
1 1 0 2
1 0 2 3
2 -1 0 m 2 -1 0 m
O 2 1 3 O 2 1 3
IM'[=0 = =0={F, - F,-2F,} = =0
1 1 0 2 1 1 0 2
1 0 2 3 1 -40 -3

Desarrollando por los menores adjuntos de la tercera columna:

2 -1 m 2 -1 m
IMY{=-1-|1 1 2|=03;{1 1 2|=0;-6 4n-2-m+16-3=0;;
1 -4 -3 1 -4 -3

-5M+5=0;;-m+1=0; m=1

Las rectas r y s se cortan cuando m = 1.

b)

gue son paralelas se-

Param = 1 las rectas so&{zx_y:l ={X+y:2

z+2y=3 | x+2z=3
gun el apartado anterior, por lo cual determinan un plano.

Las expresiones por unas ecuaciones paramétricas de las rectas son:

2x-y=1 X=A
rz{ Y= o x=1 ;y=-® 2 ;;z=3-2y=5-41=7z = r=]ly=-1+2)

s - z=5-4)

X+y:2 X = 3=2)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:



u=(12 -4 v=(-221)
r = S =

P(0, -1, 5) Q(3-10

El plano puede expresarse por ejemplo, mediante el punto P(0, -1, 5) y por
dos vectores de las rectas. La expresion generalekela siguiente:

X y+1 z-5
n(P, u, V)E 1 2 -4|=0; 2¢ 2z 5+ §y+ 4+ 4z-9+8x—(y+1)=0 ;;
-2 2 1

10+ (H+ 1+ &- b= 0, 10+ 7y+ 7+ &-30=0 ;;

n=s 1+ 7y+ 2-23=0
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2°) Considérense las funcionef = & y ¢(x)=-e™. Para cada recta r perpendicular

al eje OX, sean Ay B los puntos de la recta con las gréficas de f y g, respectivame
Determinese la recta r para la cual el segmento AB es de longitud minima.

La representacion gréafica de la situacion es, aproximadamente, la indicada e

figura.
Y 4 11

A

I
@

f(x)

e

/
/
/
/

De la figura se deduce qués AR AM+ MB= & +|- €

=e+e’”.

El valor de L sera minimo cuando su derivada sea cero:

2X
t=eg-er=e-2=2"1o s e -1=0 €7 =1 = x=0
e e

Vamos a justificar que para x = 0 se trata de un minimo:

1 _e*+1
L - X — —_
L'=€g+e" =e" +—=—+

e e e

El segmento AB es minimo cuando pertenece a la recta x = 0.
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CUESTIONES

12) Hallense las matrices A cuadradas de orden 2, que verifique la siguiente igualdac

10 10
A - = - A.

(1 lj (1 lj

Sea la matrim:(a bj.

cd

10 10 ab 10 10 ab
A - = A > . = . -

11 11 c d 11 11 c d
atb 0+b) (a+0 b+0) (a+b b) (a b b=0 {b:o

= - = =>Ja=d=__— _

c+d 0+c) (a+c b+d c+d c) |a+c b+d » a=c=d

a o0
A:[ J OadR

a a
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X=-2+2A
2%) Calculese la distancia del punto P(1, 1, 1) a la reetay =0
=-)

_— _— ‘

Un punto de la recta r es Q(-2, 0, 0) y un vector direetsr(2, 0, -1).

QP=P-Q=(11)-(-200=(311)=QP

ik
L 31 1
a(p r):\QPDV\: 2 0 -] |- +2]-K+3j|_|-i+5]-2k| _
’ ‘Tf‘ J22+ 0 + (1) J4+0+1 V5

Y +5+(-2)f _J1+25+4 J_o
= NG 7 =J6u=d(P, r)
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im  L[cos(2x)] |

. I
38) Calculese el valor de .

X -0 X

lim  L[cos(2x)] _ L[cos0] _ L1_0

= Ind. = (L'Hopital) =

X -0 x? 0’
- 2sen(2x)
_, [lim cos(2x) _ _ lim 1 sen(2x)]__ lim 1 lim sen(2x) _
Xx-0  2x x - 0| cos(2x)  x X - 0cos(2x) x -0 x
_ 1 lim sen(2x)_ lim 2.senx -cosx _ . lim lim senx _
= =- =-2 COSX - =
cosO x -0 X X -0 X X -0 X-0 x
=-2.1-1= —=2

: lim
Nota: Se da por entendido que Senx _
- X

1.
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4%) Hallese el area del recinto limitado por la paralyota-x* y la rectay = 2x - 3.

En primer lugar dibujamos la situacion, para lo cual determinamos los puntos
corte de ambas funciones:

2 2

2X_3}=>—x2=2x—3;;x2+2x—3:0;;X: 2+ 4+12 2—4:>{x1 1

Y4 / Los puntos de corte son: A(1, -1) y B(-3, -9).

; Todas las ordenadas de la parabola son iguale
0 mayores que las de la recta en el intervalo determi
-2x—3 hado por los limites de integracion que es (-3, 1).

El area pedida es:

S—-ﬂ— %-(2x 3| dx:j'(— X = 2x+3) - dx =

-3

= —%— ?+ 3-1]—[— (_5’)3 -(-3+ 3.(_3)}:

:(—5—1+:)J—(9—9—9):—5+ 2+9=11-1=3371.32 o g
3 3 3 2 3
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PRUEBA B
PROBLEMAS

X+2y+z=3
1°) Se considera el sistema de ecuaciones lineflles)y+z=4 .
xt2y+az=4

a ) Discutase el sistema segun el valor del parametro a.

b ) Resuélvase el sistema para a = 2.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 2 1 1 2 1 3
M=0 1+a 1| y M'=|/0 1+a 1 4
1 2 a 1 2 a 4
El rango de la matriz de coeficientes en funcién de a es el siguiente:
1 2 1 4
IM|=|0 1+a 1|=a(l+a)+2-(1+ g-2=a+d-1-a=a’-1=0 = {21:_1
1 2 a :
Para {aa;_ll} = Rango M= Rango M'= 3= rP incdg. = Compatible Determinado
1 213
Paraa=1 = M'=|0 2 1 4|={c=2Cc}={c,cC,C}=
1 214
113
=01 4 =444 34=8-7=1#0 = RangoM'=3
114
1 2 1 3
Paraa=-1 = M'=|0 0 1 4|={c=2¢}={c.,c,cC}=
1 2 -114

1 1 3
=10 1 4= & 4 3 4=12-3=9#0 = RangoM'=3
1 -14




Para {aa::_ll}: RangoM# RangoM' = Incompatilbe
b)
X+2y+z=3
Para a = 2 resulta el sistemay+z=4 . Resolviendo por Cramer:
X+ 2y+2z=4

321

4 3 1
X = 4 2 2| 18 8 8-12-6-16_34-34_0_ _

1 21 6+ 2-3-2 8-5 3 ——

0 31

1 2 2

1 3

0 4
|1 4 2] _8+3-4-4_11-8_3_, _
y= = = =5 =1=y

3 3 3 3 —=

1 2 3

0 3 4
,o1t 2 4] 12+8-9-8_12-9 _3_ _,

3 3 3 3 —
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2°) Dada la funcionf (x) = :—: se pide:

a ) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavida
convexidad, los puntos de inflexion y las asintotas de f. Esbdcese su grafica.

b ) Calculese el area de la region limitada por dicha gréaficay las rectax =0,y =0.

a)
Teniendo en cuenta que el dominio de la funciobeld = R-{- 1}, los interva-
los de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

gy L(x+d-(x-1-1_ x+1-x+1_ 2 _
= (x+1)° o (x+2)? (X+1)2_f(x)

k>0, 0% B ) = La funciénes creciente en su dominio.

Los intervalos de concavidad y convexidad se estudian a través de la segunds
rivada:

wiy. & 2:2(x+)-1_ -4 _
W ey ey W

x<-1= f"(x)>0 = Convexa(d)= (-, -1)

x>-1= f"(x)<0 = Céncava(n)= (-1 o)

Para que existan puntos de inflexién es condicion necesaria que la segunda de
vada sea cero.

" —_ _4 . " - _4 — . . . .z
f (X)_—(x+1)3 (%) O:(x+1)3 0;; XJ R= Notiene puntosde inf lexién

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a va
infinito; son de la forma y = k.

lim lim -
y:k: f(x): X_:L:]_:
X — oo X - oo x+1 —

<

Verticales: son los valores de x que anulan el denominaddr=0 = x=-1




Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el gr
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

La representacion grafica de la funcion es la siguiente:

- v4
I
/
f(x)
/o
— s )
y=1 S >
- © <
y
/

b)
El area a calcular es la sombreada de la figura, cuyo valor es el siguiente:
1 0. _ 0 _ 0 0 0

S=-[ f(9)-dx=[ XL ax= [ X172 .dxzml_ij dx=[dx-2f L - dx=
0 L X+1 . X+1 1 x+1 1 1 X+1

=[x]-2,=0-1-21,=-1-21,=S (¥

1 X+1=t
Il_{x+:|_'dx:> {dXZdt

=-L2=1,

1
= |l:j%-dt:[Lt]§:L1—L2:0—L2:

2

Xx=0-1t=1
Xx=1-t=2

Sustituyendo en (*) el valor obtenido dejueda, finalmente:

S=-t 2{(-L9)=2L2-1=(L4-1) * =S
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CUESTIONES

1 1 O -1 0 O
1?) Dadas las matrice8=|{-1 0 1|y A=| 0 -1 0/, hallese razonadamente la

-1 -11 0O 0 2
matriz B sabiendoque B - P = A.

Multiplicando por la derecha portken la expresion B - P = A, resulta:
B-P-P'= A-P' ;B:-1= A-P';; B=A-P* *)

La matriz inversa de P se obtiene del siguiente modo:

1 1 0 1 1 0 1 -1 -1
P=|-1 0 1|;;|P|=|-1 0 1|=-1+1+1=1=|P|;;P'=|1 0 -1
-1 -11 -1 -11 01 1
‘o —1‘ _‘1 —1‘ ‘1 o‘
i1 l—1 10 —1 c1> {1 t -1
Adi(PT)=] - - =0 1 -1|=pP*
1 1| |0 1 0 1 Lo 1
-1 -1 |1 -1 |1 -1
0 -1 1 -1 (1 0

Sustituyendo el valor de'fen la expresion (*), queda:

-1 0 O 1 -1 1 -+ 0 H+0+0 -1-0+0
B=A-P'=| 0 -1 0/|-/|0 1 -1|=| 00 -01+0 O0+1+0
0O 0 2 1 0 1 o2 -0+0+0 0-0+2

-1 1 -1

B=l 0 -1 1

2 0 2
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2%) Hallese la distancia entre el plampque pasa por los puntos A(2, 0, -1), B(0, 0,0) y
C(1,1, 2),yelplang = x- 5y+ 2z-6=0.

La ecuacion general del plamorededuce de la siguiente forma:
u=AB=B-A=(000-(20-9=(-20 1)
v=AC=C-A=(112-(20-9=(-1173)

X Yy z

n(B;U,V)E -2 0 1|=0;;,-y-2Z-x+6y=0;;, m= Xx-5y+2z=0
-1 1 3

Como puede observarse, (y cabia esperar), los planps3 son paralelos, por
lo cual su distancia es la misma que la de cualquiera de los puntos dados & .plan

Por facilidad tomamos el punto B que es el origen de coordenadas; la férmula que c
distancia de un plana = Ax+By+Cz+ D =0 al origen de coordenadas O es la siguien-

te: d(O, 77)= O] . Aplicada al caso que nos ocupa es:
\/A2+ B2 +C?2
d(B, B)= |- 9| ___ 6 _ 6 _6J/30_430
’ JE+(-57+22 1+25+4 30 30 5

d(rz, ﬂ)=@u
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3%) Sea { ¥= aX + b¥ + cx+d. Determinense a, b, c y d para que la reety +1=0
sea tangente a la grafica de f en el punto P(0, -1), y lagecta- y -2 =0 sea tangen-

te a la grafica de f en el punto Q(1, -1).

Por pasar la funcion por el punto P(0, 1)f¢g)=-1 = d =-1.

Por pasar la funcion por el punto Q(1, -1)f¢$ = —1:

fl)= a+b+c-1=-1;; a+b+c=0 (1

La recta r es paralela al eje de abscisas, por lo cual su pendiente en P(0, -1)
Sabiendo que la pendiente a una funcion en un punto es la derivada de la funcién e

punto seria:

f(¥=3ax + Dx+c ;; f(0=0= c=0

La recta s tiene de pendiente 1 en Q(1, -1).

f(y= 2é+ dx ;;f(d=1= JA+D=1 (2

Resolviendo el sistema formando por las ecuaciones (1) y (2) y teniendo en ct
ta que ¢ = 0, obtenemos los valores restantes pedidos:

a+b=0] -2a-2b=0 ~oa=1:b=-1
A+2b=1 A+2b=1 — " —

La funciénes f(x)=x*-x*-1
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] lim ax +bx+ 1-cosx
43) Determinense los valores de a 'y b para los cuafgs =

1.
X - 0 senx?

lim +bx+ % 1- - i
axX +bx COX _ cosO _1 1:9 = Ind. = (L‘ Hopltal) =

X -0 senx? sen0 0 O
lim 2 ax btrsenx O0+b+0 b
= — = =—=1= b=0
X -0 X -.cosx O-cosO O —

, lim 2 ax+ senx
Conociendo que b =0, resulta: ———

A > =1. Resolviendo:

lim 2 ax senx 0 o lim 22+ COS X
=== =" == = Ind. = (L'Hopital) = - =
X -0 X-cosx’* 0 X >0 2-c0sX— 2X-2X senx

_ _Aa+cos0 _2a+l_2a+l_ 1: ZA+1=2:2a=1: a=
2.cos0-0 21 2

N |-

*kkkkkkkkk





