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(Resueltos por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “de una linea”. No se
mitira el uso de memoria para texto, ni de las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden dese:

PRUEBA A

PROBLEMAS
x+ y+az=4

1°) Se considera el sistemax+ y-z=0 , donde a es un parametro real.
2X+2y—-2=2

a ) Discutir el sistema en funcion del valor del parametro a.

b ) Resolver el sistema para a = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

11 a 11 a 4
M=|la 1 -1|yM'=la 1 -10
2 2 -1 2 2 -12
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El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

11 a
IM|=|la 1 -1j=-% 28~ 2- 2a+2+a=2a"-a-1=0;;
2 2 -1
+ ./ + +
a:l_ l+8:1_\/§:1_3 = alzl” azz—l
4 4 4 EE— 2
az0
Para 4 1¢ = RangoM= RangoM '= 3= n°incégnitas= Compatibledeterminado
a _—
2
11 1 4
Paraa=1= M'=|1 1 -10|= {C,=C,} = RangoM' =
2 2 -12
1 1 4
= |1 -1 0/=-2-4+8-2=0 = RamgoM'=2
2 -1 2

Paraa=1= RangoM= RangoM'= 2< rfincdg = Compatible Indeterminado

1 1 -14
Para a:—%: M'=|-1 1 -1 0|= RangoM'= {C, C,, C,} =
— 2 2 -12
1 14 [2 12
= [-1 1 0|=|-1 1 0|= 4 4-8+1=-7#0 = RamgoM'=3
2 22 |4 21

Para a= —% = RangoM# RangoM' = Incompatilbe

b)

Xt y+z=4
Resolvemos para a = 1. El sistema resulte: y-z=0
2X+2y—-z2=2



Despreciando una de las ecuaciones (la tercera) y parametrizando una de la
cognitas (y), se tiene:

Xty+z=4
{ y = YA, =2, x+y-z=0;;,x+4-2=0;;, x=2-4
X+y-z=0 SR EE—

x=2-A
Solucion: <y =4
z=2

, UAOR
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29) Sea f la funcion dada pdifx) = e*™ . Se pide:

a ) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y
asintotas de f.

b ) Determinar el nimero de soluciones de la ecuacion f(x) = 2 en el intervalo [0, 1].

a)

Se trata de una funcion exponencial cuyo dominio es Ry su recorr{doces
por lo tanto tiene como asintota horizontal la recta y = 0, como mas adelante se jus

cara.

f{(¥=(2-249- & = f(X)= 0= (2 &) € =0;;2-2x=0;; x=1

Para x>1= f'(x)<0 = Decrecimiato = (1, »)

Para x<1= f'(x)>0 = Crecimient = (-, 1)

De lo anterior se deduce que para x = 1 la funcién tiene un maximo, en esta (
absoluto, que justificamos a continuacion a través de la segunda derivada.

fx)=-2e" +(2- 29 -(2-2xe?*™ =-2.e** + 41- ¥*- ¥ =

= @[ 2 pr x|z 27 (- ¥ 2 4w 22)= (2% - Axr 1) = £(x)

f()=(2-4+1)¢ =-e<0 = Maximo para x=1

f)=e*=e = Maximo= P, e).

Por las caracteristicas de la funcién, carece de asintotas verticales y oblicuas.

Para determinar la posible asintota oblicua recurrimos a los limites con tender
atoya-—-oo,

= Asintota horizontal: y =0




b)
La ecuacionf(x)=e*™ =2 es equivalente ax- ¥ = L2 ;; ¥ - %+L2=0.

El nimero de soluciones depende del signo del discriminante de la ecuacion a
rior:

X

- Ziql4_4|_2: 212 1_L2:11\/m

2 2

Teniendo en cuenta que2 [ 0'69, las soluciones son:
x, = ¥+ F 069=1++/31>1 = x 00, 1]
X, = ¥/ F 069= 1-+/31;; 0< x, <1 = x 0[O, 1]

La ecuacion f(x) = 2 tiene una solucion el intervalo [0, 1].
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CUESTIONES

. . . 21 .
12) Sea X una matriz 2 x 2, | la matriz identidad 2 xlzzy(o 1}' Hallar X sabiendo

queBX+B=B*+1 .

BX+B=B?+1 ;; B-(X+1)=B?+1 = (Multiplicando por la izquierda por8 =
B* - B-(X+1)=B"-(B*+1) ;; I-(X+1)=B* -B-B+B™* -1 ;;
X+ 1= 1- B+ B';; X+1=B+B*;; X=B+B™*-1 (¥

. 21 i
La matriz inversa d® = 01 es la siguiente:

2 1/1 0 14
B/1)= :{Fﬁlﬁ}: ?
0 1/0 1 2 01

L -4 -3
= = B =
O 1|0 1 0 1

Sustituyendo los valores de B y Bn la expresion (*):

)( — E;+¢B—l__| — 2 1' + % -% _ 1 O = .% %
01 (0 1 01 (0 1)
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29) Determinar el punto simétrico de P(4, 0, 3) respecto del plano de ecaaciony .

La expresion general del plano #s x-y =0 y un vector normal al plana es

n=(1 -1 0).
P, 0, 3) 4-1.0
La recta r es la que pasa por el punto P

y es perpendicular al plano tiene como vector

Q director al vector normal del plano, y sus

I ecuaciones parametricas son las siguientes:
|
I

X=4+A
FV(X’)h Z) r=ly= -
r z=3

Un punto genérico de la recta r@§4+ 1, - A, 3).

El punto Q, interseccion del planp con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:

m=x-y=0

Q(4+ 4, - A, 3)}:‘(4”)‘(”):0 S A+A+A= 05 A=-4;;4=-2=Q(2 2 3)

Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecttieme que cumplirse que:
PEQP= Q-P=P-Q (223(403=(xy.2-(223);

x-2=-2 - x=0
(-220=(x-2 y-22z-3 = jy-2=2 - y=4: = P[0 4 3
z-3=0 -5 z=3
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3%) Determinar en qué puntos de la gréafica de la fungiénc - 3x* + x+1, la recta
tangente a la misma es paralelaalarectay =x + 7.

La rectay = x+7 tiene de pendiente 1.

La pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto es igual al valor c
derivada de la funcién en ese punto, por lo cual, la derivada=de — 3x* + x +1 tiene
gue ser 1:

y= £- 8+ £ 1;; ¥-&=0;;Xx-2=0= x=0;;x,=2

y(0=1= P(0, 1)
y( )z 2 3.2+ 2 £ 812 3=-1= Q(2 -1)

Los puntos pedidos son P(0, 1) y Q(2, -1).
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43) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacioh x, el eje OX 'y
lasrectasx =1y x =2.

La situacion gréfica se ilustra en la siguiente figura:

\(Ak

Teniendo en cuenta que toda la superficie pedida esta en la parta positiva, st

2
lor es el siguienteS= [ Lx- dx.
1

El valor de la integral indefinida:j Lx - dx tiene que determinarse por el méto-
do de “por partes”, tal como se indica a continuacion:

1
Lx=u-du==-d
I:jo-dx:> X=U=au=s X:I:Lx-x—jx-l-dx:x-Lx—jdx:
X

dx=dv- v=X

= x Lx= x+C=xLx-1)+C =1

Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie pedida es:

sf e o =[ @ 2 B[ 2= 42 (0 9= 2220

=(L4-1) ¥ =5
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PRUEBA B

PROBLEMAS

1°) De la recta r se sabe que esta contenida en el plamxe-y =0, que O(0, 0, 0) per-

tenece ar, y que el vector que une O y B(1, 0, -1) es perpendicular a r. Determinzg
recta r, y calcular la distancia entre r y el plangaralelo an que pasa por B.

El vector normal del plan@=x-y=0 es n =(1 -1, 0) y teniendo en cuenta
gue si una recta es perpendicular a un plano es perpendicular a todas las rectas co
das en el plano, el vectar = (1, -1, 0) es perpendicular ar.

Sabemos que el vector=0B=(1, 0, -1) es perpendicular a r por condicién del
problema, por lo tanto, la recta r es perpendicular al mismo tiempo a los ver_titeyres
v, lo cual significa que el vector director de la recta es el producto vectoHal :

i ]k
v =nOv=1-1 0|=i+k+j=i+j+k=(111)=v
10 -1

Teniendo en cuenta que r contiene a O(0, 0, 0), su ecuaciéon dada, por ejen
por unas ecuaciones continuas es la siguientef x= y= z.

El plano ', por ser paralelo a, tiene una ecuacion general de la forma siguien
te: n'=x-y+D =0. Para determinar el valor de D tenemos en cuenta que el punto

pertenece al plana':

m=x-y+D=0
= +0HD=0;;D=-1= m=x-y-1=0.
B(1 0, -1)

Naturalmente que la recta r y el planoson paralelos, por lo cual su distancia es
la misma que la de cualquier punto de r al plahgor ejemplo el punto O(0, 0, 0).

Sabiendo que la distancia del origen de coordenadas al plano gené

n=Ax+By+Cz+D=0 esd(O, n)= D] :
V A?+ B? +C?
-1
d(r, 7)=d(0, )= -1 S 1 V2 unidades=d(r, 77)
JEr(yo vz 2
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X
X2 +1°

2°) Sea la funciérf(x)= Se pide hallar:

a ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, los maximos y minimos relati
y las asintotas. Esbozar su grafica.

b ) El area de la region limitada por la grafica de f, el eje OX ylasrectasx=-2yx =

a)
Se trata de una funcion racional cuyo dominio es R, por no existir valores ree
de x que anulan el denominador.

Es simétrica con respecto al origen por serx) = — f(x).

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a su d
vada:

F(x) = 1-(x2+])—x-2x_x +1-2x" _ 1-x" _ (%)

(x2 + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2

x =1
=-1

f(x)= 0= 1-x*=0 ;; (1+x)(1—x):0:>{

X,

Para|x|>1= f'(x)<0 = Decrecimiato: (-, -1 0 (1, +)

Para|x|<1= f'(x)>0 = Crecimien : (-1 1)

Los maximos y minimos relativos de la funcién son los siguientes:

-2 (+ ¥-(rx%) -2-(x2+])-2x:— 2x (¥ +1-ax - (1- x?)
e ) b+

fr(x)=

_ - 2% - 2x-4x+4x° _2xX -6x _ 2x(x*-3) _ (%)
( +1) ) R

fr(1) =2 13) _=4 (0 = Maximo = f)=1= p(
(1+1° 8 2

H
N
N—

f"(—l):$:g>o = Minimo = f(—l):—% = Q(—ZL —lj



Los puntos de inflexion son los siguientes:

X, =0
f"(x):O:M: 0= 2x(x*-3)=0 = {x, =3
(x* +1)
X, = 3

£ (x) = (8- 2+ X —((22x3 —)66<) 4 + 1 - 2x _ (6% - é(><2(+2])—)?x(2x3 - 6x)

_ 8¢+ 66— 6¢ - 612" +36x° _ - 6x' +36 =6 _ = 6(x' = 6x* +1) _ ()

(x2 + 1)4 (x2 + 1)4 (x2 + 1)4

f"'(O):_?6¢O:> P Inflexion ;; f(J=0= 0O(0, 0)

f"'(\/é): — d9;618+1)¢0:> P Inflexion ;; f(\/§)=§ = M[\/é, ﬁj

f"'(—\/ﬁ): _ f(9;618+1);t0:> P Inflexion ;; f(—\/§):—73 = N(—\/;_g, _§J

Las asintotas son las siguientes:

Horizontales:

Son los valores finitos de f(x) cuando x tiendeea:

La solucion de este apartado es logica si tenemos en cuenta que la funcidn €
métrica con respecto al origen de coordenadas.

Verticales:
Son los valores finitos que anulan el denominador: no tiene.

Oblicuas:



Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador.

En el caso que nos ocupa: no tiene.

La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la siguiente:

\(Jk

f(X M

¥

b)

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion y de la observacion de la grafica
guiente, se deduce gque el area pedida es:

Y‘

iy *—qt
T T T >
| X
x=-2i
|
|
2 2 X2+1:t XxX=2_,t=5
S= 2-! f(x).dxzz.j - Cdx = 1 -
0 o X +1 XdX:Edt <=0 t=1

_ o A%dt g ogs _ _
5_2-EIT_[L1]1 = L5 L1= L5011 ¢ =S
1
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CUESTIONES

2 1 m
12) Discutir, en funcién del nimero real m, el rango de la matsizi+m 2 3.
-2 -1 2

Independientemente del valor de m, el Rango de A es igual o0 mayor que 2 por

. 2 3
el menor complementario del elemenfo= 1 ol Cuyo rango es 2.

2 1 m
|Al=|1#m 2 3|= & m{¥ m)- 6 4n+ 6~ A1+ M=8- mr nf+4m-2-2m=
-2 -1 2

=-nf+m+6=0:; nf-m-6=0.

. 1+/1+24 _ 1¢@=1¢5 N

:3” ==-2
2 2 2 m M

m#3
Para = RangoA=3. Para
m# -2 m=-2

} = RangoA=2
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29) Sea A el punto medio del segmento de extremos P(3, 2, 1) y Q(-1, 0, 1). Calculz
volumen del tetraedro de vértices A, B(2, 1, 3), C(1, 2, 3) y D(3, 4, 1).

El punto medio buscado es el que tiene la media de las respectivas coordenad
sea: A(1, 1, 1).

Los vectores que determinan el tetraedro son:

AB=B-A=(213(1213=(20 2)

AC=C-A=(123(11213=(01 2)

AD=D-A=(34)-(1113=(2 3 0)
Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los \
tores que lo determinan (en valor absoluto), sera:

10 2
e e R L
2 30 -
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3%) Discutir si la ecuaciorn+ ser x = 2 tiene alguna solucion real.

Considerando la funcion{ = x+ senx-2 y teniendo en cuenta el Teorema de
Bolzano que dice lo siguiente:

“Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos urtuédom) tal que

f(c)=0"

La funcién f(x) es continua en su dominio, que es R, por tanto le es aplicable
mencionado teorema en cualquier intervalo finito que se considere.

Considerando, por ejemplo, el intervdlp 77) se observa que para el valor x = 0
es f(0)<0 y parax=n esf(n)>0:

f( 0= Orsen O- 2= O+ 0-2=-2<0 ;; f(n)=n+senn-2=n-1-2=n-3>0

Lo anterior demuestra que la funcién dada tiene al menos una solucion real.
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) ) lim (g-¢
49) Calcular, si existe, el valor de 0
X - X

lim e-e*_€&-e°_1-1_0

X -0 X 0 0
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5 = Indet = (L'Hopital) =

lim e +e™ _

X -0

1





