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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora “de una línea”. No se ad-
mitirá el uso de memoria para texto, ni de las prestaciones gráficas. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden deseado. 
 
PRUEBA A 
 
PROBLEMAS 
 

1º) Se considera el sistema 
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a ) Discutir el sistema en función del valor del parámetro a. 
 
b ) Resolver el sistema para a = 1. 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro a es el siguiente: 
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b ) 
 

 Resolvemos para a = 1. El sistema resulta: 
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 Despreciando una de las ecuaciones (la tercera) y parametrizando una de las in-
cógnitas (y), se tiene: 
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2º) Sea f la función dada por ( ) 22 xxexf −= . Se pide: 
 
a ) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y las 
asíntotas de f. 
 
b ) Determinar el número de soluciones de la ecuación f(x) = 2 en el intervalo [0, 1]. 
 

---------- 
a ) 
 
 Se trata de una función exponencial cuyo dominio es R y su recorrido es ( )∞,0 , 
por lo tanto tiene como asíntota horizontal la recta y = 0, como más adelante se justifi-
cará. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 1;;022;;0·220'·22'
22 22 ==−=−⇒=⇒−= −− xxexxfexxf xxxx  
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( ) ( )1,0'1 ∞−⇒⇒>⇒< oCrecimientxfxPara  

 
 De lo anterior se deduce que para x = 1 la función tiene un máximo, en esta caso 
absoluto, que justificamos a continuación a través de la segunda derivada. 
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Por las características de la función, carece de asíntotas verticales y oblicuas. 
 
Para determinar la posible asíntota oblicua recurrimos a los límites con tendencia 

a ∞+  y a ∞− . 
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b ) 
 
 La ecuación ( ) 2

22 == −xxexf  es equivalente a 022;;22 22 =+−=− LxxLxx . 
 
 El número de soluciones depende del signo del discriminante de la ecuación ante-
rior: 
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Teniendo en cuenta que 69'02 ≅L , las soluciones son: 

 
[ ]1,0131169'011 11 ∉⇒>+=−+= xx  

 
[ ]1,010;;31169'011 122 ∈⇒<<−=−−= xxx  

 
La ecuación f(x) = 2 tiene una solución el intervalo [0, 1]. 
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CUESTIONES 
 

1ª) Sea X una matriz 2 x 2, I la matriz identidad 2 x 2 y 



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
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10

12
B . Hallar X sabiendo 

que IBBBX +=+ 2 . 
---------- 

 
( ) ⇒+=++=+ IBIXBIBBBX 22 ·;;  (Multiplicando por la izquierda por B-1) ⇒  
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La matriz inversa de 
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 Sustituyendo los valores de B y B-1 en la expresión (*): 
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2ª) Determinar el punto simétrico de P(4, 0, 3) respecto del plano de ecuación yx =≡π . 

 
---------- 

 
 La expresión general del plano es 0=−≡ yxπ  y un vector normal al plano π  es 

( )0,1,1 −=n . 
 
 La recta r es la que pasa por el punto P 
y es perpendicular al plano tiene como vector 
director al vector normal del plano, y sus 
ecuaciones paramétricas son las siguientes: 
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 Un punto genérico de la recta r es ( )3,,4' λλ −+Q . 
 
 El punto Q, intersección del plano π  con la recta r, tiene que satisfacer las ecua-
ciones de ambos, por lo tanto: 
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       Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto a π , tiene que cumplirse que: 
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3ª) Determinar en qué puntos de la gráfica de la función 13 23 ++−= xxxy , la recta 
tangente a la misma es paralela a la recta y = x + 7. 
 

---------- 
 
 La recta 7+= xy  tiene de pendiente 1.  
 
 La pendiente de la recta tangente a una función en un punto es igual al valor de la 
derivada de la función en ese punto, por lo cual, la derivada de 13 23 ++−= xxxy  tiene 
que ser 1: 
 

( ) 2;;0023;;063;;1163' 21
22 ==⇒=−=−=+−= xxxxxxxxy  
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Los puntos pedidos son P(0, 1) y Q(2, -1). 
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4ª) Calcular el área del recinto limitado por la curva de ecuación xLy = , el eje OX y 
las rectas x = 1 y x = 2. 

---------- 
 
 La situación gráfica se ilustra en la siguiente figura: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Teniendo en cuenta que toda la superficie pedida está en la parta positiva, su va-

lor es el siguiente: ∫=
2

1

· dxxLS . 

 El valor de la integral indefinida ∫= dxxLI ·  tiene que determinarse por el méto-

do de “por partes”, tal como se indica a continuación: 
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 Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie pedida es: 
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PRUEBA B 
 
PROBLEMAS 

 
1º) De la recta r se sabe que está contenida en el plano 0=−≡ yxπ , que O(0, 0, 0) per-
tenece a r, y que el vector que une O y B(1, 0, -1) es perpendicular a r. Determinar la 
recta r, y calcular la distancia entre r y el plano 'π  paralelo a π  que pasa por B. 
 

---------- 
 
 El vector normal del plano 0=−≡ yxπ  es ( )0,1,1 −=n  y teniendo en cuenta 
que si una recta es perpendicular a un plano es perpendicular a todas las rectas conteni-
das en el plano, el vector ( )0,1,1 −=n  es perpendicular a r. 
 
 Sabemos que el vector ( )1,0,1 −== OBv  es perpendicular a r por condición del 

problema, por lo tanto, la recta r es perpendicular al mismo tiempo a los vectores n  y 

v , lo cual significa que el vector director de la recta es el producto vectorial vn ∧ : 
 

( ) rr vkjijki

kji

vnv ==++=++=
−

−=∧= 1,1,1

101

011  

 
 Teniendo en cuenta que r contiene a O(0, 0, 0), su ecuación dada, por ejemplo, 
por unas ecuaciones continuas es la siguiente:  { zyxr ==≡ . 

 
 El plano 'π , por ser paralelo a π , tiene una ecuación general de la forma siguien-
te: 0' =+−≡ Dyxπ . Para determinar el valor de D tenemos en cuenta que el punto B 
pertenece al plano 'π : 
 

( ) 01'1;;001
1,0,1

0'
=−−≡⇒−==+−⇒





−
=+−≡

yxDD
B

Dyx
π

π
. 

 
 Naturalmente que la recta r y el plano 'π  son paralelos, por lo cual su distancia es 
la misma que la de cualquier punto de r al plano 'π , por ejemplo el punto O(0, 0, 0). 
 
 Sabiendo que la distancia del origen de coordenadas al plano genérico 

0=+++≡ DCzByAxπ  es ( )
222

,
CBA

D
Od

++
=π : 
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2º) Sea la función ( )
12 +

=
x

x
xf . Se pide hallar: 

 
a ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, los máximos y mínimos relativos 
y las asíntotas. Esbozar su gráfica. 
 
b ) El área de la región limitada por la gráfica de f, el eje OX y las rectas x = -2 y x = 2. 
 

---------- 
a ) 
 Se trata de una función racional cuyo dominio es R, por no existir valores reales 
de x que anulan el denominador.  
 
 Es simétrica con respecto al origen por ser ( ) ( )xfxf −=− . 
 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a su deri-
vada: 
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( ) ( )1,1:0'1 −⇒>⇒< oCrecimientxfxPara  

 
 Los máximos y mínimos relativos de la función son los siguientes: 
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 Los puntos de inflexión son los siguientes: 
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 Las asíntotas son las siguientes: 
 
Horizontales: 
 
 Son los valores finitos de f(x) cuando x tiende a ∞± : 
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
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 La solución de este apartado es lógica si tenemos en cuenta que la función es si-
métrica con respecto al origen de coordenadas. 
 
Verticales: 
 
 Son los valores finitos que anulan el denominador:  no tiene. 
 
Oblicuas: 
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 Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador.  
 
 En el caso que nos ocupa: no tiene. 
 
 La representación gráfica de la función es, aproximadamente, la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b ) 
 
 Teniendo en cuenta la simetría de la función y de la observación de la gráfica si-
guiente, se deduce que el área pedida es: 
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CUESTIONES 
 

1ª) Discutir, en función del número real m, el rango de la matriz 
















−−
+=

212

321

12

m

m

A . 

---------- 
 
 Independientemente del valor de m, el Rango de A es igual o mayor que 2 por ser 

el menor complementario del elemento 
21

32
11 −

=a , cuyo rango es 2. 

 

( ) ( ) =−−+−−=+−++−+−=
−−

+= mmmmmmmmm

m

A 22481264618

212

321

12
2  

 
06;;06 22 =−−=++−= mmmm . 

 

2;;3
2

51
2

251
2

2411
21 −==⇒

±=±=+±= mmm  

 

2
2

3
.3

2

3
=⇒









−=
=

=⇒








−≠
≠

ARango
m

m
ParaARango

m

m
Para  
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2ª) Sea A el punto medio del segmento de extremos P(3, 2, 1) y Q(-1, 0, 1). Calcular el 
volumen del tetraedro de vértices A, B(2, 1, 3), C(1, 2, 3) y D(3, 4, 1). 
 

---------- 
 
 El punto medio buscado es el que tiene la media de las respectivas coordenadas, o 
sea: A(1, 1, 1). 
 
 Los vectores que determinan el tetraedro son:  
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).0,3,21,1,11,4,3

.2,1,01,1,13,2,1

.2,0,11,1,13,1,2

=−=−=

=−=−=

=−=−=

ADAD

ACAC

ABAB

 

 
 Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los vec-
tores que lo determinan (en valor absoluto), será: 
 

[ ] ABCDVuADACABV ===−−=== 3

3

5

6

10
64·

6

1

032

210

201

·
6

1
,,·

6

1
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3ª) Discutir si la ecuación 2=+ xsenx  tiene alguna solución real. 
 

---------- 
 
 Considerando la función ( ) 2−+= xsenxxf  y teniendo en cuenta el Teorema de 
Bolzano que dice lo siguiente:  
 

“Si una función f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los extremos de 
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos un valor ( )bac ,∈  tal que 

( ) 0=cf ”. 
 
 La función f(x) es continua en su dominio, que es R, por tanto le es aplicable el 
mencionado teorema en cualquier intervalo finito que se considere. 
 
 Considerando, por ejemplo, el intervalo ( )π,0  se observa que para el valor x = 0 
es ( ) 00 <f  y para π=x  es ( ) 0>πf : 
 

( ) ( ) 03212;;022002000 >−=−−=−+=<−=−+=−+= πππππ senfsenf  
 

Lo anterior demuestra que la función dada tiene al menos una solución real. 
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4ª) Calcular, si existe, el valor de ( )
2

2

0 x

ee

x

lím xx −−
→

. 

 
---------- 

 

( ) 2

22

2

2

000
A

x

ee

x

lím

x

ee

x

lím

x

ee

x

lím xxxxxx

=






 −
→

=






 −
→

=−
→

−−−

. 

 

( ) =+
→

⇒⇒⇒=−=−=−
→

=
−−−

10
'.det

0

0

0

11

00

00 xxxx ee

x

lím
HopitalLIn

ee

x

ee

x

lím
A  

 

2
1

11 =+= . 

( )
42

0
22

2

2

===−
→

−

A
x

ee

x

lím xx
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