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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora “de una linea”. No se
mitira el uso de memoria para texto, ni de las prestaciones graficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden dese:

PRUEBA A

PROBLEMAS

1°) Sea el planm=x+y-2z2-5=0ylarectar =x=y=1z. Se pide:
a ) Calcular la distancia de la recta al plano.
b ) Hallar un planar que contenga a r y sea perpendicular. a

c ) Hallar el punto P’ simétrico de P(-1, 3, 3) respecta a

La recta y el plano, como es logico, son paralelos (en caso contrario la recta s
secante al plano y la distancia seria cero), como vamos a comprobar, teniendo en c

que el vector normal de, n =(1 1 -2), y el vector director de ry = (2, 1, 1) tienen
gue ser perpendiculares, para lo cual su producto escalar tiene que ser cero:
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n v= 6 (11- 2(1139=1+1-2=0= 70O, cqc

La distancia de la recta r al plamoes la misma que la distancia de uno cualquie-
ra de los puntos de la recta al plano; un punto de r es O(0, 0, 0).

Sabiendo que la distancia del plame Ax+ By +Cz+ D =0 al origen de coorde-
D]

nadas esl(O, 77)= NraTaTe

, la distancia pedida es la siguiente:

|- 5] _ 5 5 5J6

dm. 1)=dlo ]T):\/12+:|_2+(—2)2 _\/1+1+4:\/6:

unidades=d (7, r)

b)

El planoa pedido, por contener a r contiene a todos sus puntos, por ejempla
origen de coordenadas, y tiene como vectores directores al vector director de la rec

v =(1, 1, 1) y al vector normal del plana, n =(1, 1, -2):

El punto simétrico de P(-1, 3, 3) con respecto al plagx+y-2z2-5=0 se
obtiene del modo siguiente:

P(-1, 3, 3) Sabemos del apartado anterior que un vec
tor normal del planaz es n =(1, 1, -2).

Q La recta s que pasa por el punto P(-1, 3, 3) y
es perpendicular al plane tiene como vector di-
rector al vector normal del plano, y sus ecuacione:s

x=-1+A1
P'(X, Y, 2) paramétricas son las siguientes{y =3+ .
S z=3-21

Un punto Q’ genérico de la recta s tiene por expresidp:1+ A, 3+ A, 3—24).

El punto Q, interseccion del planp con la recta s, tiene que satisfacer las ecua



ciones de ambos, por lo tanto:

T= X+ y—22-5=0
= (- #A)+(3+1)- {3-24)-5=0;;
Q- 14, 3+1,3-24)

- 1l+ 31- 6 4- 5 0;;61—9:0;;2/1—3=0;;/l=g: Q(%,% Oj-

Para que P’ sea el punto simétrico de P con respectbeme que cumplirse que:
PQQP = Q-P=P-Q; (% % : Oj—(—l 33=(x v Z)—(1 2 Oj .

2' 2’

~y=6 | = P(2 6 -3).
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2°) Sea la funciorf (x) = . Se pide:

a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, la concavidad y convexid:
los puntos de inflexién y las asintotas. Esbozar su gréfica.

b ) Calcular el area de la region limitada por dicha gréfica, el eje OY y las recta x = -
X =-2.

s

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos:

() = 1-(x2—])—x-2x: X*—1-2x" _ —xz—lz—(x2+1): (x
f ( ) (X2 _1)2 (X2 _1)2 (X2 _1)2 (X2 _1)2 f ( )

Como el denominador de la derivada es siempre positivo y el denominador
siempre negativo, la derivada es negativa para cualquier valor real de x pertenecier
dominio de la funcién, que &3( f) = R-{1}.

f(¥ es decrecierd en sudominio

La anterior implica que la funcion no tiene maximos y minimos relativos.

Para estudiar la concavidad de la funcidon estudiamos la segunda derivada:

f"(x):_ Pl (xz— )f_(x2+ )-'2'(X2—])-2X _2X3_2X_4X3_4X_2X3+6x_

(e -1)f e-g ey

(-0 ,-90(0, 1) -~ f"(x)<0 = Convexa(n)

ey (-1 90(1 +0) - £"(x)>0 = Céncava(0)

Para estudiar los puntos de inflexion anulamos la segunda derivada:
f'(x)=0 =

La condicidn anterior es necesaria, pero no suficiente para asegurar que exis
punto de inflexién es necesario que no se anule la tercera derivada para ese valor:



gL B B ey 3= 2

e -1f

:(6<2+ 6 -(xz—])—12x2(x2+3): 6¢ - ¢ + 6¢ - 6 12¢* ~36x° _
(x* -1)° (x> 1)’

— 6x* —36x2 -6 _ — 6(x* +6x> +1)
= = = f'"
b1 = )

fr(0)=— 6(+41) =~ +0 = Puntode inf lexionen 0 (0, 0)
(-4) 256

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a va
infinito; son de la forma y = k.

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.

X!-1=0;; X =1= x=1;; x,=-1

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

La represtacion gréafica, aproximada, es la que aparece en el grafico adjunto.
b)

De la observacion de la figura se deduce que la superficie pedida es la siguien

X=-2-1t=3

S=—_J'2 {3 dx:_ff(X)'dx=_fX2X 1-dx:> { o

1
2 A A xdx= Edt

X:_4—>t215}
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CUESTIONES

. : . [fa 4+3a .
12) Halla para qué valores de a es inversible la mAtn{l j y calcular la in-

versa paraa = 0.

Para que una matriz tenga inversa (sea inversible) es necesario que su det:
nante sea distinto de cero:

a 4+3a
1 a

=d-43A=0;a-%A-4=0

+ + +
. 3_«/§+16: 3_2/25:3;5 a4 =1

Aes inversible JaOR-{-1, 4}

0 4
Paraa=0e&= .
10

La matriz inversa de A, utilizando el Método de Gaus-Jordan, es la siguiente:

0 4[1 0 1001
All)= = o = = -1 =
(A1) (1 oHo J R R [o 4”1 OJ {Fe 3R

1 00 1 4, (01
= = A" =
0 1% O + 0
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29) Calcula m [ L —EJ_
x - 0 L(

lim 1 1 1 1_1 1_1 1
_ - . - = -"=z0w-0 = Ind. =
{ 0 0 00

x -0\l LA+x) x) L{1+0) L1
' , __1
- X_L(1+X):O_O=9:>Ind.:>(L'Hopital):> im 1+X =
x=0x:Lit+x) 00 0 X=0 9 L1+ x)+x- —
1+X
1+x-1 X
_lim 1+ x _lim 14X _lim X 0
X_)OL(1+X)+L X—»O(l+X)L(1+X)+X X—>O(1+X)L(1+X)+X 1-0+0
1+x 1+x
=9 nd. = (L'Hopital) = fim ! = 1 _1
0 qul-L(l+X)+(l+X)-7+l 1-0+1+1 2

1+ x
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3%) Halla el area del triangulo cuyos veértices son A(1, 1, 0), B(2, -1, 0) y C(2, 4, 0).

Los puntos A, B y C determinan los vectores:
u=AB=B-A=(2- 1, 0-(11 0=(1 -2 0)

v=AC=C-A=(240-(1109=(1 3 0)

El area del triangulo que forman es la mitad del &rea del paralelogramo que
terminan los vectoresi y v :

i K

S:l. 1 -2 0 :£|3k+2k|:£|5k|:£5:§u228
2 2 2 2 2

1 3 O

*kkkkkkkkk



42) Demuestra que las curvag x= senx y g(x)== se cortan en algin punto del in-

X |

tervalo(zﬂ, %ﬂj

Considerada la funcionf = { x- ¢ 3= senx—%, continua y derivable en el

intervalo{zﬂ, 57”} por lo que puede aplicarse el Teorema de Bolzano.

1 1 1
= 2m)-—=0-—=-—
H27) = sen(27) 0 <0

|'(57”) = sen(S_n-j —i :1—1 :—57T_2 >0
2 5 5Y/4 5

Segun el mencionado teorema, tiene que existir al menos un valor ¢ perteneci
al intervalo para el cual el valor h(c) = 0, con lo cual se demuestra que las funciones
das se cortan en un punto del intervalo dado, como se nos pedia demostrar.
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PRUEBA B

PROBLEMAS

1°) Sean las matrices

I

w N -
oy}
I

a ) Halla la matrizA - B" dondeB" indica la matriz traspuesta de B. ¢ Es inversible?
b ) Halla el rango de la matrix™ - D.

X
c) CalculaM =| y | que verifique la ecuaciépA- B" +C)- M = E.
Z

a)
1 7 2 -2
A-B"=[2|-(7 2 -2)=|14 4 -4|=A-B
3 21 6 -6
7 2 -2 111
|A-B"|=|14 4 -4/=7.2:(-2:|2 2 2/=0= A B noesinversible
21 6 -6 3 33
b)
0
AT D=(1 2 3-|2|=(0r 4+ §=(10=A"-D = Rang(A"-D)=1
2
c)
7 2 -2) (00 0] (x) (2
(A-B"+C)-M=E ;;||14 4 -4|+|0 1 0||-|y|=|5]:;
216 -6) (0 0 1) (z) (3

7 2 -2 X 2 X+ 2y—22=2
14 5 -4|-|y|=|5| = 14x+5y-4z=5; = Resolviendo por Cramer:
21 6 -5) \z 3 21x+ 6y—-5z=3



2 2 -2 111
55 -4 -2./55 4
(=136 -5 3 6 5 (25 36 12 15 24-25) _ 2(42—39)__§_X
7 2 -2 1 2 2| ({25 24 24 30-24-20) 7(49-50) 7
14 5 -4/ -7-|2 5 4
21 6 -5 365
7 2 -2 12 2
14 5 -4) -7-|2 5 4
21 3 -5 3 35
y= = = =—( 26 12 24 36 12 20=-49+50=1=y
7 22 122
14 5 5/ 7.2 55
12 2
21 6 3 36 3
2= — = - =3./2 5 5= 85 8 16-10-10-4)=-3=7
121
-6
7
M=| 1
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2°) Sea la funcionf(X) = x+e™, se pide:

a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los
tervalos de concavidad y convexidad y las asintotas. Esbozar su gréfica.

b ) Demostrar que existe algun nimero real c talgue® = 4.

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a la prir
ra derivada:

()= xre* = f(Q=l-e"=1-—+=

e X—lzo;;ex_lzo;;eX:l;;X_zo
€

f'(x)=0=

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcién es R y que el denominador d
derivada es positivo para cualquier valor real de x, se cumple que:

x<0 = f'(x)<0 = Decrecimiato: (-, 0)

x>0 = f'(x)>0 = Crecimient: (0, + )

El Unico valor que anula la primera derivada es x = 0. El valor de la segunda d
vada para este valor es el siguiente:

f'(y=e* = f(0)=e®=1>0 = Minimo para x=0

f(0)=0+e® =1 = Minimo: A0, 1)

Teniendo en cuanta que:

"f)x "e>0, 0 x R La funciénesconcava(O) ensu dominio.

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales u oblicuas.

La funcidn no puede tener asintotas horizontales teniendo en cuenta que es ¢
nua en su dominio (R) y que tiene un minimo absoluto, considerando sus periodo
crecimiento y decrecimiento.

Las asintotas verticales son de la forma x = k; son los valores finitos de x para



cuales la funcidon toma valor infinito, o sea, son los valores de x que anulan el denc
nador.

. xe* +1
La funcion se puede expresar de la forrfi{a) = x+ =Xl

e €
que € # 0, OxOR, la funcién no tiene asintotas verticales.

Como quiera

X

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

[im f(x) im xe*+1
m= — 7 = =
X > 00 X X > 00 Xe

1=m

X -

X - X:_O:n

n= ||m [f()()_m>4: ||m (Xex +l_xj: ||m Xé( +1— Xex 3 ||m l

X - 0 X —» 00 e*

La funcién tiene como asintota oblicua la recta y = x.

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:

YA

f(x)

v

b)

Siendo la funcioni{ X = x+e™ -4, que es continua en su dominio, que es R, po
serlo la funcion f(X) = x+e™ de la cual se diferencia la funcion h en una constante, |
es aplicable el Teorema de Bolzano en cualquier intervalo finito considerado.

Considerando, por ejemplo, el intervétal, 5), comprobamos que:



h(-)=-1+e* - 4=e-5<0
= [c0(-1 5)=h(c)=0

9= 5+e‘5—4:1+e—15>o

Lo anterior es equivalente a{d=c+e*-4=0;; c+e° =4, cqd.
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CUESTIONES

a+ xLx si x>0

18) Halla ay b para que la funcidifx)={ b si x=0 sea continua en todo R.
senl) g <o
X

La funcion f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es du
sa su continuidad. Para que la funcidn sea continua para x = 0 tiene que cumplirse

los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la fun
en ese punto:

Ilm_ f(x)= lim Sen(m):E
X-0 X-0 X
lim lim [im [im
.o f(x)—Xﬁ O(a+ xLx)=a+0-(-»)= Ind. = .02t O(xLx)—
1
car M OLX_ 00T L nd (L'Hopital) = a+ m x _, m X=a
X -0 } 0o X—»O_i X -0
X x?
[im lim
_— f(x)—f(O)—XﬁO+ f(x) = m=b=a
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X+y-z=0 X=2
29) Dadas las rectas= y y S= , halla un punto de cada una de
X+2y=17 =-5

ellas, de tal forma, que el vector que los una sea perpendicular a ambas.

En primer lugar vamos a determinar la recta p, perpendicular comdn a las re
dadas, para lo cual nos guiamos por el siguiente grafico.

Determinamos un punto y un vector director de cada una de las rectas dadas,
lo cual expresamos la recta r por unas ecuaciones paramétricas:

+v-z=0 +v=A - X-Vv=-A
rEXyZ :>z:/]:>xy X~y = y=7-/
X+2y=17 X+2y=7 x+2y=7 =
X==7+2A
XtYy=A;, X==Yy+A=—T+A+A==-7+2A=x = r=qy=7-/
z

A

—_

Un punto y un vector directorde rsoN- 7, 7, 0) y v, =(2 -1 1).

_—

Un punto y un vector director de s s@{2, -5, 0) y v, =(0, 0, 1).
Un vector w , perpendicular av. y v, es:
ik
w=v Ov, =2 -1 1|=-i-2] = w=(-1-20)
0O 0 1

Ahora determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:



X+7 y=7 z
771('5*'7”WE 2 -1 1/=0;-(y-9)-4z-z+Ax+7)=0;;

-1 -2 0

—y+ - Z+ X+14=0 = 71, = 2x- y—- Z+21=0

X—2 y+5 z
m(B v, W)=l 0 0 1(=0;;-(y+9+Ax-2)=0= m,=2x-y-9=0
-1 -2 0

La recta pedida p, es la que determinan los planog n, en su interseccion

2X—-y—-%2+21=0
2x-y—-9=0 '

El punto M es la interseccion de la recta r y el plajio

m,=2Xx—y—-9=0
x=oTrad | - # 2)-(#A)- = 0;;-14MN-7+1-9=0 ;;
rsqy=7-4
z=A
H-30=0;;4-6=0;;4=6 = M(5 1, 6)

El punto N es la interseccion de la recta s y el plano

m=2X-y-5%+21=0
X=2
= 2.2(- 5 8+ 2E 0;; 45 51+21=0 ;;
S=E{Yy=-5
z=A

36 4= 0;;64=0;;1=6 = N(2 -5, 6)

El vector pedido eNNM =M -N=( 51 $-(2- 5 6=(3 6, 0)=NM
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ax+ay=a
g y

3%) Discutir en funcion de a el SiStEI{W :
x—ay=1

: - . a a a a a
Las matrices de coeficientes y ampliada 3an= y M'= :
1 -a 1 -al
El rango de la matriz de coeficientes es, en funcion de a, el siguiente:

M| = =-d&-a=-ala+)=0= a4 =0;; a, =-1.

1 -a

az0
Para { 4 1} — RangM= RangM'= 2= rP incog = Compatible Determinado
a —-—

0 0O
Paraa=0= M'=

1 01
= Rang M'=1

-1 -1 -1
Paraa=-1= M'=
1 1 1

Para {a— 1} = RangM= RangM'=1< rP incog = Compatible Indeterminado
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4%) Halla el area del recinto limitado por la curvgs ¥ -4 e y=x-2.

\ Y
\

Los puntos de corte de la parabola
con los ejes son los siguientes:

/
[
/ Eie X - y=0;x"-4=0;; X’ =4 =

\
y:xz-zA

X, = 2= A(2 0)
-1 / 2 )g: =
x,=-2= B(2 0)

EjeY - x=0;;y=-4= C(0, -4)

Los puntos de corte de la parabola y
la recta son los siguientes:

= X-4=x-2; x¥*-x-2=0.
y=X-2

x=2 - A2 0)
X_1¢J1+8_1¢\/§_1¢3:> B

2 2 2

x,=-1 - D(-1 -3)
La representacion grafica de la situacion se puede observar en el grafico.

Teniendo en cuenta que las ordenadas de la parabola son mayores (en valor

luto) que las de la recta (todas negativas) en el entorno de la superficie a calcular, el
es:

S—-—i[( >%—4)—(x— 2)] dx:j'l(x2 ~ X— 2)-dx:{§—x—22—2x]l =

2

a3 (_1)2 3 2
_ (-2° (-9 _2.(_1)}_[2__2__2.2}:_E_£+2_§+ 2+4:8—3—£=
3 2 3 2 3 2
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