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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora “de una línea”. No se ad-
mitirá el uso de memoria para texto, ni de las prestaciones gráficas. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden deseado. 
 
 
PRUEBA A 
 
PROBLEMAS 
 
1º) Sea el plano 052 =−−+≡ zyxπ  y la recta zyxr ==≡ . Se pide: 
 
a ) Calcular la distancia de la recta al plano. 
 
b ) Hallar un plano α  que contenga a r y sea perpendicular a π . 
 
c ) Hallar el punto P’ simétrico de P(-1, 3, 3) respecto a π . 
 

---------- 
 
 La recta y el plano, como es lógico, son paralelos (en caso contrario la recta sería 
secante al plano y la distancia sería cero), como vamos a comprobar, teniendo en cuenta 
que el vector normal de π , ( )2,1,1 −=n , y el vector director de r, ( )1,1,1=v  tienen 
que ser perpendiculares, para lo cual su producto escalar tiene que ser cero: 
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( ) ( ) ...,02111,1,1·2,1,10· cqcrvn ⊥⇒=−+=−⇒= π  

 
 La distancia de la recta r al plano π  es la misma que la distancia de uno cualquie-
ra de los puntos de la recta al plano; un punto de r es O(0, 0, 0). 
 
 Sabiendo que la distancia del plano 0=+++≡ DCzByAxπ  al origen de coorde-

nadas es ( )
222

,
CBA

D
Od

++
=π , la distancia pedida es la siguiente: 

 

( ) ( )
( )

( )rdunidadesOdrd ,
6

65

6

5

411

5

211

5
,,

222
πππ ===

++
=

−++

−
==  

 
b ) 
  
 El plano α  pedido, por contener a r contiene a todos sus puntos, por ejemplo al 
origen de coordenadas, y tiene como vectores directores al vector director de la recta r, 

( )1,1,1=v  y al vector normal del plano π , ( )2,1,1 −=n : 
 

( ) 033;;022;;0

211

111,; =+−=−+−++−=
−

≡ yxxyzzyx

zyx

nvOα  

 
0=−≡ yxα  

 
c )  
 
 El punto simétrico de P(-1, 3, 3) con respecto al plano 052 =−−+≡ zyxπ  se 
obtiene del modo siguiente: 

 
 Sabemos del apartado anterior que un vec-
tor normal del plano π  es ( )2,1,1 −=n . 
 
 La recta s que pasa por el punto P(-1, 3, 3) y 
es perpendicular al plano π  tiene como vector di-
rector al vector normal del plano, y sus ecuaciones 

paramétricas son las siguientes: 








−=
+=
+−=

≡
λ

λ
λ

23

3

1

z

y

x

s . 

  
 Un punto Q’ genérico de la recta s tiene por expresión: ( )λλλ 23,3,1' −++−Q .  
 
 El punto Q, intersección del plano π  con la recta s, tiene que satisfacer las ecua-

π

P(-1, 3, 3) 

P’(x, y, z) 

Q 

s 
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ciones de ambos, por lo tanto: 
 

( )
( ) ( ) ( ) ;;0523231

23,3,1

052

=−−−+++−⇒








−++−

=−−+≡
λλλ

λλλ

π

Q

zyx

 

 









⇒==−=−=−+−+++− 0,

2

9
,

2

1

2

3
;;032;;096;;054631 Qλλλλλλ . 

 
       Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto a π , tiene que cumplirse que: 
 

( ) ( ) ;;0,
2

9
,

2

1
,,3,3,10,

2

9
,

2

1
;;'' 







−=−−






−=−⇒= zyxQPPQQPPQ  

 

( )3,6,2'

330

6
2

3

2

9

2
2

3

2

1

0,
2

9
,

2

1
3,

2

3
,

2

3 −⇒





























−=→−=−

=→=−

=→=−

⇒






 −−−=






 − P

zz

yy

xx

zyx . 
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2º) Sea la función ( )
12 −

=
x

x
xf . Se pide: 

 
a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, la concavidad y convexidad, 
los puntos de inflexión y las asíntotas. Esbozar su gráfica. 
 
b ) Calcular el área de la región limitada por dicha gráfica, el eje OY y las recta x = -4 y 
x = -2. 

---------- 
a ) 
 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos: 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )xf
x

x

x

x

x

xx

x

xxx
xf '

1

1

1

1

1

21

1

2·1·1
'

22

2

22

2

22

22

22

2

=
−

+−=
−

−−=
−
−−=

−
−−=  

 
 Como el denominador de la derivada es siempre positivo y el denominador es 
siempre negativo, la derivada es negativa para cualquier valor real de x perteneciente al 
dominio de la función, que es ( ) { }1−⇒ RfD . 
 

( ) iodosuenedecrecientesxf min  

 
 La anterior implica que la función no tiene máximos y mínimos relativos. 
 
 Para estudiar la concavidad de la función estudiamos la segunda derivada: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )xf
x

xx

x

xx

x

xxxx

x

xxxxx
xf

''
1

32

1

62

1

4422

1

2·1·2·11·2
''

32

2

32

3

32

33

42

2222

=
−

+=

=
−
+=

−
−−−−=

−
−+−−−=

 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )







∪⇒>→∞+∪−

∩⇒<→∪−∞−
⇒

−
+=

Cáncavaxf

Convexaxf

x

xx
xf

0'',10,1

0''1,01,

1

32
''

32

2

 

 
 Para estudiar los puntos de inflexión anulamos la segunda derivada: 
 

( ) ( )
( ) 00

4

32
0''

32

2

=⇒=
−

+
⇒= x

x

xx
xf  

 
 La condición anterior es necesaria, pero no suficiente para asegurar que existe el 
punto de inflexión es necesario que no se anule la tercera derivada para ese valor: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) =

−
−+−−+=

62

222322

1

2·1·3·321·66
'''

x

xxxxxx
xf  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )
( ) ( )xf
x

xx

x

xx

x

xxxxx

x

xxxx

'''
1

166

1

6366

1

36126666

1

3121·66

42

24

42

24

42

24224

42

2222

=
−

++−
=

−
−−−=

=
−

−−−+−=
−

+−−+
=

 

 

( ) ( )
( ) )0,0(inf0

256

6

4

16
0'''

4
OenlexióndePuntof ⇒≠−=

−
+−=  

 
 
 Las asíntotas de la función son las siguientes: 
 

Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a valer 
infinito; son de la forma y = k. 
 

  ( ) )(0
12

XEjey
x

x

x

lím
xf

x

lím
ky ==

−∞→
=

∞→
==  

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
  
  1;;11;;01 21

22 −==⇒==− xxxx  

 
 Oblicuas: No tiene. 
 
 (Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador). 
 
 La represtación gráfica, aproximada, es la que aparece en el gráfico adjunto. 
 
b )  
 

De la observación de la figura se deduce que la superficie pedida es la siguiente: 
 

( ) ( ) ⇒














=→−=
=→−=

=

=−
⇒

−
==−= ∫∫∫

−

−

−

−

−

− 32

154

2

1
1

·
1

··

2
4

2
2

4

2

2

4 tx

tx

dtdxx

tx
dx

x

x
dxxfdxxfS  

 

[ ] ( ) SuLLLLtLdt
t

S ===−===⇒ ∫
215

3

15

3

5
2

1

3

15

2

1
315

2

1

2

1
·

1

2

1 . 
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********** 

S 

f(x) 

X 

x = -4 

Y 

x = 1 

y = 0 

x = -2 

x = -1 

O -2 -4 
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CUESTIONES 
 

1ª) Halla para qué valores de a es inversible la matriz 






 +
=

a

aa
A

1

34
 y calcular la in-

versa para a = 0. 
---------- 

 
 Para que una matriz tenga inversa (sea inversible) es necesario que su determi-
nante sea distinto de cero: 
 

1;;4
2

53

2

253

2

1693

043;;034
1

34

21

22

−==⇒
±=±=+±=

=−−=−−=
+

=

aaa

aaaa
a

aa
A

 

 
{ }4,1−−∈∀ RainversibleesA  

 

Para a = 0 es 







=

01

40
A . 

 
 La matriz inversa de A, utilizando el Método de Gaus-Jordan, es la siguiente: 
 

( ) { } { }









=⇒










⇒

⇒→⇒









⇒↔⇒










=

−

0

10

0

10

10

01

01

10

40

01

10

01

01

40
/

4
1

1

4
1

44
1

421

A

FFFFIA

 

 
********** 
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2ª) Calcula ( ) 







−

+→ xxLx

lím 1

1

1

0
. 

---------- 
 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) 2

1

110·1

1

1
1

1
·11·1

1
0

'.
0

0

00·1

0

110
1

11
1

0
1

1

1

11

0

1

1
·1·1

1

1
1

0
'.

0

0

0·0

00

1·

1

0

.
0

1

0

1

0

1

1

1

0

1

01

11

1

1
0

=
++

=
+

+
+++→

⇒⇒⇒=

=
+

=
+++→

=

+
+++

+
→

=

+
++

+
−+

→
=

=

+
++

+
−

→
⇒⇒⇒=−=

+
+−

→
⇒

⇒⇒∞−∞=−=−=−
+

=







−

+→

x
xxLx

lím
HopitalLInd

xxLx

x

x

lím

x

xxLx
x

x

x

lím

x

x
xL

x

x

x

lím

x
xxL

x
x

lím
HopitalLInd

xLx

xLx

x

lím

Ind
LLxxLx

lím
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3ª) Halla el área del triángulo cuyos vértices son A(1, 1, 0), B(2, -1, 0) y C(2, 4, 0). 
 

---------- 
 
 Los puntos A, B y C determinan los vectores: 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0,3,10,1,10,4,2

0,2,10,1,10,1,2

=−=−==

−=−−=−==

ACACv

ABABu

 

 
 El área del triángulo que forman es la mitad del área del paralelogramo que de-
terminan los vectores vyu : 
 

Sukkk

kji

S ====+=−= 2

2

5
5·

2

1
5·

2

1
23·

2

1

031

021·
2

1
 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



4ª) Demuestra que las curvas ( )
x

xgyxsenxf
1

)( ==  se cortan en algún punto del in-

tervalo 








2

5
,2

ππ . 

---------- 
 

 Considerada la función ( ) ( )
x

xsenxgxfxh
1

)( −=−= , continua y derivable en el 

intervalo 






2

5
,2

ππ , por lo que puede aplicarse el Teorema de Bolzano. 

 

( ) ( )

( )













>−=−=−






=

<−=−=−=

0
5

25

5

2
1

5

2

2

5

0
2

1

2

1
0

2

1
22

2
5

π
π

ππ
π

πππ
ππ

π senh

senh

 

 
 Según el mencionado teorema, tiene que existir al menos un valor c perteneciente 
al intervalo para el cual el valor h(c) = 0, con lo cual se demuestra que las funciones da-
das se cortan en un punto del intervalo dado, como se nos pedía demostrar. 
 

********** 
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PRUEBA B 
 
PROBLEMAS 

 

1º) Sean las matrices 
















=
















=
















=
















−
=

















=
3

5

2

2

2

0

,

100

010

000

,

2

2

7

,

3

2

1

EyDCBA . 

 
a ) Halla la matriz TBA ·  donde TB  indica la matriz traspuesta de B. ¿Es inversible? 
 
b ) Halla el rango de la matriz DAT · . 
 

c ) Calcula 
















=
z

y

x

M  que verifique la ecuación ( ) EMCBA T =+ ·· . 

---------- 
 
a ) 

( ) TT BABA ·

6621

4414

227

227·

3

2

1

· =
















−
−
−

=−
















=  

 

( ) inversibleesnoBABA TT ·0

333

222

111

·2·2·7

6621

4414

227

· ⇒=−=
−
−
−

=  

 
 
b ) 

( ) ( ) ( ) ( ) 1··10640

2

2

0

·321· =⇒==++=
















= DARangDADA TTT  

 
c ) 
 

( )

:Re

35621

54514

2227

3

5

2

·

5621

4514

227

;;

3

5

2

·

100

010

000

6621

4414

227

;;··

Cramerporsolviendo

zyx

zyx

zyx

z

y

x

z

y

x

EMCBA T

⇒








=−+
=−+

=−+
⇒

















=
































−
−
−

















=
















































+
















−
−
−

=+
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( )
( )

( )
( ) xx =−=

−
−=

−−−++
−−−++=

−

−

=

−
−
−
−
−
−

=
7

6

50497

39422

2024302424257

2524151230252

563

452

221

·7

563

455

111

·2

5621

4514

227

563

455

222

 

 

( ) yy ==+−=−−−++−=

−

=
−
−
−

= 15049201230241225
7

533

452

221

·7

7

5321

4514

227

 

 

( ) zz =−=−−−++==== 34101010853

121

552

221

·3
7

363

552

221

·7

7

3621

5514

227

 

 

















−

−
=

3

1
7
6

M  
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2º) Sea la función ( ) xexxf −+= , se pide: 
 
a ) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los in-
tervalos de concavidad y convexidad y las asíntotas. Esbozar su gráfica. 
 
b ) Demostrar que existe algún número real c tal que 4=+ −cec . 
 

---------- 
 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento recurrimos a la prime-
ra derivada: 
 

( ) ( )

( ) 0;;1;;01;;0
1

0'

.
11

11'

===−=−
⇒=

−=−=−=⇒+= −−

xee
e

e
xf

e

e

e
exfexxf

xx

x

x

x

x

x

xx

 

 
 Teniendo en cuenta que el dominio de la función es R y que el denominador de la 
derivada es positivo para cualquier valor real de x, se cumple que: 
 

( ) ( )

( ) ( )∞+⇒>⇒>

∞−⇒<⇒<

,0:0'0

0,:0'0

oCrecimientxfx

ntoDecrecimiexfx

 

 
 El único valor que anula la primera derivada es x = 0. El valor de la segunda deri-
vada para este valor es el siguiente: 
 

( ) ( ) 0010'''' 0 =⇒>==⇒= −− xparaMínimoefexf x  

 
( ) ( )1,0:100 0 AMínimoef ⇒=+= −  

 
 Teniendo en cuanta que: 
 

( ) ( ) .min,0'' iodosuencóncavaesfunciónLaRxexf x ∪⇒∈∀>= −  

 
 Las asíntotas pueden ser horizontales, verticales u oblicuas. 
 
 La función no puede tener asíntotas horizontales teniendo en cuenta que es conti-
nua en su dominio (R) y que tiene un mínimo absoluto, considerando sus periodos de 
crecimiento y decrecimiento. 
 
 Las asíntotas verticales son de la forma x = k; son los valores finitos de x para los 
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cuales la función toma valor infinito, o sea, son los valores de x que anulan el denomi-
nador. 
 

 La función se puede expresar de la forma ( )
x

x

x e

ex

e
xxf

11 +=+= .  Como quiera 

que Rxex ∈∀≠ ,0 , la función no tiene asíntotas verticales. 
 
 Las asíntotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo: 
 

( )

( )[ ] n
exx

lím

ex

exex

x

lím
x

e

ex

x

lím
mxxf

x

lím
n

m
ex

ex

x

lím

x

xf

x

lím
m

xx

xx

x

x

x

x

==
∞→

=−+
∞→

=







−+

∞→
=−

∞→
=

==+
∞→

=
∞→

=

0
111

1
1

 

 
 La función tiene como asíntota oblicua la recta y = x. 
 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la función es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b ) 
 

Siendo la función ( ) 4−+= − xexxh , que es continua en su dominio, que es R, por 
serlo la función ( ) xexxf −+=  de la cual se diferencia la función h en una constante, le 
es aplicable el Teorema de Bolzano en cualquier intervalo finito considerado.  
 
 Considerando, por ejemplo, el intervalo ( )5,1− , comprobamos que: 

Y 

X 

f(x) 

y = x O 

A 
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( )

( )

( ) ( ) 05,1

0
1

1455

05411

5

5

1

=⇒−∈∃⇒













>+=−+=

<−=−+−=−

−

+

chc

e
eh

eeh

 

 
 Lo anterior es equivalente a:  ( ) ...,4;;04 dqcececch cc =+=−+= −−  

 
********** 
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CUESTIONES 
 

1ª) Halla a y b para que la función ( )
( )














<

=

>+

=

0

0

0

xsi
x

xsen

xsib

xsixLxa

xf

π
sea continua en todo R. 

 
---------- 

 
 La función f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es dudo-
sa su continuidad. Para que la función sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que 
los límites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la función 
en ese punto: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ax
x

lím
a

x

x
x

lím
aHopitalLInda

x

xL

x

lím
a

xLx
x

lím
a

x

lím
IndaxLxa

x

lím
xf

x

lím

x

xsen

x

lím
xf

x

lím

=
→

−=
−→

+⇒⇒⇒
∞
∞−+=

→
+=

=
→

+
→

⇒⇒∞−+=+
→

=
→

=
→

=
→

+

−

01

1

0
'.

10

00
.·0

00

00

2

ππ

 

 
 

( ) ( ) ( ) abxf
x

lím
fxf

x

lím
==⇒

→
==

→ +− π
0

0
0

 

 
********** 
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2ª) Dadas las rectas 




−=
=

≡




=+
=−+

≡
5

2

72

0

y

x
sy

yx

zyx
r , halla un punto de cada una de 

ellas, de tal forma, que el vector que los una sea perpendicular a ambas. 
 

---------- 
 
 En primer lugar vamos a determinar la recta p, perpendicular común a las rectas 
dadas, para lo cual nos guiamos por el siguiente gráfico. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Determinamos un punto y un vector director de cada una de las rectas dadas, para 
lo cual expresamos la recta r por unas ecuaciones paramétricas: 
 









=
−=
+−=

≡⇒=+−=++−=+−==+

−=⇒




=+
−=−−





=+
=+

⇒=⇒




=+
=−+

≡

λ
λ

λ
λλλλλ

λ
λλ

λ

z

y

x

rxyxyx

y
yx

yx

yx

yx
z

yx

zyx
r

7

27

277;;

7
727272

0

 

 
 Un punto y un vector director de r son: ( ) ( )1,1,20,7,7 −=− rvyA . 
 
 Un punto y un vector director de s son: ( ) ( )1,0,00,5,2 =− svyB . 
 
 Un vector w , perpendicular a sr vyv  es: 
 

( )0,2,12

100

112 −−=⇒−−=−=∧= wji

kji

vvw sr  

 
Ahora determinamos los planos 21 ππ y , de la forma siguiente: 

r 

s 

B 

M 
rv p 2π  

1π

N 

A 

sv

w  
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( ) ( ) ( )

02152014257

;;07247;;0

021

112

77

,;

1

1

=+−−≡⇒=++−+−

=++−−−−=
−−
−
−+

≡

zyxxzy

xzzy

zyx

wvA r

π

π

 

 

( ) ( ) ( ) 0920225;;0

021

100

52

,; 22 =−−≡⇒=−++−=
−−

+−
≡ yxxy

zyx

wvB s ππ ��

 

 
 La recta pedida p, es la que determinan los planos 21 ππ y  en su intersección: 





=−−
=+−−

≡
092

02152

yx

zyx
p . 

 
 El punto M es la intersección de la recta r y el plano 2π : 
 

( ) ( )

( )6,1,56;;06;;0305

;;097414;;097272
7

27

0922

M

z

y

x

r

yx

⇒==−=−

=−+−+−=−−−+−⇒





















=
−=
+−=

≡

=−−≡

λλλ

λλλλ

λ
λ

λ
π

 

 
 El punto N es la intersección de la recta s y el plano 1π : 
 

( )

( )6,5,26;;06;;0530

;;021554;;021552·2
5

2

021521

−⇒==−=−

=+−+=+−−−⇒





















=
−=

=
≡

=+−−≡

N

z

y

x

s

zyx

λλλ

λλ

λ

π

 

 
 El vector pedido es ( ) ( ) ( ) NMNMNM ==−−=−= 0,6,36,5,26,1,5  

 
********** 
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3ª) Discutir en función de a el sistema 




=−
=+
1ayx

aayax
. 

 
---------- 

 

 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 








−
=









−
=

11
'

1

a

a

aa
My

a

aa
M . 

 
 El rango de la matriz de coeficientes es, en función de a, el siguiente: 
 

( ) 1;;001
1 21

2 −==⇒=+−=−−=
−

= aaaaaa
a

aa
M . 

 

adoDeterCompatibleincógnMRangMRang
a

a
Para min.º2'

1

0
⇒===⇒









−≠
≠

 

 

1'

1

1

11

11
'1

1

0

01

00
'0

=⇒






















 −−−
=⇒−=









=⇒=

MRang

MaPara

MaPara

 

 

adoerInCompatibleincógnMRangMRang
a

a
Para mindet.º1'

1

0
⇒<==⇒









−=
=
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4ª) Halla el área del recinto limitado por la curvas 242 −=−= xyexy . 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de la parábola 
con los ejes son los siguientes: 
 

( )4,04;;0

)0,2(2

)0,2(2

4;;04;;0

2

1

22

−⇒−==→








−⇒−=

⇒=
⇒

⇒==−=→

CyxYEje

Bx

Ax

xxyXEje

 

 Los puntos de corte de la parábola y 
la recta son los siguientes: 
 

( )

( )







−−→−=

→=

⇒
±=±=+±=

=−−−=−⇒








−=

−=

3,11

0,22

2

31

2

91

2

811

.02;;24

2

4

2

1

22

2

Dx

Ax

x

xxxx

xy

xy

  

 
 La representación gráfica de la situación se puede observar en el gráfico. 
 
 Teniendo en cuenta que las ordenadas de la parábola son mayores (en valor abso-
luto) que las de la recta (todas negativas) en el entorno de la superficie a calcular, el área 
es: 
 

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )

Su

x
xx

dxxxdxxxS

===−=

=−−=++−+−−=






 −−−







−−−−−=

=






 −−=−−=−−−−=
−−

−
∫∫

2

2323

1

2

231

2

2
2

1

2

5'4
2

9

2

1
5

2

1
3842

3

8
2

2

1

3

1
2·2

2

2

3

2
1·2

2

1

3

1

2
23

·2·24

 

 
********** 
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