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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Criterios generales de evaluacion de la prueba: Se observaran fundamentalment
siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y propied:
relacionadas con la naturaleza de la situacién que se trata de resolver. Justificaci
tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia
exposicidn. Precisidon en los célculos y en las notaciones.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse una calculadora no programable y no g
ca.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos pr
mas Yy cuatro cuestiones. Cada problema tendra una puntuacion maxima de tres pL
y cada cuestion se puntuara, como maximo, con un punto. El alumno debera esc
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden dese:

PRUEBA A

PROBLEMAS

X+ y+2z=2

. Se pide:
X+2y-z=3

1°) Se considera el plano= x+ ay+ 2az=4 y la rectar s{

a ) Determinar los valores de a para los cuales la recta y el plano son paralelos.

b ) Para a = 2, calcular la recta s que pasa por el punto P(1, 0, -1), es paralelaral pla
y Se apoya en larectar.

a)
X+ y+2z=2
El sistema que forman la recta y el plangd es2y-z=3 . Para que la recta sea
X+ ay+ 2az=4
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paralela al plano es necesario que no tengan ningun punto en comun, 0 sea, que ¢
tema sea incompatible. Teniendo en cuenta que el rango de M es igual 0 mayor qt

- 11 ) :
por existir el menoh 2‘, tendra que ser Rango M =2 y Rango M’ = 3.
11 2 11 2 2
Las matrices de coeficientes y ampliadasbaj1 2 -1y M'=|1 2 -1 3]|.
1 a 2a 1 a 2a 4
11 2
RangoM =2 = |1 2 -1|= 0;; 4+ &a— + #4a- A2=0;;, ;2-5=0;; a=1.
1 a 2a
11 2 2
Paraa=1eB8I'=|1 2 -1 3|Yysurango es el siguiente:
11 2 4
112
RangoM' = {C,, C,, C,} = |1 2 3|= 8 2+ 3- 4- 3- 4=2#0 = RangoM'=3.
11 4

Para a=1 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatilbe.

Larecta r y el plano /7 son paralelos para a=1

b)
Este apartado se puede resolver de diversas formas; una de ellas es la siguien

X+ y+2z=2
Paraa=2es=x+2y+4z-4=0Yy r= :

X+2y-z=3
El plano ', paralelo an y que contiene al punto P(1, 0, -1), es el siguiente:

T's X+ 2y+4z+D=0

} - % 2.6 4(-3+D=0;;1-4+D=0;; D=3 =
P(1 0, -1)

= JT= X+ 2y+4z+3=0

El punto de corte de la recta r con el plan@s la solucidon del sistema que for-
X+ y+2z=2
man:< x+2y-z=3 . Resolviendo por la Regla de Cramer:
X+ 2y+4z=-3



2 1 2

3 2 -1
(21732 4| 1612 3r12+4-12 35___
11 2 g+ 4-1-4+2-4 5
12 -1
12 4
12 2
13 -1
1 -3 4| 12 6-2-6-3-8_-13
y= = =—=Y
5 5 5
11 2
12 3
o211 2 -3 -6r4+3-4-6+3_-6_
5 5 5

El punto de corte e@(z —%3, —gj.

La recta s es la que pasa por los puntos P(1, O,Q@,y—l—3 —gj, por lo tanto

5 1
tiene como vector director a cualquiera que sea linealmente dependiente del vector
determinan:

PC - —_— = —u1§ —”§ —_ —_— = —ulg —ul -_>: —_— —_—
PQ=Q-P (7, c 5) (10 -1 (6, = 5) = v=(30-13 -1)
x=1+301

Larectas pedida ess{y=-131 , OAOR
z=-1-4
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2°) Sea la funciérf(x):l‘—zx con x(0, +«). Se pide:
X

a ) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y
asintotas. Esbozar su grafica.

b ) Calcular| #(x) - dx.

X - Lx-2x
, X—2xLx 1-2Lx ,
f (X): X4 = X4 = X3 =f (X)

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién, dord®, el denominador es
siempre positivo, por lo cual el signo de la derivada depende Unicamente del numere
por lo tanto:

f{x)<0= 1-2 Lx<0 ;; Lx>% .. x>Je = f'(x)<0 = Decreciert para (\/E, +oo)

f{x)>0= 1-2 Lx0 ;; Lx<% . x<e = f'(x)>0 = Creciente para (0, \/E)

3

f'(x)=0 = 1_ZLX=O ;v 1-2Lx=0;; Lx:% ;. x=+e

. ~ 2 -3 +6LX 6LX-5 .
f (X)= XG - X4 = X4 =f (X)

W2\ 2LJ/e-3_1-3_ 2
f(\/g)_ (\/E)g _&/_e_ eJe

<0 = Maximo para x=+/e.

1
f(\/E)zL—\/Ezzzi = Maximo absoluto: A(\/E, Ziej

Las asintotas horizontales son los valores reales que toma la funcién para los
lores de x que tienden a mas infinito o0 a menos infinito; teniendo en cuenta el domi
de la funcion, en este caso, la tendencia del limite es solamente para mas infinito.



El eje de abscisas es asintota horizontal de la funcién.

Asintotas verticales son los valores reales que anulan el denominador; en estt
so el valor que anula el denominador (x = 0) no pertenece al dominio de la funcion;

.. . .. lim Lx -
embargo, el limite cuand® - 0* es el siguiente: 0 - Of°
X - X

=-o , |0 que indica

que:

El eje de ordenadas es una asintota vertical de la funcién.

Por tener asintotas horizontales no es posible que la funcion tenga asintotas
cuas.

La representacion gréafica es, aproximadamente, la siguiente.

Y A
A f(x)
——
O 1 2 X
b)
u= Lx duzl-dx
L—ZX'dX:> X 1 = Lx.(—éj—j—l.i.dxz
X dv=x?-dx - v=-= X x X
X
:—B-{- i.dx:-ﬁ.*. X—Z_dxz_ﬁ—£+C:—Lx+l+C

X X X X X X
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CUESTIONES

[im
12) Calcula M.
X0 x¥+x?

lim serf(2x)_ 02 _0

T 5 - =— = Ind. = (L'Hopital) = im Een( X) 'Z'COS(ZX)
x>0 x*+x> 0+0 O X-0 3x* +2x

_ lim  4sen(2) cos(2x) _ lim 2sen(4x) _ 2.0 _0 ~ Ind. = (L Hopital) =
X -0 3x% + 2x X-0 3x*+2x 0+0 O

_, lim 2-4.cos(4x) _ lim 8cos(4x) 8.1 _
X-0 6X +2 X-0 6x+2 0+2
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23) Determina el valor de a para que la recta tangente a la fumcisnye +ax en el
punto x = 0 sea perpendicular a la rectay + x=-3.

La rectar= y+x=-3 se puede expresar de la formay=-x-3, cuya pendiente
esm=-1.

Las rectas perpendiculares tienen sus pendientes inversas y de signo contr
por lo tanto, la pendiente que buscamosves.

La pendiente a una funcién en un punto es la derivada de la funcidén en ese pu
f(x)=3x¥+a = f(Q=1=3.0°+a=0+a = a=1
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3%) Sean las matrice8=(:53 zj y C=(l3 8]. Calcula la matriz A, sabiendo que se

cumple queX =B y A’=C.

Existen diversas formas de resolver esta cuestion; una de ellas es la siguiente:

, A=C-B™ (¥

= — = 19
A> B A?

A*=B AN C AN-A C
A2 =C B

Determinamos ahora la inversa de B por el método de Gauss-Jordan:

j = {F, - F,-3F} =

(5 3|10 s 12
(B/I)—£3 2‘0 J = {F, - iF} = (3 ;

12/t 0 18]+ 0
= > S = {F, - F,-3F} = = {F, - 5F,} =
SRR R R A B OB
1210 102 -3 L (2 -3
= = {F, - F,-3F} = = B*'=
01/-35 01/-3 5 -3 5

Sustituyendo en la expresion (*):

2 -3\ (26~ 24 -39+40
-3 5] | 1615 -24+25
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43) Sabiendo que tres de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(1, 1
B(1, 1, 4) y C(3, 3, 6), hallar el area del mismo.

A(l, 1,2 B(1,1,4 Por tratarse de un paralelogramo los
lados son paralelos e iguales dos a dos v, el
consecuencia, los vectores que determinar
los vértices son iguales dos a dos, tal coma
se puede apreciar en la figura adjunta, o

sea:
D(x, Y, Z] C(3,3,6 AD=BC
AD= D- A=(x,y 2)-(1 1 3=(x-1 y-1 z-3) Xx-1=2 - x=3

= {y-1=2.y=3} = C(3 3 4)
BC=C-B=(336-(114=(2 2 2 z2-2=2_.27=4

El 4rea del paralelogramo puede obtenerse de diversas formas. Vamos a utiliz
siguiente: Area=| u DV‘, siendou y v los vectores que determinan las dimensiones

del paralelogramo.

AL, 1,2 B(1,1,4

D(3, 3, 4) C@3,3,6

u=AB=B-A=(113(1122=(00 2)=u

v=AD=D-A=(333(113=(22 2=v

=| 4- i4=| i+ 4=V 4+ 4+ G =V16+16=+32=

N O —.
N N X

i
Area:‘UDV‘: 0
2

= 4/2 * 0566 \ = Area
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PRUEBA B

PROBLEMAS

X=y+z=-1
1°) Se considera el sistemg+ z=2a , donde a es un parametro real. Se pide:

x+2z=a’
a ) Discutir el sistema en funcion del valor de a.

b ) Resolver el sistema para a = 0.

c ) Resolver el sistema paraa = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1-11 1-11 -1
M=[{0 1 1|;;M'=[0 1 1 2a
1 0 2 1 0 2 a
1-11
IM|[=/0 1 1|=2-1-1=0 = RangoM =2,
1 0 2
Veamos el rango de M’:
1 -1 -1
{c,c,.cl=|0 1 2a|l=a?-2a+1=(a-1)
1 0 a’
11 -1
RangoM' = {{C, C,, C,} = |0 1 2a|=& + 2a+1-4a=(a-1) =
1 2 a?
-11 -1
{c,,c,.cl=|1 1 2a|=-a-2+4a-a’=-2a-1)°
0 2 a°
Para a=1 = RangoM'=2
=

Para a#z1 = Rango M'=3

Para a=1= Rango M= Rango M'= 2< rP inc6g = Compatible Indeterminado




Para azl= RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatilbe

b)
Para a = 0 el sistema es incompatible, segun el apartado anterior.

X—y+z=-1
Para a = 1 el sistema es compatible indeterminado. El sistenya es 2
X+2z=1

Para resolverlo despreciamos una ecuacion, por ejemplo la primera, y param
zamos una de las incognitas, por ejemplo z, con lo que la solucién es la siguiente:

1-24
=2-A; UOAOR

N < X
1
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senx’ S x>0
2°) Dada la funcionf(x)={ x , Se pide:
X —2x si x<0

a ) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién f(x).

NEY:
b) Calculari= [ x - f(x) dx
N

a)
La funcion f(x) esta definida y es continua para cualquier valor real de X, excej
para x = 0 que es dudoso y, por ello, se estudia a continuacion.

lim lim 2 lim 2
f(x)= senx” 0, Ind. = {L' Hopital} = xeosx” _
X - O X O X - O 1 -
Para x=0=4 =

e 0= be -20=1(0=0

. lim (x)= f(O):Xh’m+

e f k= f X escontinua para x=0

Veamos ahora si la funcion es derivable en todos sus puntos, o sea, si su deri\
es una funcion continua, como se nos pide. La funcion f(x) es derivable para todo R,
excepto para el valor de x = 0, que es dudosa su derivabilidad.

Para que la funcion sea derivable para x = 0 tiene que ser derivable por la izqt
day por la derecha y ser ambas derivadas iguales.

- Xcosx’® . <0 f'(o‘):o
f'(x): 1 sh X = = f'(O‘);t f'(0+) =
2x-2  si x20 f(or)=-2

La funcién f(x) no es derivable para x = 0.

b)
vzm senx Ve X =t X=N2m - t=2m
1= [ % - (X dx= J' dx [ x senx’ - dx= 1
In In xdx:Edt x=Amt=m

—l T = 271_1 _ _l. A
= I—2 ient dt—2 [cost]? =5 (cosar cosn)—2 [1-(-7]=1=1
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CUESTIONES

_ 2
12) Calcular las asintotas de la funcidm):%.
X

Las asintotas horizontales son los valores reales que toma la funcién para los
lores de x que tienden a mas infinito o a menos infinito.

lim  4x® - 4x+1
y=k= —_——

= =1 = Larecta y1 esasintota horizontal
X o oo 4x®+1

Asintotas verticales son los valores reales que anulan el denominador:

4*+1=0 = K R= La funcién { )} notiene asintotasverticales

Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador.

La funcidn f(x) no tiene asintotas oblicuas.
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1 3 -1 -5

. -11 -3 -3

29) Calcular el rango de la matmz = :
2 4 0 -6
3 2 4 -1

Aplicando el procedimiento de Gauss:

1 3 -1 -5
F,-F+F ;; F,-F,-2F y F, - F,-3F: M= 0 4 -4 -8
0 -2 2 4
0o -7 7 14

1 3 -1 -5

Simplificamos las tres dltimas filasu =| © * ~1 4],
0 -1 1 2
0 -1 1 2

: : 13 -1 -5
Por serF, =-F, =-F, la matriz es equivalente @ = 01 -1 -2 cuyo rango

es 2.

Rango M =2
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3%) Demostrar que la ecuaciéh+ x-5=0 tiene al menos una solucién en el intervalo
(1, 2).

Consideremos la funciéri(x) = x* + x—5. Por tratarse de una funcién polinémica

es continua y derivable en todo su dominio, que es R, por lo cual, lo sera en cualg
intervalo real que se considere.

Teniendo en cuenta qui )=-3y f(23=8+2-5=5, segin el Teorema de Bol-

zano, en el intervalo (1, 2) la funcion f(x) tiene, al menos, una raiz x = a, teniendo
serl<a<?2ytal que f(a) =0.

El teorema de Bolzano dice que “si una funcion f es continua en un intervalo

rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces exis
menos un valocO(a, b) tal que f(c)=0".

Como el valor de la funcidén tiene distinto signo para los valores extremos del
tervalo considerado, segun el Teorema de Bolzano, en el intervalo (1, 2):

La ecuaciénx® +x-5=0 tiene almenosuna soluciénen el intervalo (1, 2) cad.
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42) Dada la recta= 2x+ y=2, calcula el punto P de la recta r tal que la perpendicular
r por P pase por el punto A(1, -1).

La rectar=2x+y=2 puede expresarse de la formay=-2x+2, donde se de-
termina facilmente su pendiente, que es m = - 2.

Sabiendo que dos rectas perpendiculares tienen las pendientes inversas y de
contrario, la recta r’ perpendicular a r por A(1, -1) es la siguiente:

r'Ey—(—1)=—%(x—1) " y+1=—%(x—) oY+ 2=-x+1;; rEx+2y+1=0.

El punto P pedido es la interseccion de las rectasry r’:

r=2x+y-2=0 -2x-y+2=0 4
= = 3J+4=0;, y=—-—=
rsx+2y+1=0 X+ 4y+2=0 3
X+ y+1=0=> x+2-(—ﬂj+120 ;; x—§+1:O " x:§— :§:x
3 3 3 3
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