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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Criterios generales de evaluación de la prueba: Se observarán fundamentalmente los 
siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. Justificaciones 
teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la 
exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. 
 
Datos o tablas (si ha lugar): Podrá utilizarse una calculadora no programable y no gráfi-
ca. 
 
Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cada una de ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendrá una puntuación máxima de tres puntos, 
y cada cuestión se puntuará, como máximo, con un punto. El alumno deberá escoger 
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las preguntas de la misma en el orden deseado. 
 
 
PRUEBA A 
 
 
PROBLEMAS 
 

1º) Se considera el plano 42 =++≡ azayxπ  y la recta 




=−+
=++

≡
32

22

zyx

zyx
r . Se pide: 

 
a ) Determinar los valores de a para los cuales la recta y el plano son paralelos. 
 
b ) Para a = 2, calcular la recta s que pasa por el punto P(1, 0, -1), es paralela al plano π  
y se apoya en la recta r. 

---------- 
 
a )  

 El sistema que forman la recta y el plano es 








=++
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=++
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32
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azayx

zyx

zyx

. Para que la recta sea 
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paralela al plano es necesario que no tengan ningún punto en común, o sea, que el sis-
tema sea incompatible. Teniendo en cuenta que el rango de M es igual o mayor que 2, 

por existir el menor 
21

11
, tendrá que ser Rango M = 2 y Rango M’ = 3. 

 

 Las matrices de coeficientes y ampliada son 
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 Para a = 1 es 
















−=
4

3

2
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'M  y su rango es el siguiente: 

 

{ } 3'02434328

411

321

211

,,' 421 =⇒≠=−−−++=⇒⇒ MRangoCCCMRango . 

 
.3';;21 leIncompatibSistemaMRangoMRangoaPara ⇒==⇒=  

 
1=aparaparalelossonplanoelyrrectaLa π  

 
 
b )  
 Este apartado se puede resolver de diversas formas; una de ellas es la siguiente: 
 

Para a = 2 es 0442 =−++≡ zyxπ  y 




=−+
=++

≡
32

22

zyx

zyx
r . 

 
El plano 'π , paralelo a π  y que contiene al punto P(1, 0, -1), es el siguiente: 

 

( ) ( )

0342'

3;;041;;01·40·21
1,0,1

042'

=+++≡⇒

⇒==+−=+−++⇒




−
=+++≡

zyx

DDD
P

Dzyx

π

π

 

 
 El punto de corte de la recta r con el plano 'π  es la solución del sistema que for-

man: 
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zyx
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. Resolviendo por la Regla de Cramer: 
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xx ===
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−
−
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yy =−=−−−−−=
−

−

=
5
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5

8362612

5
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zz =−=+−−++−=
−

=
5

6

5

364346

5

321
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 El punto de corte es 






 −−
5

6
,

5

13
,7Q . 

 

 La recta s es la que pasa por los puntos P(1, 0, -1) y 






 −−
5

6
,

5

13
,7Q , por lo tanto 

tiene como vector director a cualquiera que sea linealmente dependiente del vector que 
determinan: 
 

( ) ( )1,13,30
5

1
,

5

13
,61,0,1

5

6
,

5

13
,7 −−=⇒







 −−=−−






 −−=−= vPQPQ  

 

 La recta s pedida es R

z

y

x

s ∈∀








−−=
−=
+=

≡ λ
λ

λ
λ

,

1
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301
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2º) Sea la función ( )
2x

xL
xf =  con ( )∞+∈ ,0x . Se pide: 

 
a ) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y las 
asíntotas. Esbozar su gráfica. 
 
b ) Calcular ( )∫ dxxf · . 

---------- 
 
a )  

 ( ) ( )xf
x

xL

x

xLxx

x

xxLx
xxf '

212
2··

1

'
344

2

=
−

=
−

=
−

=  

 
 Teniendo en cuenta el dominio de la función, donde 0>x , el denominador es 
siempre positivo, por lo cual el signo de la derivada depende únicamente del numerador, 
por lo tanto: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )eparaCrecientexfexxLxLxf

eparaeDecrecientxfexxLxLxf
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( ) ( ) .0
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 Las asíntotas horizontales son los valores reales que toma la función para los va-
lores de x que tienden a más infinito o a menos infinito; teniendo en cuenta el dominio 
de la función, en este caso, la tendencia del límite es solamente para más infinito. 
 

( ) 0
1
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2
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El eje de abscisas es asíntota horizontal de la función. 

 
 Asíntotas verticales son los valores reales que anulan el denominador; en este ca-
so el valor que anula el denominador (x = 0) no pertenece al dominio de la función; sin 

embargo, el límite cuando +→ 0x  es el siguiente: −∞=∞−=
→ ++ 00 2x

xL

x

lím
, lo que indica 

que: 
 

El eje de ordenadas es una asíntota vertical de la función. 
 
 
 Por tener asíntotas horizontales no es posible que la función tenga asíntotas obli-
cuas. 
 
 La representación gráfica es, aproximadamente, la siguiente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b )  
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CUESTIONES 
 

1ª) Calcula 
( )

23

2 2

0 xx

xsen

x

lím

+→
. 

---------- 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
4

2

8

20

1·8

26

4cos8

026

4cos·4·2

0

'.
0

0
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2cos·2·22

0
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2ª) Determina el valor de a para que la recta tangente a la función ( ) axxxf += 3  en el 
punto x = 0 sea perpendicular a la recta 3−=+≡ xyr . 
 

---------- 
 
 La recta 3−=+≡ xyr  se puede expresar de la forma 3−−=≡ xyr , cuya pendiente 
es m = -1. 
 
 Las rectas perpendiculares tienen sus pendientes inversas y de signo contrario, 
por lo tanto, la pendiente que buscamos es 1'=m . 
 
 La pendiente a una función en un punto es la derivada de la función en ese punto: 
 

( ) ( ) 100·310'3' 22 =⇒+=+==⇒+= aaafaxxf  
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3ª) Sean las matrices 







=








=

58

813

23

35
CyB . Calcula la matriz A, sabiendo que se 

cumple que CAyBA == 32 . 
---------- 

 
 Existen diversas formas de resolver esta cuestión; una de ellas es la siguiente: 
 

(*)·;;
·

;; 1

2

2

2

3

3

2
−===⇒







=

=
BCA

B

C

A
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B

C

A

A
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 Determinamos ahora la inversa de B por el método de Gauss-Jordan: 
 

( ) { } { }

{ } { }

{ } 








−
−
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−
−
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−
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−
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⇒
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=

−

53
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3
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0
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1

5
1

0

0

1
3

10

0

23

1

3
10

0

23

1

10

01

23

35
/

1
122

5
1

5
3

22
5
3

5
1

5
1

5
3

122
5
1

5
3

122
5
1

5
3

15
1

1

BFFF

FFFFF

FFFFFIB

 

 
 Sustituyendo en la expresión (*): 
 










+−−
+−−

=








−
−









== −

25241516

40392426
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·
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813
· 1BCA  

 









=
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A  
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4ª) Sabiendo que tres de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(1, 1, 2), 

( )4,1,1B  y C(3, 3, 6), hallar el área del mismo. 
 

---------- 
 
 Por tratarse de un paralelogramo los 
lados son paralelos e iguales dos a dos y, en 
consecuencia, los vectores que determinan 
los vértices son iguales dos a dos, tal como 
se puede apreciar en la figura adjunta, o 
sea:  

BCAD=  
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )4,3,3

422

321

321

2,2,24,1,16,3,3

3,1,13,1,1,,

C

zz

yy

xx

BCBC

zyxzyxADAD

⇒
















=→=−
=→=−
=→=−

⇒








=−=−=

−−−=−=−=
 

 
 El área del paralelogramo puede obtenerse de diversas formas. Vamos a utilizar la 

siguiente: vuÁrea ∧= , siendo vyu  los vectores que determinan las dimensiones 

del paralelogramo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) vADADv

uABABu

==−=−==

==−=−==

2,2,22,1,14,3,3

2,0,02,1,14,1,1

 

 

Áreauu

jiij

kji

vuÁrea

=≅=

==+=++=+=−==∧=

22

222

66'524

3216160444444

222

200
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A(1, 1, 2) B(1, 1, 4) 

C(3, 3, 6) D(x, y, z) 

A(1, 1, 2) B(1, 1, 4) 

C(3, 3, 6) D(3, 3, 4) 
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PRUEBA B 
 
PROBLEMAS 

 

1º) Se considera el sistema 








=+
=+

−=+−

22

2

1

azx

azy

zyx

, donde a es un parámetro real. Se pide: 

 
a ) Discutir el sistema en función del valor de a. 
 
b ) Resolver el sistema para a = 0. 
 
c ) Resolver el sistema para a = 1. 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

  














 −−
=















 −
=

2

2

1

201

110

111

';;

201

110

111

a

aMM  

 

20112

201

110

111

=⇒=−−=
−

= MRangoM . 

 
 Veamos el rango de M’: 
 

{ } ( )

{ } ( )

{ } ( )

⇒









































−−=−+−−=
−−

⇒

−=−++=
−

⇒

−=+−=
−−

⇒

⇒

222

2
432

22

2
431

22

2
421

1242

20

211

111

,,

1412

21

210

111

,,

112

01

210

111

,,

'

aaaa

a

aCCC

aaaa

a

aCCC

aaa

a

aCCC

MRango  

 









=⇒≠

=⇒=

⇒

3'1

2'1

MRangoaPara

MRangoaPara

 

 
adoerInCompatibleincógnMRangoMRangoaPara mindet.º2'1 ⇒<==⇒=  
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leIncompatibMRangoMRangoaPara ⇒==⇒≠ 3';;21  

 
b )  

Para a = 0 el sistema es incompatible, según el apartado anterior. 
 
c )  

 Para a = 1 el sistema es compatible indeterminado. El sistema es 








=+
=+

−=+−

12

2

1

zx

zy

zyx

. 

 
 Para resolverlo despreciamos una ecuación, por ejemplo la primera, y parametri-
zamos una de las incógnitas, por ejemplo z, con lo que la solución es la siguiente: 
 

R

z

y

x

∈∀








=
−=

−=
λ

λ
λ
λ

,2

21
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2º) Dada la función ( )








≤−

>
=

02

0

2

2

xsixx

xsi
x

xsen
xf , se pide: 

 
a ) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la función f(x). 
 

b ) Calcular ( )∫=
π

π

2
2 · dxxfxI . 

---------- 
a )  
 La función f(x) está definida y es continua para cualquier valor real de x, excepto 
para x = 0 que es dudoso y, por ello, se estudia a continuación. 
 

( ) { }

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0
0

0
0

002
00

0
1

cos2

0
'.

0

0

00
0

2

22

=⇒
→

==
→

⇒

⇒

























==−
→

=
→

=
→

=⇒⇒=
→

=
→

⇒=

+−

+

−

xparacontinuaesxfxf
x

lím
fxf

x

lím

fxx
x

lím
xf

x

lím

xx

x

lím
HopitalLInd

x

xsen

x

lím
xf

x

lím

xPara

 

 
 Veamos ahora si la función es derivable en todos sus puntos, o sea, si su derivada 
es una función continua, como se nos pide. La función f(x) es derivable para todo R, 
excepto para el valor de x = 0, que es dudosa su derivabilidad.  
 

Para que la función sea derivable para x = 0 tiene que ser derivable por la izquier-
da y por la derecha y ser ambas derivadas iguales. 
 

( )
( )

( )
( ) ( ) ⇒≠⇒









−=

=
⇒









≥−

<
−

= +−

+

−

0'0'

20'

00'

022

0
1

cos2
'

2

ff

f

f

xsix

xsi
xx

xf  

 
La función f(x) no es derivable para x = 0. 

 
b )  

( )

[ ] ( ) ( )[ ] ItdttsenI

tx

tx

dtdxx

tx
dxxsenxdx

x

xsen
xdxxfxI

==−−=−===⇒

⇒
















=→=
=→=

=

=
⇒===

∫

∫∫∫

111·
2

1
cos2cos·

2

1
cos·

2

1
··

2

1

22

2

1····

2
2

2
2

2
2 2

2
2

2

ππ

ππ
ππ

π
π

π

π

π

π

π

π

π

π

. 
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CUESTIONES 
 

1ª) Calcular las asíntotas de la función ( ) ( )
14

12
2

2

+
−=

x

x
xf . 

 
---------- 

 
 Las asíntotas horizontales son los valores reales que toma la función para los va-
lores de x que tienden a más infinito o a menos infinito. 
 

horizontalasíntotaesyrectaLa
x

xx

x

lím
ky 11

14

144
2

2

=⇒=
+

+−
±∞→

==  

 
 Asíntotas verticales son los valores reales que anulan el denominador: 
 

( ) verticalesasíntotastienenoxffunciónLaRxx ⇒∉⇒=+ 014 2  

 
 Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador. 
 

La función f(x) no tiene asíntotas oblicuas. 
 

********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

2ª) Calcular el rango de la matriz 



















−
−
−−−
−−

=

1423

6042

3311

5131

M . 

 
---------- 

 
 Aplicando el procedimiento de Gauss: 
 

:32;; 144133122 FFFyFFFFFF −→−→+→   



















−
−

−−
−−

=

14770

4220

8440

5131

M . 

 

Simplificamos las tres últimas filas:  



















−
−

−−
−−

=

2110

2110

2110

5131

M . 

 

Por ser 432 FFF −=−=  la matriz es equivalente a 








−−
−−

=
2110

5131
M , cuyo rango 

es 2. 
 

Rango M = 2 
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3ª) Demostrar que la ecuación 053 =−+ xx  tiene al menos una solución en el intervalo 
( )2,1 . 

---------- 
 
 Consideremos la función ( ) 53 −+= xxxf . Por tratarse de una función polinómica 
es continua y derivable en todo su dominio, que es R, por lo cual, lo será en cualquier 
intervalo real que se considere. 
 
 Teniendo en cuenta que ( ) ( ) 5528231 =−+=−= fyf , según el Teorema de Bol-
zano, en el intervalo (1, 2) la función f(x) tiene, al menos, una raíz  x = a, teniendo que 
ser 1 < a < 2 y tal que f(a) = 0. 
 
 El teorema de Bolzano dice que “si una función f es continua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces existe al 
menos un valor ( )bac ,∈  tal que ( ) 0=cf ”. 
 
 Como el valor de la función tiene distinto signo para los valores extremos del in-
tervalo considerado, según el Teorema de Bolzano, en el intervalo (1, 2): 
 

( ) ...2,1int053 dqcervaloelensoluciónunamenosaltienexxecuaciónLa =−+   
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4ª) Dada la recta 22 =+≡ yxr , calcula el punto P de la recta r tal que la perpendicular a 
r por P pase por el punto A(1, -1). 
 

---------- 
 
 La recta 22 =+≡ yxr  puede expresarse de la forma 22 +−=≡ xyr , donde se de-
termina fácilmente su pendiente, que es m = - 2. 
 
 Sabiendo que dos rectas perpendiculares tienen las pendientes inversas y de signo 
contrario, la recta r’ perpendicular a r por A(1, -1) es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) 012';;122;;1
2

1
1;;1

2

1
1' =++≡+−=+−−=+−−=−−≡ yxrxyxyxyr . 

 
 El punto P pedido es la intersección de las rectas r y r’: 
 

xxxxyx

yy
yx

yx

yxr

yxr

==−==+−=+






−+⇒=++

−==+⇒




=++
=+−−

⇒




=++≡
=−+≡

3

5
1

3

8
;;01

3

8
;;01

3

4
·2012

3

4
;;043

0242

022

012'

022

 

 








 −
3

4
,

3

5
P  
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